Chapitre 4

Intégrales

Jusqu’ici, nous n’avons parlé que de mesures et nullement d’intégrales. Le
présent chapitre va combler cette lacune.

Nous commengons par donner la définition de l'intégrale dite “de Le-
besgue®™” et en énoncer les propriétés fondamentales. Afin de se concentrer
sur la pratique, certains résultats seront admis dans un premier temps et dé-
montrés a la fin du chapitre.

4.1 Définition de ’intégrale et propriétés de base

4.1.1 Définition

Soit (€2, F, 1) un espace mesuré. Pour toute fonction mesurable positive f,
on définit I'intégrale de f, notée [ f du ou encore [ f(x) du(z) par

[ £ du=suwp Y int{fw)w € (), (4.1)

ou le supremum porte sur toutes les partitions mesurables finies de 2, c’est-a-
dire les partitions (€2;);er que 'on peut indexer par un ensemble fini I et telles
que pour tout ¢ € I, €); € F. Observons que cette quantité peut étre infinie.

Lorsque f prend des valeurs négatives, on écrit f comme différence de deux
fonctions positives :

f=f"=1" on fH(w) = max(f(w),0) et f~(w) = max(—f(w),0).

Définition. Lorsque [ f du et [ f~ du sont simultanément finies, on dit que
f est intégrable et on peut définir

[ fau= [+ du= [ dn

1. Henri Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien francais. Il a soutenu sa these “In-
tégrale, longueur, aire” en 1902, pendant qu’il était professeur de lycée a Nancy.
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Lorsque [ f* du et [ f~ du sont, 'une finie, 'autre infinie, on s’autorise
toutefois a écrire

— [ fdu=+4oosi [fTdu=+occet [f~ du < +oo.

~ [fdu=—oosi [fTdu<+ooet [f~ du=+o0.

4.1.2 Propriétés de base de l’intégrale

Définition. On dit qu'une propriété P relative aux points de €2 est vérifiée
p-presque partout s’il existe E mesurable avec u(E) = 0 tel que pour tout
x € Q\E, P(x) est vérifiée. Au lieu de p-presque partout, nous écrirons parfois
{4-p-p-
On donne d’emblée sans démonstration les propriétés de base de l'inté-
grale :
— Lien avec la mesure :
Pour tout ensemble A mesurable, on a [14 du = p(A).
— Positivité :
Si f et g sont intégrables avec f < g u-presque partout, alors on a
J fdu < [ g du, avec égalité si et seulement si f = g p-presque partout.
En particulier, si f > 0 p-presque partout et [ f du = 0, alors f = 0
p-presque partout.
— Linéarité :
Si f et g sont intégrables, o et 5 des réels, alors

/af—l—ﬁdu:a/fdu—l—ﬁ/gdu.

~ Convergence monotone (ou théoréme de Beppo Levi?) :

Si (fn)n>1 est une suite croissante de fonctions mesurables positives
convergeant presque partout vers f, alors la suite ([ f, du) converge
vers [ f dp (la limite peut étre infinie).

L’objectif prioritaire du lecteur est, nous semble-t-il, d’acquérir une bonne
familiarité des propriétés de cette nouvelle intégrale. Aussi, afin de ne pas
lasser par des preuves un peu techniques qui arriveraient avant que 'intérét
de Doutil soit réellement compris, nous reportons les preuves a une section
ultérieure qui viendra en fin de chapitre.

Remarque. Pour définir 'intégrale (E), la mesurabilité de f n’est nulle-
ment requise, ce qui peut laisser perplexe. Cependant, pour que l'intégrale
jouisse des propriétés intéressantes que nous venons d’énoncer, ’hypothese de
mesurabilité va servir, comme le constateront les courageux lecteurs de la der-
niere section. De plus, dans la pratique, nous n’intégrons que des fonctions
mesurables.

2. Beppo Levi (1875-1961) est un mathématicien italien. Pas de trait d’union donc entre
Beppo et Levi!
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4.1.3 Les grands théorémes : lemme de Fatou et convergence
dominée

Théoréme 4.1.1 (Lemme de Fatou®). Pour toute suite (f,)n>1 de fonctions
mesurables positives, on a

/ lim fpdu< lim /fndu-

n—-+o0o n—-+o0o

Démonstration. 11 suffit de poser g, = ]i1>1f fr- La suite (gn)n>1 est une suite
>n

croissante, dont la limite est, par définition, lim ¢, = lim f,. On a
n—+o0o n—+oo

pour tout n

fn > gn et donc /fnduz/gndu-

fm [ fode > lm o [ g de
n——+o00 n—-+00

Mais d’apres le théoréme de convergence monotone [ g, du converge vers
J g du, ce qui est le résultat voulu. Dans cette inégalité, les termes peuvent
valoir +o0. O

Théoréme 4.1.2 (Convergence dominée). Si (fp)n>1 est une suite de fonc-
tions mesurables convergeant presque partout vers f, et telle qu’il existe une
fonction g intégrable vérifiant pour tout n, |fn| < g alors la suite ([ f, du)
converge vers [ f du.

Démonstration. Les f, sont intégrables car dominées par g. Par suite, les
fonctions g + f,, et g — f,, sont intégrables et positives : on peut leur appliquer
le lemme de Fatou, ce qui donne

/ lim (g+ fu)dp< Lm [(g+ fa) du

n—+o0 n—+00
et
/ im (g—fu)dp< lim [(g— fu) dp
n—+o0 n—+00
soit

/gdu+/fdu§/gdu+ lim /fnd,u
n—+o0o

3. Mathématicien francais (1878-1929). Avec sa theése, Séries trigonométriques et séries
de Taylor, c’est un des premiers utilisateurs de la théorie de 'intégration de Lebesgue.
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et

/gdu—/fdug/gdu— lim fn dp.

n—-+0o0o

Comme | [ ¢ du| < 400, on peut simplifier et on obtient

[rans tm [ foda

n—+o0
et
[ fodu < [ £ dp
n—+o00
ce qui montre le résultat voulu. O

4.2 Intégration sur un ensemble

Pour tout ensemble mesurable A et toute fonction intégrable (ou positive)

f, on note
[ £du= [ r1adn

Théoréeme 4.2.1. Si f est intégrable et si (Ay)n>1 est une partition dénom-
brable de €2, alors

/fdu=§Akfdu-

n
Démonstration. On pose f, = f x1 = fx( > 14,) et on applique
k=1

le théoreme de convergence dominée. O

4.3 Quelques cas particuliers importants

4.3.1 Intégration par rapport a une masse de Dirac

Théoréme 4.3.1. Soit (2, F) un espace mesurable. On suppose que le single-
ton {x} est dans F. Alors, pour toute fonction f mesurable, on a

| £ 5. = f@)
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Démonstration. Par linéarité, comme f = f+ — f—, il suffit de traiter le cas
ou f est positive. Soit (£2;);e; une partition mesurable finie. Posons p = 0.
Pour tout 7 € I, on a

1(€2) 1£f [ < () f(z).

En effet, si x € Q;, les deux membres de 1’égalité sont nuls. Sinon l'inégalité
inf f < f(x) est une conséquence de x € ;. En faisant la somme sur ¢ € I,

K3

on obtient

> (<) inf f < (D u()) f(z) = f(a),

i€l iel
d’oll en passant au supremum sur toutes les partitions [ f du < f(z). Cepen-
dant, si on prend I = {1,2}, Q1 = {z} et Q2 = {z}¢, on a

el g

d’ou I’égalité voulue. O

4.3.2 Intégration par rapport a la mesure de comptage

Théoréme 4.3.2. Soit Q) un ensemble dénombrable. On note C la mesure
de comptage sur (2, P(2)). Toute fonction définie sur 2 est mesurable. Pour
toute fonction f positive, on a

/Q fw) dCw) = X f(k),

keQ

ot cette somme peut valoir +00. Dans le cas général, f est intégrable si et

seulement si >, |f(k)| < +oo et dans ce cas, on a encore [’égalité ci-dessus.
keQ

Démonstration. Soient f positive et (£2;);c; une partition de . On a

c@)inf = 5 (100 inf 1)

keQ

< 3 (Lo(k)f(K)).

keQ

D’ou en sommant sur I

DO it <3 5 (k).

el
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Cependant, par le théoreme de Fubini, on a
o> (Lo,(k)f(k > g, ( = > f(k)
el R icl

d’oul en passant au supremum

/Q fw) dCw) < X f(k).

keQ

Réciproquement soit F' une partie finie de 2. On considére la partition de
cardinal |F'| 4+ 1, formée des |F| singletons de F' et de F : elle donne lieu a

une somme
Z f(k)+ mf f> Z f(k

keF keF
On en déduit
/ fw) dOw) > 3 f(k
keF

En prenant la borne supérieure sur toutes les parties finies de €2, on obtient

[ f@) dc@ = Y fe)

ke

d’ou I’égalité voulue. Dans le cas ou f est de signe quelconque, la formule
précédente appliquée a |f| donne

[ 15@) dow) = 15k

keQ

Dans le cas ou la derniére somme est finie, en appliquant cette fois la formule

aftetf,ona
/f+ dCw) =Y [+ k)

keQ
et

L@ dcw =¥ 1w

ke

Ces deux quantités sont finies car f* < |f| et f~ < |f| : en faisant la différence,
on obtient alors par linéarité

| 1) dow) = 3 1t

ke
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4.3.3 Fonctions simples (ou fonctions étagées)

Définition. On appelle fonction simple, ou fonction étagée, toute combinaison
linéaire d’indicatrices d’ensembles mesurables.

On peut dire aussi qu’'une fonction simple est une fonction mesurable qui
ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

Lemme 4.3.3. Toute fonction mesurable positive f (éventuellement infinie)
peut s’écrire comme limite simple d’une suite croissante de fonctions simples

(fn)-

Démonstration. Une idée naturelle est de chercher f, sous la forme f, = ¢nof,
ou ¢, est une suite croissante de fonctions qui convergent ponctuellement vers
I'identité, chaque fonction f, ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. On
définit sur [0, +oo] une fonction ¢, par

bn(x) =272 2|1 n)(2) pour z < 400 et ¢p(+00) = n.

La prise de la partie entiére d’'un multiple, suivie d’une division, est clas-
sique dans ’approximation par des rationnels. Plus originale, 'intervention
des 2" est, on le verra, destinée & assurer la monotonie. Evidemment la suite
(¢n(00))n>1 tend en croissant vers +oo. Soit x > 0. Il est immédiat que
Ljo,n41)(7) > Ljgp)(z). Posons y = 2"r. On a y > [y], donc 2y > 2[y].
Comme 2|y]| est entier, on a aussi |2y] > 2|y], ce qui nous donne finalement
Ont1(x) > Op(z). D’autre part pour n > x, on a x — 27" < ¢, () < x, donc
on(x) tend vers z. Il suffit alors de poser f,,(z) = ¢n(f(2)). O

Remarque. On peut montrer que la convergence précédente est uniforme.

4.3.4 Intégration par rapport a une somme de deux mesures

Théoréme 4.3.4. Soient (2, F) un espace mesurable, u et v deur mesures
sur (Q,F). Soit f une fonction (Q, F)-(R, B(R)) mesurable positive. On a

/Qfd(/,t+lx):/gfdu+/ﬂfdu. (4.2)

Dans le cas ot f est de signe quelconque, si [, |f| du et [ |f| dv sont finies,
alors f est intégrable par rapport a p+ v et on a encore (F3).

Démonstration. Dans le cas ou f est l'indicatrice d’'un élément de F, 'iden-
tité (22) découle de la définition de la mesure somme de deux mesures et
de la valeur de l'intégrale d’une indicatrice. Par linéarité, la formule (E22) est
encore vraie si f est une combinaison linéaire d’indicatrices d’éléments de F,
autrement dit une fonction simple. En utilisant le lemme BZ33 et le théoreéme
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de convergence monotone, il s’ensuit que l'identité (E=2) est vraie pour toute
fonction mesurable positive. Comme précédemment, le cas général s’en déduit
en séparant partie positive et partie négative. O

4.4 Lien avec l’intégrale de Riemann

On aici (Q,F,u) = (R, B(R), \).

Théoréme 4.4.1. Soit f une fonction continue par morceauz sur un intervalle
compact [a,b]. Alors

b
@ @) = | a

Ainsi, on a identité entre les intégrales de Lebesque (d gauche) et Riemann (d
droite) pour les fonctions continues par morceauz sur un intervalle compact.

Démonstration. Gréace a la relation de Chasles et la linéarité de I'intégrale de
Lebesgue, on peut se ramener au cas ou f est continue sur [a, b]. Posons

b—atn(a:—a)o.

n b—a

fule) = f (a+

Comme f est continue sur [a, b], elle y est bornée en module par une constante
M. Comme f est continue sur [a,b], f,(x) converge vers f(x) pour tout x €
[a,b]. Comme |f,| < M1,3), le théoréeme de convergence dominée assure que
Jiap) fn(z) dA(z) converge vers [, ; f(z) dA(z). Cependant

n—1
(@) d\(z) = 2=° 3 fla+ k=2

[avb] n k’=0

).

On reconnait une somme de Riemann qui converge vers [, ;; f(z) dx. Finale-
ment, [, ;; f(x) d\(z) = [} f(t) dt. O

Théoréme 4.4.2. Soit f une fonction positive continue par morceautr sur
un intervalle semi-ouvert [a,b[ (b peut valoir +00). Alors lintégrale impropre
f;f(t) dt est convergente si et seulement si [i, , f(x) dA\(z) < 400. Dans ce
cas

[f(x) d\(z) = /abf(t) dt.

Démonstration. Soit (by,) une suite de réels de [a, b[ tendant vers b. La suite
(f Jl[a,bn]) converge en croissant vers f1(, y;, donc d’apres le théoréme de conver-
gence monotone, [, f(z) dA(z) < +oo est la limite de [, 1 f(z) dA(z). Par
définition d’une intégrale impropre, [ f f(t) dt est la limite de [ f" f(t) dt, si
elle est finie. Comme [, 1 f(z) dA(z) = ff" f(t) dt, le résultat s’ensuit. [

[a7b
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Théoréme 4.4.3. Soit f une fonction continue par morceaux sur un inter-
valle semi-ouvert [a,b] (b peut valoir +00). Alors f est intégrable sur [a,b]
par rapport & la mesure de Lebesgue si et seulement si l’intégrale impropre
f: |f(t)| dt est convergente. Dans ce cas

[, @ axe = [ " 1) at.

Démonstration. Dire que f est intégrable sur [a,b] par rapport a la mesure
de Lebesgue revient a dire que [, ,|f(z)| dA(z) < +oc. Le premier point
découle donc du théoreme précédent. Soit (b,) une suite de réels de [a,b]
tendant vers b. La suite (f1,,)) converge vers fl, (et |fli,,| < |f], donc
d’apres le théoreme de convergence dominée f[&b[ f(x) d\(x) est la limite de
Jiap) [ (@) dA(x), c’est-a-dire la limite de ff” f(z) dx, qui est fff(x) dx, par
définition d’une intégrale impropre. O

Remarque. Il est important de remarquer que la convergence de 'intégrale
impropre f; f(x) dz n’entraine PAS lintégrabilité de f.

Si% est une inté-
n’est pas intégrable

Ainsi, on verra en exercice que l'intégrale de 0 & 400 de
grale de Riemann impropre convergente. Cependant, SB.<
sur R4 pour la mesure de Lebesgue.

A titre culturel, on peut noter le résultat suivant dit & Lebesgue :

Théoréme 4.4.4. Soit f une fonction mesurable et bornée sur un intervalle
[a,b]. Alors f est Riemann-intégrable sur [a,b] si et seulement si l’'ensemble
des points de discontinuité de f est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. On va se contenter de démontrer que si I’ensemble des points
de discontinuité de f est de mesure de Lebesgue nulle, alors f est Riemann-
intégrable sur [a, b], c’est-a-dire que si on a

et que la suite e, = nax (@' — aj' ) est de limite nulle, alors la suite
<i<n
n
Sp = > (ag — ag—1)f(xk) converge toujours vers une méme limite de dé-
k=1

pendant pas des subdivisions choisies. On procede comme dans la preuve
du théoréme B : soit M une constante bornant f sur [a,b]. Si 'on pose

n
fn = kz f (:U,L”)]l]an Larh alors f, converge vers f en les points de continuité
=1 1—17"

de f, donc presque partout. Comme |f,| < M, le théoréeme de convergence
dominée s’applique et S, = f[a’b] fn dX converge vers f[a,b} fd. O
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Ce résultat illustre bien la supériorité de 'intégrale de Lebesgue sur I'inté-
grale de Riemann. Pour vous en convaincre, essayez donc de montrer, a 'aide
de la seule définition de la Riemann-intégrabilité, la convergence des sommes
de Riemann associées a la fonction 2 — {1} sur ]0,1]. (La valeur de I'intégrale
sera calculée en exercice.)

Terminons par quelques remarques élémentaires : I'intérét de 'intégrale de
Riemann, c’est qu’on a appris (dans certains cas) a la calculer! Plus précisé-
ment, le théoréme fondamental de I'analyse nous enseigne que si F' est une
primitive de f sur [a,b] (c’est-a-dire si F' = f), alors

En particulier, si ¢ est une fonction monotone strictement croissante, la dérivée
de Fog est ¢'.(f o), ce qui nous dit que F o ¢ est une primitive de ¢'.(f o ¢),
et donc

[ #1000 e = Flo) - Flote) = [ flo) ds

C’est la formule dite “de changement de variable”.

4.5 Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

Définition. Soient (€2, F, ;) un espace mesuré et f une fonction de Q dans
C. On dit que f est mesurable sur (€2, F, i) si ses parties réelle et imaginaire
le sont. On dit que f est intégrable sur (2, F, ) si ses parties réelles le sont.
Ainsi si f s’écrit f = f1 +ifs ou f1 et fo sont des fonctions & valeurs réelles
mesurables, on peut définir [, f du par

o= (L))

Il n’est alors pas tres difficile de voir que les fonctions intégrables sur
(Q, F, u) a valeurs dans C forment un C-espace vectoriel et que l'intégrale ainsi
définie est C-linéaire. Quelles que soient les fonctions complexes intégrables sur
(Q, F, u) et quels que soient «, 8 € C, on a

/Q(Oéf+59) dﬂza/Qfdu—l—B/di,u.

Sil'on sait que f est mesurable (c’est-a-dire que la partie réelle f; et la partie
imaginaire fo de f le sont), alors comme
[fil + [ f2]

—a < |fI < [fal + | fal,
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f sera intégrable si et seulement si | f| Pest.
Enfin, il sera souvent utile de connaitre le résultat suivant : si a et b sont
des nombres réels avec a < b et z un nombre complexe non nul, on a

ebz — 0%

T gN(z) = ———
/We (2) =

Dans la suite, la plupart des théorémes seront énoncés pour des fonctions
a valeurs réelles, mais dans le cas de fonctions & valeurs complexes, on pourra
souvent démontrer un résultat analogue en considérant séparément les parties
réelle et imaginaire.

Par exemple, on peut énoncer :

Théoréme 4.5.1 (Convergence dominée pour des fonctions complexes). Si
(fn)n>1 est une suite de fonctions mesurables complexes convergeant presque
partout vers f, et telle qu’il existe une fonction g intégrable vérifiant, pour
tout n, |fn| < g alors la suite ([ fn du),~, converge vers [ f dpu.

Démonstration. Comme |Re f,| < |fn| < g, on peut appliquer le théoréme de
convergence dominée a (Re fp,)p>1. Idem pour (Im fy,)p>1. O

4.6 Identifier des mesures par leurs intégrales
Les intégrales caractérisent des mesures.

Théoréme 4.6.1. Soit u et v deuz mesures sur (R% B(R?)) qui donnent cha-
cune une masse finie auxr compacts de R?. On suppose que pour toute fonction
continue a support compact f, on a [pa f dp = [ga f dv. Alors p=v.

Démonstration. Les compacts de R? forment un m-systéme qui engendre la
tribu borélienne de R? (par exemple car les pavés ouverts s’écrivent comme
réunion dénombrable de pavés compacts), donc il suffit de montrer que pu
et v coincident sur les compacts. Soit f, la fonction de Ry dans Ry dé-
finie par f,(x) = (1 — nx)*. f est continue, vaut 1 en 0 et est nulle sur
[1/n,+ool. Soit K un compact de RY, et posons g,(r) = fn(d(z, K)), ou
d(z,K) = infd(z,y); y € K. g, est continue, comme composition d’appli-
cation continues, et converge simplement vers l'indicatrice de K. Comme
lgn| < 1, +B(O01) qui est intégrable par rapport a u et v, le théoréeme de conver-
gence dominée dit que [pa gn dp converge vers [pa 1x dp = p(K) et [pa gn dv
vers [pa 1 dv = v(K). Vu l'hypothese faite, [pa gn dit = [ga gn dv pour tout
n, donc p(K) = v(K). Comme p et v coincident sur les compacts, on a donc
bien u = v. O
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4.7 Applications aux intégrales a parametre

4.7.1 Continuité d’une intégrale dépendant d’un parametre

Théoréme 4.7.1. Soit (2, F, u) un espace mesuré. Soit f(x,t) une fonction
(a valeurs réelles) de deuz variables définie sur Q x T, ou T est un espace mé-
triqgue. On suppose que pour tout t € T, la fonction x — f(x,t) est mesurable
par rapport a F. On suppose qu’il existe une fonction g intégrable par rapport
a w telle que pour tout t € T :

|f(z,t)] < g(x) o — p.p.

On suppose enfin que, pour p-presque tout x, t — f(x,t) est continue.
Alors

F(t) = [ f@.t) duta)
définit une fonction continue sur T'.

Démonstration. Que F soit bien définie découle de I'inégalité |f(z,t)| < g(x)
et de l'intégrabilité de g. Soit ¢t € T. Comme T est un espace métrique, la
continuité est caractérisée par le comportement des suites : pour montrer que
F' est continue en t € T, il suffit de montrer que pour toute suite (t,)n>1
d’éléments de T' convergeant vers ¢, F'(t,) tend vers F'(t). Pour cela, il suffit
d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (f,) définie par
fn(x) = f(x,t,) : pour u-presque tout x, f,(x) converge vers f(x,t) grace a
la continuité de t — f(x,t) et on a la domination |f,| < g. O

4.7.2 Dérivabilité d’une intégrale dépendant d’un parametre

Théoréme 4.7.2. Soit (2, F, u) un espace mesuré. Soit f(x,t) une fonction
de deuz variables définie sur Q x T, ou T est un intervalle de R. On suppose
que pour tout t € T, la fonction x — f(x,t) est mesurable par rapport d
F et intégrable par rapport a p. On suppose enfin que, pour p-presque tout x,
t — f(x,t) est dérivable par rapport a t, et qu’il existe une fonction g intégrable
par rapport d p telle que pour toutt € T :

%{(xat)‘ <g(x) p—p.p

Alors
F(t) = [ f(a.1) du(a)

définit une fonction dérivable sur T, avec

0= [ D) duta),
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Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour toute suite (t,,) de points de T’
tendant vers t,

Flt) = F(t) _ [ 0f
—e = [ S dula).

lim
n—+00 t, —t

Posons f,(z) = W
La suite de fonctions mesurables (fn)n>1 converge pu-presque partout vers
g{ (x,t), ce qui assure la mesurabilité de = +— %(x,t). De plus, d’apres
I'inégalité des accroissements finis, on a |f,(z)| < g(x) p—presque partout.
Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée, [, f,, du(z) converge vers
Ja %(m,t) dp(z). Cependant [, fr du(x) = w, ce qui donne donc le
résultat voulu. O

Remarque (importante). Lorsque 'on veut démontrer la continuité (ou la
dérivabilité) de F'(t) définie comme précédemment sur un intervalle 7' non
compact, il est rare que 'on trouve une fonction majorante g qui convienne
pour TOUTES les valeurs de T'. Cependant, comme la continuité (ou la déri-
vabilité) est une propriété locale, il suffit de montrer que pour tout ¢ € T, il
existe un voisinage V de t tel que l'on ait une majoration uniforme pour les
teV.

4.7.3 Exercice : la fonction Gamma

On note I' la fonction définie sur ]0, +o00[ par la relation

+oo
I(z) = / e 't*1 at.
0

Pour n entier naturel non nul, on pose
n

1. Vérifier que I" est bien définie.

w\»—n
I\D\H
3

2. Démontrer que la fonction I' est dérivable sur |0, +-o00[, avec
+o0o
Ve >0 T'(z)= / e 't* Llogt dt.
0

3. Montrer que la suite (uy, ),>1 définie par u, = H,—logn admet une limite
lorsque n tend vers l'infini. On notera - cette limite, appelée constante
d’Euler.

11-(1—v)" dv.

4. Montrer que pour tout entier n > 1, H,, = [, -
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5. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1,

H 1
nj—ﬁ = —/0 (1 —v)"logv dv.

6. Etablir que pour tout ¢t >0, 1 —t < e~ .
7. On pose I, = [5'(1 — L)"logt dt. Montrer que

n—-+o00

+oo
lim I, :/ e tlogt dt.
0

8. Montrer que v = —I"(1).
Indication : on pourra montrer que I,, = 5 (logn — Hp11).

Solution
1. La fonction ¢t ~ e %*~! est continue sur ]0,+oo[, donc localement
intégrable sur ]0,+oo[. Reste a étudier l'intégrabilité en 0 et en l'in-
fini. En 0, e %*~ 1 ~ t*1 et comme z — 1 > —1 et que t* ! est de
signe constant au voisinage de 0, I'intégrabilité en 0 découle du critere
d’équivalence avec une intégrale “de type Riemann” classique. En I'infini,
e~ 't*~1 = o(e"¥/?), ce qui donne la convergence en l'infini.

2. Soient a,b réels avec 0 < a < b < +00. Pour tout t > 0, on a

9 —tyr—1 —tyx—1
%(e t )—e #*=Llogt.
Comme pour tout ¢t > 0 et tout x €ja, b, on a

e "t" Mogt] = (—logt)e "t" ! Ly q((t) + e " ogt L 4ool(t)
< (—logt)e "t 1o 1(t) + e P logt Ay 4 oo((1),

on pourra appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale des
qu’il sera acquis que

t e (—logt)e "t 1y 1(t) + e " logt Iy 4 oo((t)

est intégrable sur |0, +o0].

— Cette fonction est continue, donc localement intégrable.

— EnO,onalogt= o(t_a/2) et et ~ 1, d’ou la relation de comparaison
(—logt)e~tto=1 = o(t*/2~1), ce qui donne l'intégrabilité en 0.

— En +o0, comme logt = o(t), on a e ' llogt = o(e~'t’), mais
tb = o(e/?), donc finalement e *t"~1logt = o(e */?), ce qui donne
Pintégrabilité en I'infini.
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Ainsi, la fonction I' est dérivable sur a, b[, avec
+oo
Ve €la,b] T'(z) = / e~ Vo L dA(1).
0

Comme la dérivabilité est une propriété locale et que tout point de
10, 4+00[ admet un voisinage de la forme |a,b], avec a,b réels vérifiant
0 <a<b< 400, le résultat s’ensuit.

3. On a le comportement suivant
[up —un—1| = |(Hn — Hp—1) — (logn —log(n — 1))
1 1 1 1 1
~ +log(1—1 ———t0(=)=0(=).
n+ 0g( /m) n n+ (n2>’ (n2>

Ainsi la série de terme général u,, — u,_1 converge, mais on a la relation
n
télescopique Y (up —uUp—1) = up —u1, donc la suite (uy)n>1 converge.

4. Pour tout v €]0, 1], on a en posant u =1 —v

11 (1 =) 11—y 1 n—1
/(”)dv _ / u du:/<zuk> du
0 v o 1—u 0 k=0

n—1 1 & n—1 1
kX::O o k;g k41 "

5. On fait une intégration par parties : pour tout € > 0, on a

1
/ (1 —v)"logv dv
15

_ [1_(1_v)n+1 1Ogv]1_ 1 11_(1_,0)n+1 "
n+1 N +1 ./ v
_ L= (1=t oge 1 11— (1 —o)ntt "
n+1 n+1J; )
—(1—¢)nt1

Cependant, on a I’équivalent en 0 : — 1 loge ~ —¢cloge, d’out en

faisant tendre ¢ vers O :

1 1 11_(1_U)n+1 }I_~_1
1—v)"logv dv = — / do = ——"
/0( v)*logv dv n+1J; v ! n+1

n+1

grace a la question précédente.

6. La fonction t — f(t) =1 —e~! a comme dérivée e~ qui est majorée par
1 sur Ry. D’apres I'inégalité des acroissements finis, on a f(t) — f(0) < t,
d’ou I'inégalité voulue.
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7. Posons, pour t >0 et n > 1, fu(t) = (1 — £)"(logt) 1y, (t). Comme f,
est de signe constant et continue par morceaux, on a

/]07+Oo[fn<x> D)= [ e / fult) dt = I,

Pour n > t, on a fu(t) = (1 — £)"logt.
Mais (1 — £)™ = exp(log(l — £)") = exp(nlog(l — t/n)) : lorsque n
tend vers l'infini log(1 — t/n) ~ —t/n, d’ou nlog(l — t/n) ~ —t. Ainsi,

lim nlog(l—t/n)=—t, dou lim (1—t¢/n)" = e’ Finalement,

n—-+oo n—~+00
pour tout t >0, lim f,(t) = e tlogt.
n—-+00
On a pour ¢t compris entre 0 et n

t n
’(1 - ) logt‘ < (/™" logt| = |log tle™,

n

d’ott |fn(t)| < |logtle™. La derniére inégalité est encore vérifiée pour
t > n : les termes sont tous nuls. Ainsi, on a sur ]0,+oo[ I'inégalité
|fn(t)] < |logtle™t. Comme, on I’a vu au 2, cette fonction est intégrable,
on peut alors appliquer le théoreme de convergence dominée et on a

+oo
lim I, :/ e tlogt dt.
0

n—-+o0o

8. Un simple changement de variable affine donne
n 1 1
/0 fa(t) dt = n/o fulny) dy = n/o (1 —y)"log(ny) dy.

1 1
= nlogn/ (I—y)" dy+n/ (1 —y)"logy dy.
0 0
nlogn_an+1
n+1 n+1’

soit In = ;i (logn — Hpy1) = 7 (logn — Hy — n%rl)

Comme lim (H, —logn) =, cela nous donne lim [, = —. Or,
n——+oo n—-+00

d’apres la question précédente, lim I, = 0+°° e tlogt dt, qui d’apres

n—-+00
la question 2, est égale & I(1). On obtient donc I'identité v = —I"(1).
4.7.4 Holomorphie d’une intégrale dépendant d’un parameétre

Cette sous-section peut étre omise sans dommage par un lecteur non-
familier de Uanalyse compleze.
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Théoréme 4.7.3. Soient (2, F, ) un espace mesuré et O un ouvert de C.
Soit f(x,z) une fonction de deux variables définie sur Q@ x O. On suppose que
pour tout z € O, la fonction x — f(x,z) est mesurable par rapport a F. On
suppose que pour tout compact K inclus dans O, il existe une fonction gx
intégrable par rapport a p telle que pour tout z € K.

|f(z,2)] < gr(x) p—p.p.

On suppose enfin que, pour p-presque tout x, z — f(x, z) est holomorphe.
Alors F(z) = [, f(x,2) du(x) définit une fonction holomorphe sur O avec
>1 FW(2) = / of
Vn > (2) 5an

Q

e (2,2) dp(a).

Remarquons que le controle repose sur f(z,z), et non pas sur sa dérivée.
Si 'on laisse de coté 'argument standard de localisation, la preuve ressemble
beaucoup a la preuve du théoréme précédent, mais il y a un petit miracle lié
a I’holomorphie : grace aux inégalités de Cauchy, majorer localement f(x,z)
permet de majorer localement 8f sz, 2).

Démonstration. Commencons par un argument d’analyse complexe. Montrons
que pour tout n > 1 et pour tout compact K inclus dans O, il existe une
fonction g,k intégrable par rapport a p telle que

Vze K < gnx(x) p—Dp.p.

‘azn(% Z)

Vu ce résultat, il suffira alors de montrer la formule pour n = 1, le résultat
général venant aisément par récurrence.

Soit K un compact, n > 1. Un raisonnement classique de compacité donne
lexistence d'un r > 0 tel que K + B(0,7) C O (ot B(0,r) est la boule fermée
centrée en 'origine de rayon 7). Notons que K + B(0,7) C O est également
un compact. Pour tout z dans K, on a, pour p-presque tout x, 'identité

o 1 flx,2)) ., 1 2m O\ —ind
pyes (x,2) = = /C(Z’r) g dz' = /0 flx,z+re")e de.

um 2mrn

Ainsi |%f(x, 2)| < %ngK+B(0,r) (x), ce qui donne le résultat voulu en prenant
comme fonction majorante g, x = 9K 1 B0

Passons maintenant a la preuve de 'identité et de la formule pour n = 1.
Soit zp € O. Prenons r tel que la boule fermée de centre zy et de rayon r soit
incluse dans O. On prend K = B(zg, 7).
Posons Fy.(r) = f(x, 20 + re'). On a, pour p-presque tout z, I'égalité (vec-
torielle)

FH,x( ng / Fex U,
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soit ,
f(:z"a z0 + 7“619) B f(:E? 20
retf

) 1 /T 9 i0
=— | —f(z,20+ du.
o A (x, 20 +ue”) du
Ainsi pour tout z tel que |z — 29| < r, on a

f(z,2) = f(z, 20)

zZ — 20

< 91,B(z0,r) (%) 1t — P-P-

0
< su il
— p ‘8Zf($72)

2€B(z0,7)

On conclut alors comme précédemment avec le théoreme de convergence do-
minée et une suite (z,) quelconque de limite zy (& partir d'un certain rang,
elle prend ses valeurs dans K). On peut remarquer que la fin de la preuve
est presque identique a la preuve du théoreme de dérivation sous le signe in-
tégrale, a la différence prés qu’on a redémontré “a la main” l'inégalité des
accroissements dans le cadre du R-espace vectoriel C. O

e—x

Exercice 1. Posons ¢(z) = [p, £— dA(z) et montrons que ¢ est holomorphe
sur C\R... Soit K un compact de C\Ry : la fonction z — d(z,R,) est continue
sur K, donc y atteint son minimum, noté €. Comme K ne rencontre pas R,

on a ex > 0. On peut donc appliquer le théoréme avec gg(z) = &

o Il s’agit

en fait de la transformée de Stieljés de la fonction e™*.

4.8 Mesures a densité

4.8.1 Définition et premieres propriétés
Soit (2, F, i) un espace mesuré. Soit f une fonction positive mesurable

de (2, F) dans (R, B(R)). On peut définir une application v de (2, F) dans
[0, +00] par

V(A) = /A £ dp.

Il n’est pas difficile de démontrer que v est une mesure sur ({2, F) (exercice
laissé au lecteur).

Définition. On dit que v est une mesure qui admet une densité par rapport
a et que cette densité est f.

En réalité, il y a ici un abus de langage : en effet, une méme mesure ne
peut-elle admettre plusieurs densités par rapport a pu?

Proposition 4.8.1. Soient f et g deux fonctions
mesurables étant toutes deux des densités de v par rapport a . Alors f =g
u-presque partout.
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Démonstration. Posons A4 = {w: f(w) > g(w)}.
Ona0=v(l)—v(i)= [ fdu—[4, gdu= [y (f—9) dpu.
De méme si 'on pose A = {w : f(w) < g(w)}, on a encore la relation

O0=v(A )—v(A )= [ fdu— [, gdpn = [, (f —g) du. Cependant
l\f—gl=(f—9)1a, — (f —g)1la_, donc

/If—gldu = /(f—g)ﬂA+dM—/(f—g)11A_du
- /4+(f—9)du—[4(f—g)du=0—0=0-

O

Théoréme 4.8.2. On suppose que v est une mesure admettant f comme
densité par rapport a . Alors, pour toute fonction mesurable g

[1sl dv = [ 1glf d (43)

Si cette quantité est finie, on a alors

/g dv = /gf dpu. (4.4)

Démonstration. Si g =14 avec A € F, (E4) est immédiat. Par linéarité, (22)
est également vérifiée lorsque ¢ est une fonction simple positive. En utilisant
le lemme B=33 et le théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que ()
est vraie pour toute fonction mesurable positive, donc en particulier (B=3) est
vraie pour toute fonction mesurable g. Supposons maintenant que [ |g| dv =
[ lg|f dn < 400 : on peut alors écrire g = g7 — g~ avec [ gt dv < 400 et
[ g~ dv < +o0o. Comme g et g~ sont des fonctions mesurables positives, on
a [gtdv= [g"fduet [g- dv = [g f du. En faisant la différence, on
obtient donc [(¢7 —¢7) dv = [(g* — g7 )f du, soit (E2). O

4.8.2 Décomposition de Lebesgue

Définition. On dit que la mesure p est une mesure absolument continue par
rapport & A, ce qui est noté p < A, si pour tout borélien A € B(R), on a :
A(A) = 0 implique p(A) = 0. On dit que la mesure v est une mesure singuliere
par rapport & A, ce que l'on note v L A, s’il existe N € B(R) tel que A(INV) =0
et v(N¢) =0.
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Remarque. Un tel borélien N n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 4.8.3. Toute mesure o—finie p sur (R,B(R)) se décompose de
facon unique sous la forme pu = v + 1o, ot vy est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesque X\ et vy est singuliére par rapport d A.

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence d’une telle décomposition.
Considérons ’ensemble des négligeables pour la mesure A :

N = {4 € B(R): A(A) =0}

Posons a = sup{u(A4); A € N}. Si @ = 0, alors p = v1 et il n’y a rien &
démontrer. Supposons donc a > 0. Dans ce cas, il existe une suite croissante
(A,) d’éléments de N telle que p(A,) > o — L pour tout n € N*. Ainsi,
I'ensemble A = U,>14,, € N vérifie u(A) = a. Soit maintenant B C A° tel
que A\(B) = 0. On se demande 8’il est possible d’avoir p(B) > 0. On sait que
w(AUB) = p(A) +u(B) > aet AUB € N donc (AU B) < a. On voit donc
que nécessairement p(B) = 0. Posons maintenant v; = lyep et vo = lyp. La
mesure v; admet la densité 14c par rapport a u. On a

I/l(B) :/B]lAc dﬂ:/]lAc]lB dM:/]lACmB d,u:,u(AcﬂB).

Ainsi, si B est tel que A(B) =0, alors v1(B) = u(A°N B) = 0 et donc v < A.
On remarque de plus que A\(A°) = 0 et v2(A°) = (AN A°) = 0. Donc vy est
bien singuliére par rapport a .

Pour montrer 1'unicité de la décomposition, supposons que pu = v + v4,
avec 1/; < X et 4 L \. Choisissons donc des ensembles A, B € B(R) tels que
v9(A) = u(A€) = va(B) = p(B€) = 0. On a alors

(AN B) =vy(ANB) =11 (A°U B°) = v1(A°U B°) = 0.
Donc vy = lanp 1 = lunp p=lanp V) =vj et vo = u— vy = p— ] = vh.

O]

Remarque. En réalité, on peut dire un peu plus : la mesure vy apparaissant
dans la décomposition du théoréme admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue. Ce résultat constitue le théoréme de Radon-Nikodym. Ce résul-
tat, que nous ne démontrerons pas ici, peut étre établi a ’aide de techniques
hilbertiennes (voir par exemple Rudin [2]]).

4.9 Intégration par rapport a une mesure image :

le théoréme de transfert

Le théoreme qui suit est un résultat tres utile, dont la portée n’est malheu-
reusement pas toujours bien comprise. Dans un certain sens, on peut considérer
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que c’est ce théoreme qui légitime I'introduction du concept de mesure image,
puisqu’il exprime que des lors qu’on sait décrire la mesure image pr, on saura
calculer les intégrales de fonctions de la forme foT. C’est en probabilités que
son intérét est le plus évident ; sa maitrise est un objectif important d’un cours
de probabilités de ce niveau. En analyse, ce théoreme permet de calculer cer-
taines intégrales avec une redoutable efficacité, voir par exemple la preuve du
calcul du volume de la boule unité que nous proposons en fin de ce chapitre.

Théoréme 4.9.1. Soient (2, F, pu) un espace mesuré, T une application me-
surable de (0, F) dans (', F'). Soit f une application mesurable de (', F")
dans (R, B(R)). Alors f est intégrable par rapport a pr si et seulement si foT
est intégrable par rapport a p. Dans ce cas, on a

| #w) dur) = [ (o T)(a) du(a). ws)

Démonstration. Prenons d’abord le cas ou f est l'indicatrice d’un ensemble
Ae F'iona [o fdur = [o1adur = pr(A) = u(T1(A)). D’autre part 140
T = 1p-1(ay, donc [o f o T dp = [o Lp-1(a) du = p(T71(A)). Légalité (23)
est donc vérifiée dans le cas ou f est 'indicatrice d'un ensemble A € F'. Par
linéarité, elle est donc vérifiée pour toute fonction étagée mesurable.

Soit maintenant f une application mesurable positive de (€, F’) dans
(R, B(R)). Il existe une suite croissante d’applications étagées (f,) conver-
geant ponctuellement vers f. Pour tout n, on a

| 5w} dnr) = | (FuoT)(a) dula).
Qf Q

En appliquant le théoreme de convergence monotone, on obtient a la limite
Jor fy) dur(y) = Jo(foT)(z) du(x). En particulier, pour toute application f
mesurable de (€', F') dans (R, B(R)), on a [o |f| dur = [o|f| o T dp, ce qui
montre bien que f est intégrable par rapport a pp si et seulement si foT est
intégrable par rapport & p. Dans ce cas, fT et f~ sont intégrables, positives,
et en soustrayant I'identité [, f~(y) dur(y) = [ [~ oT () dp(x) de I'identité
Jor FH () dpr(y) = Jo f o T(z) du(z), on obtient le résultat voulu. O

4.10 Mesure produit

L’introduction de la notion de mesure produit vise plusieurs buts :

— donner un sens mathématique & la notion intuitive d’aire dans R?, ou de
volume dans R3,

— permettre le calcul d’intégrales de plusieurs variables,

— introduire un cadre mathématique qui permettra, dans un contexte pro-
babiliste, de manier efficacement la notion d’indépendance.
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On suppose que (X, X, u) et (Y, ), v) sont des espaces mesurés. On rappelle
que X ® Y est la tribu engendrée par les ensembles de type X x Y, ou (X,Y)
décrit X x Y.

4.10.1 Construction de la mesure produit

Lemme 4.10.1. Pour tout Ac X ®Y, x€ X ety €Y, on note
Ar={yeY:(z,y) € A} et AV={re X:(z,y) € A}

Alors A, € Y et AY € X. De plus, si f est une fonction mesurable de

(X XY, X®)Y) vers (C,C), alors pour chaque x fizé, la fonction y — f(x,y) est
mesurable par rapport a la tribu Y, et de méme pour chaque y fixé la fonction
x — f(x,y) est mesurable par rapport d la tribu X.

Démonstration. On va commencer par montrer la deuxiéme assertion. Fixons
x € X et montrons que f! :y > f(z,y) est (Y,)) — (C,C) mesurable. Notons
7l Y — X xY quiay associe (z,y). 7l est (Y,)— (X x Y, X x)) mesurable
car chacune des composantes est mesurable. Maintenant, 'identité f! = foxl!
donne la mesurabilité voulue, par composition d’applications mesurables.
Revenons a la premieére proposition. La section verticale de niveau x :
Ay ={y €Y :(z,y) € A} peut s’écrire comme une image réciproque puisque
A = (fH~r({1}), avec fi(y) = 1a(x,y). Or Papplication de X x Y dans R
qui & (x,y) associe 14(x,y) est (X xY, X xY)— (R, B(R)) mesurable ; comme
d’aprés ce qui précede, flest (Y,Y)— (R, B(R)) mesurable, on a donc A, € Y.
On traite de la méme manicre AY et f; cx e fx,y). O

Remarque. On dit parfois que AY et A, sont des sections de ’ensemble A.

Théoréme 4.10.2. Soient (X, X, u) et (Y,)V,v) deux espaces mesurés dont
les mesures p et v sont o-finies. Alors, il existe une unique mesure m sur
(X XY, X®)Y) telle que pour tous X € X et Y € Y, on ait

m(X xY) = pu(X)v(Y).

On notera dans la suite p ® v cette mesure. De plus, pour tout E € X Y,
les fonctions x — v(E;) et y — u(EY) sont mesurables et l'on a

J B duta) = | () dvty) = (wev)(E)

Démonstration. Supposons d’abord que p et v sont finies. Soit F dans X ® Y ;
d’apres le lemme précédent la fonction z — v(E,) est bien définie. Notons T’
la famille des ensembles F € X ® ) tels que cette fonction soit mesurable de
X dans B(R). Il n’est pas difficile de voir que 7’ est un A-systéme (voir la
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derniere section du chapitre 3). Mais 7' contient tous les pavés (les éléments
de X x)). En effet, prenons E = AxB,avec Ac Xet B€ Y:ona E, ={y €
B(z,y) € Ax B}. Ainsi E;, = B si z € A et @ sinon, et donc v(E,) = v(B) si
x € A et 0 sinon. Ainsi, v(E,) = v(B)La(z), et © — v(B)1L4(x) est bien une
fonction mesurable de X dans B(R). 77 est donc un A-systéme contenant un
m-systéme qui engendre X ® ). Ainsi, d’apres le théoréme \-m, T/ est X @ )Y
tout entier. Finalement, pour tout £ dans X ® ), on peut définir

m(B) = [ (Es) du(a);

et de méme on pourrait définir

ma(E) = | u(B) dv(y).

Prenons & nouveau £ = A x B et E;, = {y € B(z,y) € A x B}. Ainsi
E, =B siz € Aet @ sinon, et donc v(E,) =v(B) si x € A et 0 sinon. Ainsi
mi(E) = [y 1av(B) dp = p(A)v(B). En procédant de la méme maniere, on
obtient mo(E) = [y 1pu(A) dv = pu(A)v(B). Donc my et my sont des mesures
finies qui coincident sur les pavés : elles sont donc égales.

Passons maintenant au cas ou p et v sont o-finies : on peut partitionner
X (et Y) en une famille dénombrable d’ensembles de mesure finie :
X = :rg; AjetY = +LCJ>O Bj. Notons m*/ la mesure associée comme précé-

J=1
demment aux mesures traces v|4, et pp;. En d’autres termes

m" (E) = /X Vi, (Ez) dpyp;(x) = /Ylu’|Bj (E¥) dv|a;(2).

Alors, il n’est pas difficile de voir que la mesure m s’écrit m = > > mh.
T
On a alors
m(AxB) = Y S m"((Ax B)n (4 x Bj))
T

— ; %jmi’j((AmA,-)x(BmBj))
— ; ;M(AmAi)u(BmBj)

= (S uana) (S uEnB)) = uaws),
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Remarque. Il n’est pas difficile de voir que si p, v sont des mesures o-finies,
a et b des réels, alors (ap) ® (bv) = (ab)(p ® v) (utiliser la partie unicité du
théoréeme).

Exercice 2. Soient (X, X, 1) un espace mesuré ou p est o-finie, f une appli-
cation mesurable de (X, X) dans (R, B(R)). On note T I'application de X x R
dans lui-méme qui a (z,y) associe (x,y + f(x)). Alors, T est une application
mesurable qui laisse invariante la mesure g ® .

En effet, T' est mesurable car ses composantes sont mesurables. Notons
m = u® A. Il suffit de montrer que pour tout A € X et tout borélien B de R,
I'ensemble E = A x B vérifie m(E) = m(T~1(E)). On a

m(E) = [ NE) du@) ot m(T'E) = [ M@ (B).) dula).

Comme on 'a déja vu, E, = B si x € A, tandis que E, = & si € A. Ainsi,
on a A(E;) = A(B) L4(x). Par ailleurs,

(T7HE)) ={y € Ri(z,y) e TTHE)} = {y € R; (z,y + f(2)) € B},
qui est donc égal & B — f(z) si x € A, zéro sinon. Ainsi,
M(T™HE)):) = A(B = f(x)) La(x).

Mais on sait que la mesure de Lebesgue est invariante par translation :
A(B = f(x)) = A(B). Il n’y a plus qu’a intégrer pour obtenir I’égalité voulue.

4.10.2 Théorémes de Fubini et Tonelli

La partie qui précede aura peut-étre semblé un peu fastidieuse au lecteur.
Mais maintenant le plus dur est fait, et nous allons voir comment, avec les
théoremes de Fubini et Tonelli, on peut concrétement calculer des intégrales
de fonctions de plusieurs variables. Tous les résultats suivant se montrent tou-
jours en trois étapes. On commence par les prouver pour une fonction indi-
catrice quelconque, puis pour une fonction simple quelconque et on conclut
par un argument d’approximation par des fonctions simples (énoncé dans le
lemme A-373).

Théoréme 4.10.3 (Tonelli). Soient (X, X, n) et (Y,Y,v) deuzr espaces mesu-
rés dont les mesures p et v sont o-finies et f € V(X xY, X ®Y). f est donc
une fonction positive.

Pour tout x € X, la fonction y — f(x,y) est mesurable de (Y,)) dans
(Ry, B(Ry)) et la fonction

v [ faw) dvy)
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est dans V4 (X, X).
De méme pour tout y € Y, la fonction x — f(x,y) est mesurable de (X, X)
dans (Ry,B(Ry)) et

v [ Sy) du)
est dans V4 (Y, )).

Enfin, on a les égalités

/Xxyf duev) = /)((/Yf(x,y) dy(y)) dp(z)

= /Y(/Xf(wvy) du(ﬂT)) dv(y).

Démonstration. La mesurabilité de y — f(z,y) est une conséquence immé-
diate du lemme BT

Supposons que f s’écrive comme l'indicatrice d’un ensemble A € X ® ) :
on a alors

| $ay) dvy) = v(d).
Y

D’apres la deuxieéme partie du Théoréme B0, Papplication z — [y f(z,y) dv(y)
est donc mesurable et I'on a

/X/Yf(x,y) dv(y) du(x):/XV(AI) du(x)=u®u(A):/

X x

fdu®uv.
Y

Le résultat s’étend aisément a la classe des fonctions simples par linéarité,
puis a f € V(X x Y, X ® )Y) en utilisant le lemme B=33 et le théoréeme de
convergence monotone. ]

Théoréme 4.10.4 (Fubini). Soient (X, X, u) et (Y,Y,v) deux espaces mesu-
rés dont les mesures p et v sont o-finies et f € V(X x Y, X ®Y). On suppose
que

/ 1f] d(u® v) < +o0.
XxY

Alors, il existe X' € X et Y' € Y aveec p(X\X') =v(Y\Y') =0 et

[ rawen = [ ([ 1wy aw) due

= [ ([ 1) dut@) dvto),

Démonstration. On va juste montrer la premiere égalité. D’apres le théoreme
de Tonelli,

/X(/Y|f(:v,y)| du(y)) d,u(x):/xxy|f| d(p® v) < +o0.
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Il s’ensuit que si 'on pose
X' ={o e X; | f(a9)] dvly) < +oo},
Y
ona u(X\X’) =0.
Par suite 4 @ V(X x Y\X' xY) = u(X\X)v(Y) = 0. (On rappelle que dans
R, 0.00=0.)

Ainsi, comme I'hypothese [y, |f|] d(ip ® v) < +o0o entraine I'existence de
Jxxy f d(p®v), on peut écrire

| rdwe)
= [, rdwey)
= [ (=) duey)
= [, e~ [ 5 duey)

:/(/f+acydu ) </f (,y) dv( )>du(x)
:/</f+xydy ) (/f (,y) ))dﬂ(l’)
= [ ([ f@w av)) duo).

Les théoremes de Tonelli et Fubini sont intimement liés : trés souvent, on
utilise d’abord le théoréme de Tonelli afin de pouvoir appliquer le théoreme
de Fubini.

O]

Exercice 3. Pour x > 0, on pose F(z) = [,/ w(f” dt. Montrer
que F' est intégrable sur |0, +oo[ et que

B (cost)(1 — cost)
/]O#Oo[ F(z) d\(z) = /}o,m[ - (1)

Posons f(z,t) = weﬂm. On a |f(z,t)] < 1=t d’ol pour
tout ¢ > 0,

1-— 1-—
/ (@, )] d\(@) < / 1008 mat ga(a) = =25t
10,400] j0400] T t

La fonction ¢ — % est intégrable sur ]0,+oo[ : en effet, elle est continue,

admet une limite 1/2 en 0 et est en O(1/t?) en I'infini. D’apres le théoréme
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de Tonelli, f (ou |f|) est intégrable sur ]0,+o00[x]0, +o00[. D’apres Tonelli,
T = flo 4oof [f(@,1)] dA(t) est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue
sur |0, +oo[. Comme F(z) < [io oof|f (2, 1) dA(2), F Test aussi. Comme f
est intégrable sur |0, +00[x]0, +00], le théoréme de Fubini nous dit que son
intégrale est égale a f} ( F'(z) dA(x) d'une part (intégration en ¢ puis en ),
et a

0,400

/]O,Jroo[ (/]07+Oo[f(:n,t) dA(x)) d\(t)

(cost)(1—cost) d)\(t)

d’autre part (intégration en x puis en t), soit f]O,JrOO[ 2

4.10.3 Associativité de la mesure produit

Soient (X, X, un), (Y, V,v),(Z, Z,v) trois espaces mesurés o-finis. Comme
précédemment, on note X ® Y ® Z la tribu engendrée par les ensembles de la
forme A x B x C, ou (A, B,C) décrit X x Y x Z.

On note ¢ lapplication de (X xY)xZ — X XY x Z : ((x,y), 2) — (x,y, 2)
et ¢ lapplication de X x (Y x Z) - X xY x Z : (z,(y,2)) — (x,y, z). Alors
la mesure image m de (1 ®v) ®~y par ¢ et la mesure image ms de p® (v @)
par 1 sont égales : on note simplement cette mesure u ® v ® ~.

Montrons que m1 et mo sont égales. On a :

mi(Ax BxC) = (u@v)@7(¢ (A x B xC))
= (rov)er((AxB)xC)
= p@v(AXBN©(C) = p(A)v(B)y(C)
et
me(Ax BxC) = p®wvey) (v H(Ax Bx(C))

= pevey)(Ax(BxQ0)
w(A)(v @9)(B x C) = u(A)v(B)y(C),

ce qui montre que les mesures coincident.

4.10.4 Convolution de mesures

Définition. Soient y et v deux mesures o-finies sur (R, B(RY)). On appelle
convolée de u et v et on note p * v la mesure image de p ® v par I'application
(z,y) =z +y.

Proposition 4.10.5. Si u, v sont des mesures o-finies, a et b des réels, alors

= (ap) = (bv) = (ab) (s + v).
- pux0=0x*xpu=0, ou0 désigne la mesure nulle.
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Démonstration. Soit f: (x,y) — x +y. On a

(ap) * ()(4) = ((aw) @ (00))(f ' (4))
ab(i® v) (/71 (A)) = ab(u * v)(A).

De plus, on a 1+ 0(A) = (p® 0)(f~1(A)) = 0, et de méme
0+ p(Ad) = (0@ p)(fH(4)) =0. O

4.11 Les théoremes généraux et la mesure de comp-
tage

Un certain nombre de théoremes généraux donnent des résultats tres pra-
tiques lorsqu’ils sont utilisés avec la mesure de comptage. On va juste en
énoncer deux, mais le lecteur aura intérét a relire chaque théoreme en se de-
mandant quel résultat on obtient lorsqu’on prend pour une (ou toutes les)
mesure(s) en jeu la mesure de comptage. Bien sir, il retrouvera parfois des
résultats connus.

Théoréme 4.11.1 (Série a parametre). Soit une famille de nombres réels
a(k,n) pour k > 1,n > 1 entiers. On suppose qu’il existe une suite de nombres
réels positifs (ci)k>1 avec les propriétés :

+o0
V(n,k) e N* x N* |a(k,n)| <cp, > e < +oo.

On suppose que pour tout k > 1, la limite suivante existe :

lim a(k,n) = a(k,o0).

n—-+oo
+oo +o0
Alors les deuz séries s, = Y. a(k,n) et s= >, a(k,o0) convergent abso-
k=1 k=1

lument et on a de plus lim s, = s, soit
n—-+o0o

+0o0 “+oo
nll)r_ir_loo kz::l a(k,n) = kz::l a(k,o0).

Démonstration. Ici, il s’agit d’appliquer le théoreme de convergence dominée
a la mesure de comptage. O

Démontrer le théoreme BT par des moyens élémentaires (avec des €) est
également un exercice tres instructif que nous vous conseillons vivement.
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Théoréme 4.11.2. Soient (2, F, ) un espace mesuré et (fn)n>1 une suite
de fonctions mesurables positives de (Q, F, ) dans (Ry, B(R4)). On pose

+o0o
f= > fn. Alors
n=1

“+o0o
[fai= 5 [ fudn
Q n=1 JQ
Les deux quantités peuvent valoir 4+o0.

Démonstration. On peut, au choix, appliquer le théoréme de Tonelli a la fonc-
tion f(n,x) = fn(z) que 'on en intégre sur N* x €2, ou encore appliquer le
théoreme de convergence monotone aux sommes partielles. O

Remarque. Série de fonctions

Voici une conséquence de ce théoréme. Si la série de terme général [, f, du
converge, alors f est intégrable. En particulier f(w) est fini pour u-presque
tout w. Nous en déduisons que, pour une suite (f,) de fonctions mesurables
de signe quelconque, si la série de terme général [, |fn| dp converge, alors la
série de terme général f,(w) converge (absolument) pour p-presque tout w.

4.12 La mesure de Lebesgue sur R?

Définition. On appelle mesure de Lebesgue sur R? la mesure A®?. On la note
parfois A%, parfois méme A lorsqu’il n’y a pas de confusion possible (mais ce
n’est pas une trés bonne idée quand on débute).

4.12.1 Transformations affines

Théoréme 4.12.1. Soit y € RY. La translation & — x + y laisse invariante
la mesure de Lebesque sur RY.

Démonstration. 11 suffit de vérifier I'invariance pour un pavé, ce qui est immé-

diat. =

L’invariance de la mesure de Lebesgue sur R? par les translations en fait
une mesure tres particuliere. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.12.2. Soit m une mesure sur R? invariante par les translations

et telle que m(B(0,1)) < 4o00. Alors m = %/\'

Démonstration. R% est réunion dénombrable de translatés de la boule unité,

donc m est o-finie, ce qui permet d’appliquer Tonelli. Si m(B(0,1)) = 0,
m(R%) = 0 et il n’y a rien & démontrer. Sinon, posons g = mﬂB(O,l)' Par
A(B(0.1))

construction, on a fRdg dm = 1. On pose o = fRd g(=x) d\(z) = m(B(0,1))"
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Soit f une fonction mesurable positive. On a, en appliquant plusieurs fois les
invariances de A\ et de m ainsi que le théoreme de Tonelli :

[rav = (Jro)(foum)
= [ o) </f(x) d)\(m)) dm(y)

Reste & trouver la valeur de a. En prenant f = 14, on obtient A(4) = am(A),
ce qui est le résultat voulu. ]

Revenons aux propriétés d’invariance de la mesure de Lebesgue.

Théoréme 4.12.3. Soit M € SLy(R) (c’est-a-dire que det M = 1). L’appli-
cation x — Mz laisse invariante la mesure de Lebesque sur RY.

Démonstration. Un théoreme d’algebre linéaire dit que tout élément de SL4(R)
peut s’écrire comme produit de matrices de transvections, c’est-a-dire de ma-
trices de la forme I, + ak);; avec @ # j, ou E;; est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls, sauf celui en (7, j) qui vaut 1. Ainsi, il suffit de montrer le
résultat pour une matrice de transvection. Mais c’est alors un cas particulier
de Pexercice 2 vu précédemment : on identifie R & R x Ri2-d} on prend

p=XA"1et f(z) = alz,ej)e;. O

Théoréme 4.12.4. Soit M € My(R). Pour tout borélien A, on a
M (MA) = |det M|N(A).

En particulier, pour tout ¢ € R, \(cA) = |c[?\4(A).
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Démonstration. Dans le cas o M = diag(\, 1,...,1), on vérifie facilement la
formule lorsque A est un pavé : on a deux mesures qui coincident sur un 7-
systéme qui engendre la tribu, elles sont donc égales. Passons au cas ou M est
inversible. On peut alors écrire M = diag(det M, 1,...,1)N, ou N € SLy(R).
Ainsi
M(MA) = X(diag(det M,1,...,1)NA) = |det M|A}(NA)
|det MINY(NTL(NA)) = |det M|XY(A).

Reste le cas ou M n’est pas inversible, dans ce cas det M = 0, donc il faut
montrer que A*(M A) = 0. Pour cela, il suffit de montrer que A\%(Im M) = 0.
Or Im M est un espace vectoriel de dimension —1, il existe donc une

application inversible qui envoie Im M dans R4~! x {0}. Comme R’~! x {0}
est de mesure nulle, Im M aussi. O

Corollaire 4.12.5. Si M est inversible, la mesure image de \% par
x> Mz +b est IdTlMl)‘d'

4.12.2 Exercice : la fonction Beta

Rappelons que la fonction Gamma I" : R%, — R est définie pour tout > 0
par [(z) = [;">¢*~le~tdt.

1. Montrer que quels que soient z,y > 0, on a
D@ = [ (GoT)(t,t2) dAe N)(tn,ta)
out G(t,s) = t" (s —t)V " te ™" Lygcycsy et T(t1,t2) = (t1, b1 + t2).
2. Montrer que

T(2)T(y) = /R2 G(t,s) d(A @ N)(s,1).

3. En déduire que

I'(z)T'(y)

I'(z+y)

ot la fonction Beta 8 : R} x R} — R est définie pour tous > 0,y > 0
par B(z,y) = [y 0*1(1 - 0)Y~* df.

Blz,y) =

Solution

1. D’apres le théoreme de Tonelli, on a

D@L = [ 87O 1g, (1) Lr, (t2) O @ N (b1, ).
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Il n’est pas difficile de vérifier que
7 e ) g (1) TR, (t2) = (G o T)(h, ta),

ce qui donne le résultat voulu.

. D’apreés le théoreéme de transfert pour les fonctions mesurables positives,

/ G o T(t1,ts) d(A@ N)(tr, t2) :/ Glt,s) du(s, 1),
R2 R2

ol p est la mesure image de A ® A par T. Or lapplication T est de
déterminant 1, donc laisse invariante la mesure A ® .
On adonc p=A® A, d’ou

I(x)l(y) = o G(t,s) d(A®@ N)(s,1).

. D’apreés le théoreme de Tonelli, on a

Glt,s) dr @ \)(s /(/Gts ) dA(t > d\(s).

RZ

A s fixé, calculons [ G(t,s) dA(t). Si s < 0, 'intégrale est évidemment
nulle. Sinon,

/Gt s) d\(t / t" (s — )y dt.
En posant t = s, on a facilement
/RG(t,s) dA(t) = e 5" TY~ 1/ 67 L1 — 0)v~ df = e 5"V B(x, y).
Finalement, on obtient le résultat voulu

()T(y) = /R e~ 5™ 18(2, ) dA(s) = B(z, y)T(x + ).

Corollaire 4.12.6. Soient M wune matrice inversible et b € R%. On pose

T(x)

= Max + b. Soit 1 une mesure positive sur R? admettant une densité

f1 par rapport & la mesure de Lebesque sur R%. Alors, la mesure image de ju
par T admet comme densité par rapport d la mesure de Lebesque sur R la
fonction fo définie par

1) = g T ).
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Démonstration. Soit g une fonction mesurable positive sur R, Notons uo la
mesure image de 1 par 1. D’apres le théoreme de transfert,

Looam = [ oom dm= [ (goT)fax

(goT)(fioT toT) d\?

|
o

Rd
(gx froT ™1 oT dr?

d

(g% froT™Y) drs

d
1
T—l d
I e T e

I
T

ce qui donne le résultat voulu. O

Les théorémes qui précedent correspondent a des transformations affines,
ou si 'on préfere, a des changements de variables affines. On va maintenant
voir le cas général.

4.12.3 Changement de variables C!

Théoréme 4.12.7. Soient U, U’ deux ouverts de R, ¢ un C*-difféomorphisme
de U dans U'. Soit f une application mesurable définie sur U'. Alors f est in-
tégrable sur U’ si et seulement si f o ¢(.) X | det D. ¢| est intégrable sur U et
dans ce cas

£) @) = [ F6(@) x |det Dy 6] d\(a).
U’ U

Remarque. La quantité det D, ¢ est appelée déterminant jacobien (ou plus
simplement Jacobien) de ¢ au point x.

Nous avons choisi d’admettre ce théoreme. Sa démonstration, difficile, est
basée sur le calcul différentiel et nous semble assez éloignée des techniques que
ce cours se propose d’enseigner. On pourra trouver une démonstration dans
les ouvrages cités en référence.

Application : calcul de ’intégrale de Gauss

On prend U =0, +00[x]0, 27[, U" = R2\(Ry x{0}) et f(z,y) = exp(—ZLL).
On fait le changement de variable polaire : ¢(r,0) = (r cos,r sin ). D’un coté,
on a

| f@w ddveN@y) = [ fay) dae Ny = 12
U’ R2
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avec I = [ exp(—‘”;) d\(x), ou la derniére égalité vient du théoréeme de To-
nelli. De 'autre, on a

cos@ —rsinf
|det Drp ¢ = sinf rcosf |
d’ou
7‘2 'r2 r2
/ e 2rdA®@A)(r,0) = / (2m)re” zre” 2 d\(r) = 2m.
10,+00[x]0,27] 10,+00[

2

PN , iz 7 —r2/2 s egs —
Pour la derniére égalité, on a remarqué que —e est une primitive de re” 2 .
On a donc I? = 27, soit

22
I= /Rexp(—?) d\(z) = V2.

Application : mesure image par un C'!-difféomorphisme

Corollaire 4.12.8. Soient O et Oy deuz ouverts de R*, d > 1. On suppose
que T est un C'-difféomorphisme de Oy dans Oo. Soit maintenant ju; une
mesure positive sur R? telle que pp (RT\O1) = 0 et admettant une densité fi
par rapport d la mesure de Lebesque sur R®. Alors, la mesure image de i
par T admet comme densité par rapport d la mesure de Lebesque sur R? la
fonction fo définie par

_ ) AT Ny))det DT, | siy € Oy
f2(y)_{03iy¢02 !

Démonstration. Soit g une fonction mesurable positive sur Os. Notons us la
mesure image de 1 par T. D’apres le théoréme de transfert,

/ gduy — /(goT)dm:/ (goT)f1 dA
02 Ol Ol
_ /(goT)f1]detDT(x)T’1|]detD$T| X
O1
- / (g% (froT™1) x |det DT~Y) o T | det D,T| dA
01

= / gx (fioT™') x|det DT oT dA
Oz

ce qui donne le résultat voulu. ]
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4.12.4 Intégration des fonctions radiales

Théoréme 4.12.9. Soit ||.|| une norme quelconque sur R™. On note V le
volume de la boule unité pour cette norme. Alors, pour toute fonction ¢ me-
surable de Ry dans R, Uapplication x — ¢(||z||) est intégrable par rapport d
A®™ i et seulement si Jr, nt" Yo (t)| dA(t) < +oo et alors

[ ellzl) ax*(@) = v [ o(me™ ax).
R" Ry

Démonstration. D’apres le théoreme de transfert, ¢ o ||.|| est intégrable si et
seulement si ¢ est intégrable par rapport a la mesure image de A*™ par ||.|,
et on aura alors

L elllal) ax*(@) = [ o(e) dm(o)

R” Ry

Il suffit donc de caractériser m. Soit ¢ > 0. En utilisant successivement la
définition d’une mesure image, I’homogénéité d’une norme, et la propriété
d’échelle de la mesure de Lebesgue sur R”, on a

m([0,a]) = A*"(B(0,a)) = A" (aB(0,1)) = a"X*"(B(0,1)) = Va".

Comme les intervalles [0, a] forment un 7-systéme qui engendre la tribu boré-
“+oo

lienne de R, avec Ry = ‘Uo [0, 7], le théoreme B2 nous dit que la connais-
i=

sance de m sur les intervalles ([0, a])qcr, permet de l'identifier. Or il est facile
de voir que

Va" = Vnt" b dA(t),
[0,a]

donc m est la mesure dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est
t = Vnt" 1y 4 oof(t). On en déduit que

o(t) dm(t) =V | o(t)nt" " dA(t),
R, Ry
ce qui est le résultat voulu. ]
Corollaire 4.12.10. Le volume de la boule unité euclidienne de R™ est

yo— 2
nl'(n/2)

Démonstration. On prend ¢(z) = exp(—w;). Le théoreme de Tonelli donne

2

/R ) exp(—”“;”?) ADE () = ( /R exp(—) dx(.@) — (2m)"/2.



90 CHAPITRE 4. INTEGRALES

D’autre part

ot an = [ exp(—upn(2u)? dw) = 20 ~nr( )
/R+exp—2n —/R+exp—unu u) = n .

En faisant le quotient et en appliquant le théoreme précédent, on obtient le
résultat voulu. O

Remarque. L’astuce est évidemment de trouver une fonction ¢ pour laquelle
on sait calculer les deux intégrales. Ce n’est tout de méme pas si fréquent. La
méthode permet également de calculer le volume de la boule unité de |.||,,

n
définie par ||z][) = > [zi[P, en prenant ¢(z) = exp(—zP) (exercice laissé au
=

2T (L41)m
lecteur ; on trouvera comme volume ﬁ)
P

4.13 Preuve des propriétés de base de ’intégrale

4.13.1 Premiers résultats

L’implication (f < ¢g) = [ f du < [g dup découle évidemment de la
définition, de méme que le fait que I'intégrale d’une fonction nulle est nulle.

Ce qui est assez étonnant, c’est que la linéarité ne puisse étre obtenue sim-
plement ; nous l'obtiendrons en réalité comme corollaire du lemme de Beppo
Levi.

Pour (€;);er partition finie, notons

I((Q)ier, f) = Zinf{f(w);w € Qi tu().

Il est important de remarquer que si (§2;);c7 est une partition finie et (Q;) jel
une autre partition finie, alors

I((Q% N Q) G jyerxas ) = 1((Qi)ier, f)

et
I((Q% N Q) jyerxar ) = 1) je, f)-

Lemme 4.13.1. Si une fonction est p-presque partout nulle, alors son inté-
grale par rapport a p est nulle.

Démonstration. Il suffit de considérer le cas d’une fonction positive, car si f
est presque partout nulle, f* et f~ le sont aussi. Si une fonction f positive
est u-presque partout nulle, alors pour tout i tel que inf{f(w);w € Q;} > 0,
on a u(2) < p(f > inf{f(w);w € Q}) < u(f > 0) = 0. Cela entraine que
pour toute partition finie, I((£%;);er, f) = 0, d’out la nullité de l'intégrale. [J
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Lemme 4.13.2. Soient f mesurable positive, o > 0 et A mesurable. Alors

/(f+a]1A) dp = /f dp + ap(A).

Démonstration. Soit (£2;);eq, une partition quelconque. Posons J = {1,2}
avec ) = A, Qf = A°.

Comme inf{f(w)+ala(w);w € uNQ} = inf{f(w);w € 2N} +ali—1,
on a en multipliant par £(€2;N€Y}) et en faisant la somme sur les couples (4, 5) :

I((S4 N Q;)(i,j)eIva f+ala)=1((20N Q;)(i,j)eIxJa f) + ap(A).
Ainsi

I(Q)ier, f+ala) < I((QuNQ) 6 erxs, [+ ala)
=I((u N Q;')(i,j)elxjv [) +au(A)
<inf f du + ap(A),

d’oul en passant au supremum :
/(f +aly) du < /f dp + ap(A).

Réciproquement, soit M < [ f du. Il existe une partition finie (£2;);er, avec
I(()ier, f) > M. On a alors

[ ot dp = (R0 Ygeres f+ata)
= I(( N Q) jyerxss f) + ap(A)

> M + pu(A).
En passant au supremum en M, on obtient I’égalité voulue. O
n
En particulier, si f s’écrit comme la somme finie f = > «;14,, avec pour

=1
n
tout i, a; > 0 et A; mesurable, on a [ f du= Y «a;u(A;). Ainsi, on obtient
=1

la linéarité pour les fonctions simples positives.

Remarquons également que pour f positive, comme f > a 1(r>41, on a
[fdu > au(f > a) Ainsi, si f positive est d’intégrale nulle, on a pour
tout n: 0= [fdu>Lp (f > %), soit u(f > 1/n) = 0, et donc d’apres le
théoreme de continuité séquentielle décroissante, pu(f > 0) = 0.

4. On reverra cette inégalité plus tard dans le cas ou p est une mesure de probabilité.
Elle aura alors le nom d’inégalité de Markov.
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4.13.2 Démonstration du théoreme de Beppo Levi

1. On va d’abord montrer une forme tres faible de ce résultat : si f est
une fonction simple positive et (E,),>1 une suite croissante d’ensembles me-
surables de réunion E, alors lim, i [1g, f du = [1gf du. En effet, si

n n
f= 21 oyl y,, avec pour tout 7, o; > 0, on a flg, = 21 o;la,nE, et

1= 1=

/]lEnf du = ZO[UL(AZ' N En)
=1

n

La convergence vers > «;u(A; NE) = [1gf du découle alors du théoreme
=1
de continuité séquentielle croissante.

2. Passons au cas général. On considere (fy,) une suite croissante de fonc-
tions mesurables positives tendant vers f et on veut montrer que [ f,, du tend
vers [ f du. Bien str, la suite ([ f, du),, est croissante, majorée par [ f du,
donc la limite existe et est majorée par [ f du. Il suffit donc de montrer que
lim [ f, du > [ f dup. Par définition de lintégrale, il suffit de montrer que
pour toute partition finie (€;);er, on a lim [ f, du > I((9;)ier, f) Posons

g= Y inf{f(w),w € Q;}1g,. g est une fonction simple, avec 0 < g < f.
1€l

Fixons a €]0,1] et posons E, = {f, > ag}. Comme la suite (f,) est
croissante, la suite (E,) est croissante. Comme les fonctions f,, et g sont me-
surables, E, € F. Si g(w) = 0, on a w € E, pour tout n, sinon, comme
lim f(w) = g(w) > ag(w), on a w € E, pour n assez grand. Finalement, la
réunion des F,, est Q tout entier. Ainsi, d’apres la forme faible du théoreme®,

c’est-a-dire la partie 1. de cette démonstration,

lim /IlEn ag du:/ag du.

n—-+4o0o
On a
fn > ]]-Enfn > ]lEnOég,
d’ou
lim/fn dp > 1im/]lEnag dp = /ag du,
soit

lim/fn dp > oI (()ier, f)-

5. Noter que si les f, n’étaient pas mesurables, F, ne serait pas nécessairement dans
F et on ne pourrait invoquer la forme faible. L’hypothése de mesurabilité sert donc bien a
quelque chose!
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En faisant tendre « vers 1, on obtient 'inégalité souhaitée

lim/fn dp > I((Q%)ier, f)-

4.13.3 Preuve de la linéarité

Soient f,g deux fonctions mesurables positives, a > 0. On veut montrer
que [(f+ag)du=[fdu+afgdu. Soient (fy),(gn) des suites croissantes
de fonctions simples positives convergeant respectivement vers f et g. On a
pour tout n

/(fn+agn) duz/fn du+a/gn dp.

En appliquant trois fois le théoreme de Beppo Levi, on obtient a la limite
J(f+ag)dp=[fdu+afgdu

Passons au cas ot f et g sont intégrables, de signe quelconque. On a
[lag|l dp < [|algt+]alg™ du < +oo en utilisant la linéarité pour les fonctions
positives. Ainsi, on obtient pour a > 0

/oagdu:/(ag)+dﬂ—/(ag)_ du:a/fdu—a/g_du:a/gdu

et pour a < 0
/ag dp = /(ozg)+ du—/(ag)_ dp = (—a)/g‘ du+a/g+ dp = a/g dp.

On est ainsi ramené a étudier le cas a = 1. Comme |f +g| < |f| + |g], f+ g
est intégrable. Posons f +¢g =h. Ona f* — f~ + gt — g~ = h™ — h™, soit
JT+gt+h =f" +g +ht. Dol en intégrant

/f++/g++/h*:/f*+/g*+/h+.

En changeant de membre, on obtient le résultat voulu.

Maintenant qu’on a la linéarité, montrons que si f < g u-presque partout,
alors [ f du < [ g dp. Ecrivons f = f Tip<gy + f Lifsgy et
9 =9 L{p<gy + 9 Lip>gy. Comme f Lirsgy et g Lips gy sont nulles et donce
d’intégrale nulle, donc par linéarité f = f 1;;<,y a méme intégrale que f, et
g = g L{j<gy @ méme intégrale que g. Comme f Lr<y < g Lir<gy, On a en
intégrant le résultat voulu.

Ceci acheve la preuve des propriétés de base de l'intégrale.
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4.14 Premiers exercices d’intégration

4.14.1 Exercices corrigés

Exercice 21. Montrer I'existence de f]o 1]{%} d\(x), puis montrer que

[ e =1-1,
j0,1] ¥

ol v est la constante d’Euler.®

Indication : on pourra noter que {1} = ngrfoo {%}]1}1/”71} ().

Exercice 22. Continuité de la transformée de Laplace.

Soit f une fonction continue de Ry dans C. On suppose que l'intégrale
impropre [;7°° f(t) dt existe (c’est-a-dire que fOT f(t) dt admet une limite
quand T tend vers +00). Montrer que pour tout A > 0, 'intégrale impropre
JoF e M f(t) dt existe et que la fonction A — [;F e M f(t) dt est continue
sur Ry.

Exercice 23. Le but de cet exercice est de montrer le théoréme du retour de
Poincaré. Soient (€2, F, ) un espace mesuré et 7' une transformation, c’est-a-
dire une application mesurable de (2, F) dans lui-méme. On suppose que p est
une mesure finie et qu’elle est invariante sous ’action de T', c’est-a-dire que la
mesure image de u par application T" est u elle-méme. Alors, le théoréme du
retour dit que pour tout ensemble mesurable A de mesure non nulle, la suite
des itérées (T (z))n>0 passe une infinité de fois dans A pour presque tout x
appartenant a A.

+00
1. On pose N(x) = kz 14(T*(x)) ainsi que Y (z) = exp(—N(z)), avec la
=0
convention exp(—(+00)) = 0. Montrer que Y est une application mesu-
rable intégrable par rapport a pu.
2. On pose Z(z) = Y (Tx). Montrer que Y (z) = e @ Z(z), puis que
[Y (@) du() = [ Z(x) du(z).

3. Conclure.

Exercice 24.

Etudier la limite, lorsque n tend vers l'infini de

O log(rJ“n e *cosz dx.

1 14+
2. Jo 1+Z§”n da.

6. On pourra trouver d’autres intégrales du méme style avec des applications a la théorie
des nombres dans 'ouvrage de Pélya et Szegé [25], Partie II, chapitre 1, paragraphe 5.
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3. [\ i d.

Exercice 25. Intégrales de Wallis.
1. On pose

w/2
Wy, = / (cos0)™ db.
0

Montrer que W,, = ”T_an_g. En déduire que la suite (nW,W,_1)n>1
est constante.

2. Montrer que W,W,11 < Wﬁ < W,W,—_1. En déduire I’équivalent a
I'infini

T

o

Exercice 26. Calcul de 'intégrale de Gauss.

W, ~

1. On pose J, = fo‘/ﬁ (1 — %)n dt. Montrer que lim J, = 0+°° et dt.

n——+00
2. Exprimer J,, en fonction d’une intégrale de Wallis. En déduire la valeur
de lintégrale de Gauss :

+0o0 1
—t2/2 _* _
/0 e dt = 2\/27r— \/7/2.

Exercice 27. Calcul de I'(1/2).
Connaissant la valeur de l'intégrale de Gauss, montrer que

[(1/2) = /7.

Exercice 28. 1. A l'aide d’un développement en série entiére, montrer que
Jio G /1 dx
= 3n+1 o 3+ 1
2. On donne

1 1 r—2
a:3+1_3(1+x_x2—x+1)'
Montrer que
()™ 3log2+ V3w
Z3n+1_ 9 ‘

n=0

Exercice 29. Calcul de l’intégrale de Dirichlet d l’aide d’une intégrale a pa-
ramétre.

1. Montrer que l'intégrale f0+°° S‘Tnt dt est convergente, mais que la fonction

% n’est pas intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R,.

Montrer de plus I’équivalent & Pinfini [ |Slt—nt‘ dt ~ % log n.
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2. On pose, pour x > 0, F(z) = f0+°° %e‘” dt. Montrer que F' est définie
sur R, dérivable sur ]0, +o0[, avec F'(z) = — lez.

3. Calculer F et en déduire la valeur de [, st dt.

Exercice 30. Calcul d’intégrales liées aux intégrales de Fresnel.
Le but de cet exercice est le calcul des intégrales de la forme

+oo |
/ ey ldu, 0<a<l
0

et d’intégrales liées.

1. On pose, pour A > 0,

+o00 .
p(N) = / e M el Ly,
0

Montrer que ¢ définit une fonction continue sur [0, +ool.
Indication : couper 'intégrale en deux. La partie entre 0 et 1 ne pose pas
de difficulté ; pour le reste on pourra faire une intégration par parties.

2. Montrer que ¢ est dérivable sur ]0,4o00[ et satisfait I’équation différen-
tielle ¢'(X) = 25 #(A). En déduire que pour tout A > 0, on a

1

P(A) = ¢(O)W

exp(—aiarctan \).
3. Montrer que pour tout A > 0, on a
o0 -
$(0) = (1 + A"2)%/2 exp(wvi arctan )\)/ e ez da.
0
4. En déduire que
+oo |
/ eyt du = exp (iaﬂ> INa),
0 2
et en particulier, comme I'(1/2) = /7,

10 cosu o0 sinu T
/ du:/ du = 4/ —=.
0 Vu 0 Vu 2

5. Calculer les intégrales de Fresnel

400 +o0
/ cos(u?) du et / sin(u?) du.
0 0




4.14. PREMIERS EXERCICES D’INTEGRATION 97

Exercice 31. Calcul de l'intégrale de Dirichlet.

Soit a > 0. Montrer que la fonction, f : (z,y) — e~ *Ysinz, est intégrable sur

[0,a] x [0,+00]. On pose I, = f(z,y) d\ @ Xz, y). Déterminer la
[0,a] x[0,+00]

+00
sin &
dx.

limite de I, quand a tend vers 4+o00. En déduire la valeur de /

0 x
Exercice 32. Les fonctions f(z,y) suivantes sont-elles intégrables sur le pavé
[0,1] < [0,1]7

1. (x—y)(z? +y?)~3/2
2. (1 —zy)? avec p < 0.
3. (2% —y?)/(2® +y?)*.
4. (z—y)/(z+y)

Exercice 33. Calculer I'intégrale I = [y, (22 +y? + 22) dA®3(2,9, 2), ou

22 2 2
V(a,b,c)—{(ac,y,z)eRg, x>0, y>0, z>0, 7+?;72+7<1

On rappelle que le volume de la boule unité de R3 est %ﬂ'.
Indication : commencer par traiter le casouia =b=c = 1.

Exercice 34. Théoréeme de Minkowski. Application : le théoréme des J carrés.
Soit d un entier, avec d > 2. Pour uy, . .., ug vecteurs de R, on rappelle que
det(uq,...,uq) est le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les
coordonnées de uq,...,uq dans la base canonique.
Une partie A de R? est dite conveze si quels que soient a et b dans A et
0 € [0,1], fa + (1 — )b € A. Une partie A de R? est dite symétrique par
rapport & ’origine si pour tout a € A, —a € A.
Si (ug,...,uq) sont des vecteurs de R? formant une partie libre, I’ensemble

d
= {Z Zil;; 2 € Zd}

k=1

est appelé un réseau.

Le but de ’exercice est de montrer le théoreme suivant, di a Minkowski.
Soit A un convexe de R? symétrique par rapport & l’origine. Si le réseau S basé
sur ug, ..., uq est tel que A4(A) > 24| det(uy,...,uq)| > 0, alors A rencontre
le réseau S en un point différent de (0,...,0).

1. On pose T = [0,1[¢. Montrer que les ensembles ((%A) N(s+ T))

forment une partition de %A.

s€Z4
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3.
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Montrer que si A%2(A) > 2¢, alors les ensembles (3 A+ s),czq ne sont pas
deux & deux disjoints. En déduire qu’alors A intersecte Z4\{(0,...,0)}.

Montrer le théoreme voulu dans le cas général.

(a) Soit p un nombre premier. Calculer le nombre de carrés dans ).
En déduire qu'’il existe des entiers r et s tels que r? + s> + 1 soit
divisible par p.

(b) Soit A I'image de Z¢ par I'application de matrice

p 0 r s
0 p s —r
001 O
0 0 0 1

Montrer que le carré de la norme euclidienne d’un point de A est
divisible par p. Montrer que A rencontre la boule euclidienne ou-
verte de rayon /2p ailleurs qu’en zéro. (On rappelle que le volume
de la boule unité de R* est %2)
(c) On rappelle l'identité de Lagrange :

si X =bd —bcY =ca —ca,Z =abl —a'b,T = ad +bb' +cc, alors
X2+ Y24+ 22472 = (a2 + 0%+ %) - (a” + V2 + ). Montrer que
tout entier s’écrit comme somme de 4 carrés d’entiers.

4.14.2 Exercices non corrigés

1.

Soit Cp, ’ensemble des fonctions continues bornées sur R. Soient p et v
deux mesures finies sur (R, B(R)). Montrer que si pour toute f € Cp, on

a g fdu= [z fdv,alors p=v.

. Soient y une mesure finie sur (£, F) et f une application finie p-presque

partout. Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f est intégrable par rapport a f.
(b) Jqf=ny |/ dpt tend vers O quand n tend vers Uinfini.
“+o0o

© 3 muln<|f|<n+1)<+oo.

@ 3 ] > ) < +oo

Indication : montrer a <= b,a <= c¢,d = ¢, (c&b) = d.

. Soient y une mesure sur (2, F) et f intégrable par rapport a p. Montrer

que la fonction

oo ] 9
9= 2 —[ s
n=1 N

est intégrable par rapport a u.
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8.

9.

1
10. Calculer /
o 1

11.

. Intégration par rapport d une somme de mesures.

Soit (pi)ien une suite de mesures définies sur un espace (2, F).

+oo
(a) Montrer que = Y. p; est une mesure sur (Q, F).
=0

(b) Montrer que pour f mesurable positive, puis pour f intégrable, on
a

[ran="5 [ fdu.
Q =0 JQ

. Soit (fn)n>0 une suite croissante d’applications p-intégrables conver-

geant p-presque partout vers f. On suppose qu’il existe une constante
K telle que

Vn >0 /fndugK.

Montrer que f est p-intégrable et que [ |f, — f| du tend vers 0 lorsque
n tend vers l'infini.

Soit (fn)n>0 une suite décroissante d’applications p-mesurables posi-
tives. On suppose que f1 est p-intégrable. Montrer que (f,) converge
simplement vers une fonction mesurable f, que f est u-intégrable et que
S 1fn — f| du tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini.

Soit f une fonction réelle intégrable sur (€2, F, ). Montrer que si pour
tout A€ F,ona [, fdu=0,alors f =0 presque partout.

(a) Calculer I, = fol x"log z dx pour n € N.

+o00
(b) En déduire la valeur de [} 1°§ 2 dx, sachant que Y. & = %2.
n=1

(c) En calculant de deux maniéres différentes l'intégrale

1
/ (1 —x)"log(z) dx, montrer que pour n > 0, on a
0

n k H noq
n+1 N

- H, =S -

]cz%()k‘l-l ny1 4 Zk

Démontrer que

“+oo

1 n?+n
/O(e ~1)(logz + )d>\() > tntl
n=1

n(n+1)(n+ 1)1

(=™
2n+1

dz. En déduire Z

+x2

i +o° sin ax x .
Démontrer que dx = Z 5
o e'—1 n‘+a

n=1
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1
12. Démontrer que/0 (a:lo—l_g;; 22 2 +3

13. Fonction Gamma.
On définit la fonction I' sur ]0, 400 par

I(z) = / et dA ().
10,400

Montrer que cette fonction est bien définie et qu’elle vérifie, pour tout
réel x > 0, égalité I'(z+ 1) = z-I'(x). En particulier, vérifier que pour
tout entier n > 0, on a :

Fn+1)=n! et F(n—i—;) :r(i)%

14. Formule de Stirling.
(a) Montrer que [,F 2"e™® dx = o(T'(n + 1)).
(b) Montrer I’équivalent a l'infini % f‘f (1+ f)”e_“\/ﬁ du.
x

)

(c) Montrer que pour tout x €] —1,1[, on a log(1 +z) —z < —%.
+oo —12/2 _ 1

(d) On rappelle que [;" e dt = ek Montrer que

L(n+1) ~ v2re "n" /2,

15. Fonction Gamma (suite).

(a) Démontrer que la fonction I' est de classe C* sur ]0,4o00| et que
pour tout entier n > 1,

T () = / e~ (log )71 dA(1).
10,400[

(b) Pour tous réels a,s > 0, exprimer / t5tem g\ (t) & laide de
10,400[
la fonction I', puis démontrer que pour tout réel s > 1,

s—1 400
T
/ L) = %) < oo
}0;#00[ e — 1 1 ns

(¢) Démontrer que pour tout entier n > 0, on a l'identité

T 1
/ t2n67t2 dA(t) — (n + 2) .
Ry
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2

(d) Démontrer que / e cos (at) dA(t) = \é% exp (_a) , pour tout

Ry 4

réel a.

16. Pour = > 0, on pose R(z) = [ S gy, Le but de I'exercice est de

démontrer 'identité
+oo R($)

o VT

(a) Montrer que R(x) est bien définie pour z > 0 et qu’on a en l'infini
R(x) = O(1/x). En déduire que R est bornée.

dr = V2.

(b) % est-elle intégrable par rapport & la mesure de Lebesgue sur
R, ?

(c) Pour A > 0, on pose Ry(z) = [ sihue=Au gy Justifier Iexistence
de R)(x), puis montrer que pour tout réel z > 0, on a la relation
lim Ry(z) = R(z).

A—0

(d) Montrer que pour tout A > 0, on a

/+OO Ra@) de =2 /+Oo Sinue_)‘“ du.
NN 0 Va

(e) Montrer finalement que

o R(x) .
/0 NG dx = /2.

(On rappelle que f0+oo Sl% du = \/E)

+o00

17. Calcul de > # avec Fubini.

n=1
Calculer de deux facons différentes :

1 1 1
J:/ / . _dedy
11 1422y + 92 Y

18. (a) Soit ¢ une application de N dans R;. Montrer que 'on a

+oo

/R o(zllee)) (@) = 3 (2n+2)" = (20)7) 6(n),
n=0
ot [lafloe = max, ||

1

~ est-elle inté-
=[5

(b) Soit & > 0. A quelle condition la fonction z |
grable sur le complémentaire de la boule unité ?
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(c) Montrer que I’application

x
frx— —5
(13

réalise un C'-difféomorphisme de {z € R%0 < |z|2 < 1} sur
{z € R%1 < ||z||2} et que sa différentielle est

|l[3h — 2(z, h)x
[Edlb

(d) Soit o > 0. A quelle condition la fonction x

h— Df,.h =

1

~ est-elle inté-
ll[l3

grable sur la boule unité ?

19. Montrer que pour tout z € C, (1+2z/n)" tend vers exp(z) lorsque n tend
vers l'infini.

20. Ezxpression intégrale de T'(z)/T(z).
On note ¥ la fonction définie sur |0, +oo[ par la relation

400 —t —axt
¢@):A (:—1iet>dt

Pour n entier naturel non nul, on pose

(a) Vérifier que v est bien définie.
(b) Montrer que pour tout entier n > 1,

+o0 —(n+1)t
Hﬁ_/‘ . 18 dt.

— e

(¢) Pour u > 0, on pose

+o00 ,—t _ ,—ut
Flu) = £ T
t
0

Vérifier que F' est bien définie sur |0, +oo[, puis montrer qu’elle est
dérivable. En déduire la valeur de F'.

(d) On pose
" Jo ¢ t 1—et '

Déterminer la limite de J,, quand n tend vers 'infini.




4.14. PREMIERS EXERCICES D’INTEGRATION

103
(e) En déduire que (1)

7, ou 7y est la constante d’Euler.
— M@l w)

(f) On pose B(z,y) = Tt (c’est la fonction Beta). Montrer que

, 1 , I (¢)
vt>0, lim <€ﬁ(s,te)> =)+ -
(g) On rappelle la représentation intégrale de la fontion Beta

B(a,b) = /01 6o 1(1 — 0)>~" db.

Montrer que

@) 1'@) /1 1—¢1
o 1-—20

de.
(h) Montrer que % = (t).



