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3. On sait que la fonction f(θ) = e−|θ|α est continue en 0. Le résultat
découle alors du théorème de continuité de Lévy.

4. On sait que la transformée de Fourier de la mesure mα est e−|θ|α . Les
variables Xk étant indépendantes, on a

E exp{iλnθ(X1 + · · · +Xn)} =
n∏

k=1
EeiλnθXk =

n∏
k=1

e−|θλn|α = e−|θ|αλα
nn.

Choisissant λn tel que λα
nn = 1, c’est-à-dire λn = n−1/α, on en déduit

que λn(X1 + · · ·+Xn) suit la loi mα, puisque la transformée de Fourier
caractérise la loi.

Solution 95 1. Soit ε > 0. Il existe A > 0 tel que P(|X| ≥ A) ≤ ε/2.
D’après le théorème de Portmanteau, on a

lim
n→+∞

P(|Xn| ≥ A) ≤ P(|X| ≥ A) ≤ ε/2,

donc il existe n0 tel que P(|Xn| ≥ A) ≤ ε pour n ≥ n0. On a ainsi
PXn([−A,A]) ≥ 1 − ε. Comme la famille finie (Xi)1≤i<n0 est tendue, il
existe A′ ≥ A tel que PXi([−A′, A′]) ≥ 1 − ε pour tout i ∈ {1, . . . , n0 −
1}. On a ainsi PXi([−A′, A′]) ≥ 1 − ε pour tout i ≥ 1 : (Xn)n≥1 est
tendue.

2. Soit ε > 0. D’après la question précédente, il existe A tel que
P(|Xn| > A) ≤ ε/4 pour tout n ≥ 1.
Comme |eixs − eixt| ≤ min(|s− t||x|, 2), on obtient

|eiXns−eiXnt| ≤ |s−t||Xn| 1{|Xn|≤A}+2 1{|Xn|>A} ≤ A|s−t|+2 1{|Xn|>A},

d’où

|ϕXn(s) − ϕXn(s)| = |E[eiXns − eiXnt]| ≤ E[|eiXns − eiXnt|]
≤ A|s− t| + 2P(|Xn|>A).

On en déduit que

∀n ≥ 1, ∀(s, t) ∈ R2, |s− t| ≤ ε

2A
=⇒ |ϕXn(s) − ϕXn(t)| ≤ ε,

ce qui est le résultat voulu.

Solution 96 Posons Y = r X
∥X∥ . Comme X est gaussien centré, de matrice de

covariance Idn, OX suit la loi gaussienne N (0, OIdnO
∗). Comme OO∗ = Idn,

X et OX ont même loi. On en déduit que r X
∥X∥2

et r OX
∥OX∥2

ont même loi.
Cependant, r OX

∥OX∥2
= r OX

∥X∥2
= OY , donc Y et OY ont même loi, ce qui est le

résultat voulu.


