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Ainsi DΨ(u, s) =


s 0 . . . 0 u1
0 s . . . 0 u2
... . . . ...
0 0 s un−1

−s −s −s (1 −
∑
ui)

.

Pour calculer le déterminant Jacobien J = det(DΨ(u, s)) il suffit d’a-
jouter chacune des n−1 premières lignes à la dernière ligne de DΨ(u, s).
Ainsi

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s 0 . . . 0 u1
0 s . . . 0 u2
... . . . ...
0 0 s un−1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= sn−1.

Par application de la formule du changement de variables, la densité de
(U, Sn) est égale à

e−ssn−11V .

Le vecteur U = (U1, . . . , Un) suit donc une loi uniforme sur l’ensemble

Σn−1 = {u = (u1, . . . , un−1) ∈ Rn−1 : ui > 0 pour tout i,
n−1∑
i=1

ui < 1}.

Soit

∆n−1 = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : xi > 0 pour tout i,
n∑

i=1
xi = 1}.

Le vecteur (U1, . . . , Un) est l’image du vecteur (U1, . . . , Un−1) par la pro-
jection

P : Σ → ∆, (u1, . . . , un−1) 7→
(
u1, . . . , un−1, 1 −

n−1∑
i=1

ui

)
.

La loi de (U1, . . . , Un) est donc la loi uniforme sur ∆.
2. Identifions T à ∆2, et a, b, c aux points (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1). Alors,

pour V = (U1, U2, U3) ∈ ∆2 la surface du triangle (a, b, V ) est propor-
tionnelle au déterminant det(a, b, V ) = U3. Si V suit une loi uniforme
sur T , la loi du rapport de cette surface à la surface de T est égale à
la loi de la variable U3 = X1/(X1 + X2 + X3) où X1, X2, X3 sont des
variables indépendantes identiquement distribuées de loi exponentielle.


