372 ANNEXE B. COMPLEMENTS

L’application z + ¢, est injective, & valeurs dans [—M, M]¢ N K(Z4,
dont le cardinal est majoré par (2M/(K¢) + 1)¢, donc

|A| < (2M/(K() +1)%

— Si M n’est pas borné, le résultat est faux. En effet, il suffit de considérer
RY, qui est la réunion des boules B( ,n) ou n décrit N

B.2.2 Inégalité maximale de Hardy—-Littlewood

A toute fonction intégrable au sens de Lebesgue, f € L'(R%), on peut
associer la fonction maximale de Hardy Littlewood M f : R? — R, définie
par

1
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r>0 A(B

Théoréme B.2.2. Pour toute fonction f € L'(R?) et tout n >0, on a

I
n

A{Mf>n}) <

Démonstration. Par définition de la borne supérieure, si M f(x) > n, il existe
rz >0 tel que [, .y [f] dA > nA(B(r,72)).
Soit K > 0. On a évidemment

BO,K)N{Mf >0} C oMo, Bla.ra).
Mf(z)>n
Comme B(0,K) N {Mf(x) > n} est borné, on peut considérer la famille as-

sociée a cette famille de boules par le lemme de Vitali. Comme la famille des
boules (B(y,ry))yecy est disjointe et dénombrable, on a

Juta=3 [ isianz 3 s,
yeyYy B(y,ry) yey
d’apres la propriété définissant les r,. D’autre part
1 n
> nAB(y,ry)) = Y =nAB(y,bry)) > oA ( U B(y, 5ry)>
5 5 yey
yey yey
Mais

U B(y,5ry) D B0,K)N{Mf > n},
yey



