384 ANNEXE C. SOLUTIONS DES EXERCICES CORRIGES

Ainsi tout élément de F s’écrit sous la forme Ax = kUK Qp, ou
€

K est une partie de J. Réciproquement, il est facile de voir que
tout élément de cette forme est dans la tribu engendrée par les €2,
puisque la réunion est finie ou dénombrable.

(c) Bien str, ;, € G. Soit A € G tel que z € A. Comme A € G C T, on
a ANQ;, = @ ou AN, = €y,. Mais x € AN, donc AN, # 2.
On conclut donc que AN Q;, = Q;,, soit Q;, C A.

3. B(R) est la tribu engendrée par les intervalles de R de la forme ]a, b|
avec a, b rationnels, qui forment donc une famille dénombrable. Suppo-
sons que B(R) soit engendrée par une partition dénombrable (£2;);e.s.
Soit x réel : d’apres la question précédente, ’élément de la partition
contenant x est le plus petit élément de G = B(R) contenant = : c’est
donc {z}. Ainsi, 'application qui a = associe la partition le contenant
est injective. On a ainsi créé une injection de R dans J qui est dénom-
brable : contradiction.

Solution 11 Si la suite (f,(z)), n’est pas de Cauchy, cela signifie qu’il existe
e > 0 tel que pour tout N > 0, il existe n,m > N tels que |f,(z) — fm ()] > €.
On a ainsi :

A = {ze€ X : fy(x) n’est pas de Cauchy}
{r € X :3e>0;VN € N,In,m > N;|fu(x) — fin(x)| > €}

- UNU U {sex:inm -tz

EN* NeNn>N m>N p

Pour f et g mesurables, f — g est mesurable et |f — g| aussi car, en posant
h(z) = |z|,ona |f —g| = ho(f—g) et la fonction valeur absolue est continue,
donc mesurable. On en déduit que {z € X : | f(x)— fi(x)]| > %} est mesurable
et donc A est mesurable.

Solution 12 1. Notons S’ I'image de S par s — {s}.
Six s’écrit x = g+ s avec (¢,s) € Qx S,onaxz =q+s=q+[s|+{s}:
on a bien ¢ + |s] € Q et {s} € S, ce qui donne l'existence de la
décomposition voulue. Si z = ¢} + 8| = ¢} + s avec ¢}, ¢, dans Q et
sh, sh dans ', il existe s1, 59 avec {s1} = s} et {s2} = s5. On a

{s2} —{s1} =sh—s1=d1 —2 € Q,
donc sy —s1 € QNS = {0}, dou s| = s et ¢} = ¢5.

2. On raisonne par ’absurde. Considérons la réunion

U= U '+ 8 0,11 + [0, 1[= [0, 2].
e (@ +S) 10+ 0,1[=[0,2]



