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— Pour voir que (3) ⇐⇒ (4), il suffit de remarquer que

sup
O ouvert

(
µ(O) − lim

n→+∞
µn(O)

)
= sup

F fermé

(
(µ(F c) − lim

n→+∞
µn(F c)

)
= sup

F fermé

(
1 − µ(F ) − lim

n→+∞
(1 − µn(F ))

)
= sup

F fermé

(
−µ(F ) − lim

n→+∞
− µn(F )

)
= sup

F fermé

(
−µ(F ) + lim

n→+∞
µn(F )

)
.

Ainsi, si l’un des supremum est négatif, alors l’autre l’est aussi.
— Preuve de (2) =⇒ (3). Soit F un fermé de Rd. Pour tout x ∈ Rd, on

pose dF (x) = d(x, F ) = inf(∥y − x∥ : y ∈ F ) et, pour ε > 0, Gε est la
fonction continue par morceaux définie sur R par Gε(x) =

(
1 − |x|

ε

)+
.

On a Gε ◦ dF ≥ 1F , donc

lim
n→+∞

∫
Gε ◦ dF dµn ≥ lim

n→+∞

∫
1F dµn.

Comme Gε ◦ dF est uniformément continue (c’est la composée d’une
application 1-lipschitzienne et d’une application 1

ε -lipschitzienne), on a

lim
n→+∞

∫
Gε ◦ dF dµn =

∫
Gε ◦ dF dµ,

d’où
∀ε > 0,

∫
Gε ◦ dF dµ ≥ lim

n→+∞
µn(F ).

Or par définition de la mesure image, on a
∫
Gε ◦ dF dµ =

∫
Gε dµdF

.
Lorsque ε tend vers 0, Gε converge vers l’indicatrice de 0 et donc par
convergence dominée,

∫
Gε ◦ dF dµ =

∫
Gε dµdF

converge vers∫
1{0} dµdF

= µdF
({0}) = µ(dF = 0) = µ(F ).

— Preuve de (3, 4) =⇒ 5. On a Å ⊂ A ⊂ A, d’où

lim
n→+∞

µn(A) ≤ lim
n→+∞

µn(A) ≤ µ(A),

et lim
n→+∞

µn(A) ≥ lim
n→+∞

µn(Å) ≥ µ(Å).


