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1.5.2 Le théoreme de Dini-Polya

Théoréme 1.5.2. Soit (f,) une suite d’applications croissantes définies sur
[a, b] et convergeant simplement vers la fonction continue f. Alors f, converge
uniformément vers f sur [a,b].

Ce théoréme est aussi appelé deuxieme théoréme de Dini.

Démonstration. Comme f est uniformément continue sur [a,b] qui est com-
pact, il existe ng tel que |f(z) — f(y)| < /3 dés que |z — y| < bn_—oa. Posons,
pour k compris entre 0 et ny : xx = a + k:b;—a : on peut trouver n; > ng tel
que |f(xg) — fu(xr)| < €/3 pour tout n > nq et tout k compris entre 0 et n.
Pour = compris entre x et 1, et n,p > nq, on a

fu(@) = fo(2) < fol@r) = fplar) < 26/3 4 fleppr) — flan) <e

Ainsi sup  sup |f,(x)— fp(x)| < €, ce qui montre bien qu’on a un critére
n,p>n1  x€la,b]

de Cauchy uniforme pour la suite f,. O

1.6 Exercices d’analyse

1.6.1 Exercices corrigés

Exercice 1. Etudier la convergence de chacune des séries de terme général
Uy, suivant :
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e) Uy = 2n+1
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Exercice 2. Etudier la nature et calculer éventuellement la somme des séries

suivantes :
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