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Notons w¢(8) = sup{|f(z) — f(y)|; |z —y| < ¢} le module de continuité
de f. Soit ¢ €]0,1]. On a pour tout x € R

Foka@) = f@)] < [ 1f@—1) = f@)lka () ax

< [ (@r(0) + 20 e rsap) k() dAD)

1 _ 42\n
< w4l [ 2

1— 52 n
< wp(0) + 4l 2=

< wp(8) +8(n + 1) fllee(1 - 8%)".

dt

En passant au supremum en z, on a
| f *kn — fllo <wp(8) +8(n+1)|fllo(l —6%)™, puis en passant a la
limite supérieure en n :

Tn [ ke — flloe < ws(0).

n—-+oo

Comme f est uniformément continue, lim w¢(J) = 0, ce qui donne le
§—0

résultat voulu.

3. Pour tout x € R, on obtient
1
(F+ ka)(a) = / F@ka(a =) dA®) = — [ F(B)gal@—1) ar(®
= n(x — 1) dA(t
s (e =0 D),

Lorsque |z| < 1/2, ona|r —t| <1 pourtoutte [-1/2,1/2], donc

1
(f xkn)(@) = — F)A = (z = 1)) dA®).

An J[-1/2,1/2]

Or (1 — (z — t)?)" se développe en

S0 () - o =30 (1) 3 () oo

d’ou en posant ¢ = [fi_y /o 1/2]t f(t) dA(¢) :

o= S ()3 (e

k=0
qui est bien un polynéme en z de degré 2n

4. Soit f une fonction continue sur [— ] On peut la prolonger de
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maniére classique en une fonction f continue, nulle a l'extérieur de
[—1/2,1/2], affine sur [—1/2,—1/4] et [1/4,1/2]. f est uniformément
continue sur R, avec w(d) < max(wy (), 26]f(1/1)[,26[f(—1/1)|). D’apres

ce qui précéde, (fxk,)(z) est une suite de polyndmes qui converge uni-

formément vers f sur [—1/4,1/1]. Passons au cas général : soit f une
fonction continue sur [a,b], et notons g() = (b —a)20 + 242, foyg
est une fonction continue sur [—1/4, 1 /4], donc il existe une suite (P,,)

de polynémes qui converge uniformément vers f o g sur [—
Posons alors ,, = P, o g~1. Q,, est un polynéme avec

sup |Qn(@) = f(2)] = sup |Pu(g™ () = (fog)(g™ (2))|

z€[a,b] z€la,b]

_ ye[_sup }\Pn(y)—(fog)(y)\a

,1/4]

qui tend bien vers 0 lorsque n tend vers I'infini.

Solution 195 1. Posons f(z) =1lg*x1l_g.OnaVe,y € R
Fa) = 1) = [ Qp(@—1) = 1-sy - O)Le(t) A,
donc quels que soient z et y réels, on a
@)= F@)I < [ 11e(t =) = 1s(t = y)| dA®) = | Top — Tl

Or pour g € L! lapplication z +— T, g est continue de R dans L', ce qui
donne la continuité de f.

2. f(0) = [R1e(®)1_g(0 —1t) dA\(t) = [g1lr(t)* dA\(t) = AN(E) > 0. Par
continuité de f, il existe « tel que f(z) > 0 pour = € [—a, a]. Mais si
f(x) > 0, la mesure de Lebesgue des ¢ tels que

1E(£L' — t)l_E(t) = 1E<(E — t)lE(—t) >0

est strictement positive. En particulier, il existe ¢ tel que x — t € E et
—te E,doncz=xz—t—(—t)e E—E.

D.9 Exercices sur les fonctions caractéristiques

Solution 203 1. Pour tout s > 0, on a
L (t) = /+Ooe_m (x) do = AN (x) dox = al
rra)\t) = - Yr.A = O+or Jo Vr+t,A = Ot o
2. Comme X et Y sont indépendantes, on a I'égalité

)\r—l—s
Lxiy(t) =Lx )Ly (t) = Ot Lr(rts,0)(1),



