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— Pour voir que

CHAPITRE 11. CONVERGENCE EN LOI

(3) < (4), il suffit de remarquer que
wp (w0) = lm 4(0))
O ouvert n— —+oo
wp ((F) =~ m pn(F)
F fermé n——+o00
., (1-n(F)~ m (1 pu(F))
F fermé n—-+oo
wp (-uF)- m ()
F fermé n—-4oo
s, (P T ).
F fermé n——4oo

Ainsi, si 'un des supremum est négatif, alors 'autre I'est aussi.
— Preuve de (2) = (3). Soit F' un fermé de R¢. Pour tout x € R%, on

pose dp(z) = d(z, F) =

inf(ly —z|| : y € F) et, pour € > 0, G,

+
est la fonction continue définie sur R par G.(z) = (1 - %) .On a
G.odr > 1p, donc

lim G:odp dpn >

n—-+o0o

lim 1r dpy.

n—-+o0o

Comme G. o dr est uniformément continue (c’est la composée d’une
application 1-lipschitzienne et d’'une application é—lipschitzienne), on

a

d’ou

Ve > 0, /GEOdFd,uZ

Tim Gsodpdun:/GEodF dp,

n——+o0o

lim  pn(F).

n——+oo

Or par définition de la mesure image, on a [ G. odp diu = [ G dpg,.
Lorsque ¢ tend vers 0, G. converge vers l'indicatrice de 0 et donc par
convergence dominée, [ G, odp du = [ G. dpug, converge vers

/1{0} dpar = pap({0}) = p(dp = 0) = p(F).

— Preuve de (3,4) = 5.0n a

et

Cc Ac A, dou
m  pa(4) < Tm  pn(A4) < u(A),
n—-+oo n—-+oo
lim p(4) = lim e (A) 2 p(A).

n——+oo n—-+oo
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Par ces deux inégalités, on obtient

p(A) < Im o pp(A) < Tmo pe(A) < p(A).
n—+00 n—400

Comme u(A) — u(A) = p(0A) = 0, la suite (u,(A)),>1 admet une
limite supérieure qui coincide avec sa limite inférieure. Elle converge
donc vers u(A) = p(A), cest-a-dire vers p(A), car u(A) < u(A4) <
(A).

— (5) = (6) est évident

— Preuve de (6) = (1). L'idée est d’approcher la fonction f par une
somme d’indicatrices de pavés dont la frontiere est de mesure nulle.
On va commencer par exhiber un grand ensemble de mesure nulle.
Soit T' une base de R vu comme un Q-espace vectoriel telle que 1 € T.
On peut toujours se ramener au cas ou tous les éléments de la base

sont dans [0,1]. Pourt € T'et k € {1,...,d}, notons
PF={zxcR% 2y —t € Q).

PF est une réunion d’hyperplans orthogonaux au k-iéme vecteur de la
base de R?. A k fixé, les ensembles (PF) (o 1j~r sont disjoints. Comme
p est une probabilité, 'ensemble des t € [0, 1[NT tels que u(PF) > 0 est
au plus dénombrable. Comme T n’est pas dénombrable[’} il existe t;, tel
que 1(Pf) = 0. Pour un entier p, on pose B, = {z € R%; ||z —t[| < p},
ot = (ty,...,tq). Soite > 0. On peut trouver p tel que pu(B,) > 1— .
D’apres ce qui précéde, ;(0B,) = 0. On peut donc trouver ng tel que
n > ng entraine p,(B,) > 1 — . Or B, est compact. On note wy le
module de continuité de la restriction de f a B,,, défini pour n > 0 par

wr(n) = sup(|f(x) = FW)| : [z = ylloo < s,y € By).
Pour N > 1, on pose

fn(z) =1p (z) f <t1 + W,.._,td+w> .

On a

[fn (@) = f(2)] <wp(1/N) 4 2[[ flloo 15¢(2)-

3. En effet, si on avait 7' = {t';i € N*}, on aurait
+oo i .
R = U1 {3 Nt (M., ) € Q"}, ce qui contredirait le fait que R n’est pas
n= i=1

dénombrable.



