3.5. THEOREME )\ — 7 DE DYNKIN (*) 55

A. Sion pose A], = kgl A = Q\ ( kri Ag), ona A), € A (on utilise la sta-
bilité par intersection finie et par complémentation). Donc, comme A C P(Q2)
est un \-systeme, on a A = ngl A, = ngl Al € A, d’aprés le troisieme
axiome d’un \-systéme.

Théoréeme 3.15 (Théoreme \ — 7). Si P est un w-systéme et si L est un A-
systéme, alors P C L entraine o(P) C L.

Démonstration. Notons £’ l'intersection de tous les \-systémes contenant P.
En s’inspirant de la preuve de I'existence de la tribu engendrée, on voit sans
peine que £’ est un A-systéme, contenu dans tous les A-systémes contenant
P. Ainsi, pour montrer que o(P) C L, il suffit de montrer que o(P) C L.
Pour cela, il suffit de prouver que £’ est une tribu puisque £’ contient P et
que o(P) est la plus petite des tribus qui contiennent P. D’aprées la remarque
précédente, il suffit de montrer que £’ est un w-systéme. Pour E € L', notons
Ly ={A € L';ANE € L'}. Montrons que pour tout £ € L', L est un
A-systéme. On a :

— QclLletQNE=Fc/f' doncQec Ly

— Si A, B sont dans Lg avec A C B, alors on a

(B\A)NE = (BNE)\(ANE)e /L
car £’ est un A\-systeme, et B\A € £/, donc B\A € L.
— De méme, si les A; forment une suite croissante d’éléments de Lg,
alors U A, €L et ( U An> NE = < U (AnﬁE)> € L' car £’
n>1 n>1 n>1

est un \-systeme, donc gl A, € LEg.
n_

ce qui montre
que £’ est un w-systéme et achéve donc la preuve. O

Démonstration du théoréme[3.12] Soit n > 1. Considérons 'ensemble £ des
éléments A de la tribu F engendrée par le n-systeme tels que

PANQ,) = QANQ,).

Il n’est pas difficile (en utilisant notamment le théoreme de continuité sé-
quentielle croissante) de voir que £ est un A-systeme; il suffit alors d’appli-
quer le théoréme A — 7 de Dynkin, pour voir que pour tout A, on a l'identité
P(ANQ,) = QANQ,). Le théoreme de continuité séquentielle croissante
permet alors de conclure. O



