B.8 Exercices sur les chaines de Galton-Watson

Solution 88 1. On fait comme dans le cas sans immigration.
Comme (X,,)>0 et (Y5,)n>0 sont des chaines de Markov indépen-
dantes, le lemme 11 nous dit que ((X,,Y%))n>0 est une chaine
de Markov, de matrice de passage

P(z,a),(y) = (V) (@) (™ 5 x)(b)-

Notons P(#%) les lois des chaines de Markov canoniquement as-
sociées. On doit montrer que si I'on pose f(z,y) = x + y, alors
(f(Xn,Yn))n>o0 est une chaine de Markov. Pour cela, avec le cri-
tére de Dynkin,, il suffit de montrer que si  + y = n, alors
P@Y)(f(X,,Y;) = p) ne dépend que n et p. Or, sous P*¥)| X et
Y7 sont deux variables aléatoires indépendantes de lois respec-
tives v** et v*¥x, donc la loi de f(X1, Y1) est

Vs ko = ) oy = 4 k.

Ainsi, P9 (£(X1, Y1) = p) = (V" * X)({p}) et (X, + Vo)uo est
bien une chaine de Galton-Waltson de loi de reproduction v avec
immigration Y.
Comme la loi initiale est Px,+y, = Px, * Py, = p1 * 2, on ale
résultat voulu.

2. On utilise 'analyse au premier pas :

+oo
Q" (Zns1 =)= QNZi =k, Zn1 = )
k=0

400
= > XM (Zu = )
k=0

“+o0o
= > x(k)(QF, *Py,)(a),
k=0

ou la derniere égalité vient du lemme précédent.
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