B.3 Exercices sur les martingales

Comme 1 est intégrable, il suffit de montrer que si y; ..., ym
sont des réels positifs de somme 1, la suite (3}, ypetin/ myn
converge vers exp(Y_p-; iyrux) lorsque n tend vers I'infini. Le
théoreme de convergence dominée permettra alors de con-
clure.

Sijepose z, = Y 1 ypettr/m et 2l = exp(XjL, iykuk/n), on
alz,| <letlz]| <1,donc |2 —2"| < nl|z,—z,|. Cependant,
pour tout k, on a e"“*/" =1 + itk O(n—lz), donc

m ' m U 1
Z ykezuk/n = Z yk(l + 1;’6) + O(ﬁ)
k=1 k=1
14 A w1 0Ch) =4 rorh)
- n = YUk n2 = Zn n2’"

Ainsi |2 —2/"| < n|z,—2,| = O(1/n), ce qui donne la conver-

gence voulue. Ceci acheve la preuve analytique.
Alternativement, on peut considérer une suite (R,) de va-
riables aléatoires indépendantes de méme loi Y} ; Y0y, .-
D’apreés la loi faible des grands nombres, (Ry + --- + R,,)/n
converge en probabilité vers E(R;) = > "1 yruk-

Elle converge donc en loi vers > ;_; yrux, donc la fonction
caractéristique de (R; + --- + R,,)/n converge vers la fonc-
tion caractéristique de la variable constante };'_; yrui. En
particulier, il y a convergence au point 1, et il est aisé de de
constater que Q(g, ..+ r,)/m(l) = (Ci; yee’™ /™)™, ce qui
donne le résultat voulu.

On sait donc que Vg—;d — Y. Comme d/(Sn) tend vers 0, le
lemme de Slutsky entraine que ¢# = Y. Comme Sn_ tend

Sn+d
vers 1, le lemme de Slutsky entraine encore que

Vn —
Sn+d Y

. V A
(e) On sait o 2; — W presque slirement, et la convergence
A A . V.
presque stire entraine la convergence en loi, donc g2 converge
en loi vers 1. D’apres la question précédente, IV a la méme

loi que Y, a savoir la loi de Dirichlet de parametre d/S.

Solution 26 1. Supposons que la série de terme général (90(;;) In>1
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converge et posons R, = Y% o(y-Pourn >1,0ona

tn = (5e() = (o = Bag1)g(n),
donc
S e = 3 (R — Rusn)o(k)
k=p k=p
n n+1
=Y Rip(k) — > Rip(k—1)
k=p k=p+1
= Ryo(p) — Rn19(n) + Y Ri(p(k) — ¢(k —1)).

k=p+1

Soit ¢ > 0. On peut choisir p tel que k£ > p entraine |Ry| < ¢;
alors pour n > p, on a

1> k] < [Rple(p) + [Ruleo(n) + Z | Ri|-[o(k) — (k= 1)|
k=p k=p+1
< 2ep(n) + Z —p(k—1)
k=p+1

< 2e¢p(n) +e(p(n) — v(p)) < 3ep(n).

Comme ¢(n) — +o0, on a alors

| Srzkl  — [ kel
———— = lim —F—
¢(n) notoo  p(n)

< 3e.

lhnn—%Hx

Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on a

T | Xk k] _

limy, 5 4 oo
¢(n)
ce qui donne le résultat voulu.
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2. On pose M,, = >}, W. Il est facile de voir que (M)

est une martingale centrée, avec

Var Xk
Var M,, = kz:l ()2
Var X
(k)Z 5
dans L?. Elle converge donc presque- stirement et dans L. Si on
pose = {M,, converge}, on a P(2) = 1. Mais d’aprés le lemme
de Kronecker Q C {(X7_,(Xx — E(X)))/@(n) — 0}, ce qui
donne

Comme la série de terme général la martingale est bornée

n n 1 1+% _
3. Ona ity = e+ D0+ )

logn logn
log(1+1) 1 - o
lognn ~ nlogn — 0(1/n), il vient

n+1 n 1 n 1
gt 1)~ dogn' Tt Hold/n) = (1424 o(l/n),

Comme

N n4l n
d’ou Tog(nsT) ~ Togn ™ logn En faisant des sommes télescopiques

et en utilisant le théoréeme sur les sommes partlelles de séries

n+l 1
positives divergentes, on obtient E(S,) = >, Togk ™~ fogn- On
prend alors ¢(n) = E(S,). La fonction ¢ est croissante ; comme
Var X log k . (s (. o
:(rk)2k ~ <&, qui est le terme générale d’'une série positive
convergente, on peut bien appliquer la question précédente :
%TE)S”) tend presque stirement vers 0, soit ( ; tend presque

stirement vers 1.

4. On prend ¢(n) = n®. ¢ est bien croissante On a Varey = 1.
Le théoréme de convergence donne la convergence de la série
aléatoire du théoreme 5, dont les sommes partielles sont M,
et alors, le lemme de Kronecker donne la convergence du théo-
reme 4.

Solution 27 1. Une famille de variables aléatoires équi-intégrable
est toujours bornée dans L.

375



