3.3 Théoréme de Radon-Nikodym

p. Mais a I'évidence, w — 1+ p((2) est une densité de u + [P par rapport
a p. On a donc p-presque stirement : f +g = 1 + , et, de méme,
fotgn =1+ . En particulier les suites (f,,) et (g,) sont presque
stirement bornées, p-presque stirement f,, tend vers f et g,, tend vers g.
On a dg‘; = %ﬁl%, soit f, = gnM, p-p.s. Sur 'ensemble {g > 0}, on
obtient donc p presque-siirement.

f=lim f,

n——+0oo
= mn%+oofn = mnﬁ+oo (gnMn)

= glim,,_, oo M, = gM.

Comme f+g =1+ presque slirement, f et g ne peuvent étre
simultanément nuls : on a donc p({M = +oo}N{g > 0}) = 0. De méme,
sur {M < +oo}N{g = 0}, on obtient p-presque slirement f = 0, ce qui
est impossible : on a donc p({M < 400} N {g = 0}) = 0. Finalement
p({M < +o0}A{g > 0}) = 0. Enfin

(AN {M < 4o0}) = /4 I
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An{M<+oo} g

= Mg dp
AN{M <+o0}

- MdP = / MdP,
AN{M <+o0} A

dp

car le théoreme de convergence des martingales entraine

P(M < 4o00) = 1.
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