
3.3 Théorème de Radon–Nikodým

ρ. Mais à l’évidence, ω 7→ 1 + µ(Ω) est une densité de µ+ P par rapport
à ρ. On a donc ρ-presque sûrement : f + g = 1 + µ(Ω), et, de même,
fn + gn = 1 + µ(Ω). En particulier les suites (fn) et (gn) sont presque
sûrement bornées, ρ-presque sûrement fn tend vers f et gn tend vers g.
On a dµn

dρ = dµn
dP

dP
dρ , soit fn = gnMn ρ-p.s. Sur l’ensemble {g > 0}, on

obtient donc ρ presque-sûrement.

f = lim
n→+∞

fn

= limn→+∞fn = limn→+∞(gnMn)

= glimn→+∞Mn = gM.

Comme f + g = 1 + µ(Ω) presque sûrement, f et g ne peuvent être
simultanément nuls : on a donc ρ({M = +∞}∩{g > 0}) = 0. De même,
sur {M < +∞}∩ {g = 0}, on obtient ρ-presque sûrement f = 0, ce qui
est impossible : on a donc ρ({M < +∞} ∩ {g = 0}) = 0. Finalement
ρ({M < +∞}∆{g > 0}) = 0. Enfin

µ(A ∩ {M < +∞}) =
Z
A∩{M<+∞}

f dρ

=
Z
A∩{M<+∞}

f

g
g dρ

=
Z
A∩{M<+∞}

Mg dρ

=
Z
A∩{M<+∞}

MdP =
Z
A
MdP,

car le théorème de convergence des martingales entraîne

P(M < +∞) = 1.
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