CHAPITRE 3 : Compléments de théorie de la mesure

La limite g est (€2, F2) — (E,B) mesurable comme limite simple
d’applications (2, F2) — (E, B) mesurables. 2

Pour tout w € 2, on a f,(X(w)) = ¢n(Y(w)) qui converge vers
Y (w), donc X (w) € C, et g,(X(w)) = fn(X(w)) converge vers Y (w).
Comme g, (X (w)) converge vers g(X (w)),onaY (w) = g(X(w)), ce qui
est le résultat voulu. v

Théoreme 28. Un produit dénombrable d’espaces polonais est polonais.

Démonstration. Soient (E;,d;) des espaces polonais Vu le corollaire
précédent, il suffit de montrer que [1. E; a une partie dénom-
brable dense. Notons D; une partie dénombrable dense dans E; et x*
un élément quelconque de [[; % E;. Posons D = U,>1& 5, avec
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n est dénombrable pour tout n, donc D est dénombrable. Montrons
que D est dense dans [[;-°7 F;. Soit x dans E et e > 0. Il existe n tel que
w27 " < . Par densité, on peut trouver y € E, tel que pour tout i entre
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+o0

d(z,y) = Z 27" arctan d; (x5, y;)
i=1
+oo
<22 zalrctabnd(x@,yZ )+ Z 2- arctand(a:z,yl)
=1 1=n+1
<Z2 Zd (x5, 95) + Z 2” 7T/2
i=n+1
<22 ‘e/2+ Z 27" /2
i=n+1

§5/2+2 "r/2 <e.

v

2. Cette propriété est bien connue pour des variables aléatoires réelles. Le cas des
variables a valeur dans un espace métrique sera traité en exercice.
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