
CHAPITRE 2 : Martingales

{1, . . . ,m} prenant ai fois la valeur i. On a la formule du
multinôme :�
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où la sommation a lieu sur les m-uplets d’entiers naturels de
somme n.

(c) On note ϕn : Rm → C la fonction caractéristique du vecteur
(Vn − d)/S. Montrer que

∀u ∈ Rm ϕn(u) = E
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(d) Montrer que Vn/(Sn+ d) converge en loi vers Y .

(e) Identifier la loi de W .

Toute la preuve semble reposer sur l’identité miraculeuse (2.4).
En réalité, l’équation (2.3) entraîne que les Ti sont échangeables,
c’est à dire que leur loi est invariante par toute permutation d’un
nombre fini de coordonnées. Dans ce cas, un théorème de De
Finetti–Hewitt–Savage entraîne que conditionnellement à une
certaine tribu T , les Ti sont indépendants et de même loi. Ici,
par exemple on peut démontrer que

P(T1 = t1, . . . Tn = tn|W ) =
mY
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ce qui entraîne (2.4).

Exercice 26. Loi forte des grands nombres de Kolmogorov.

1. Soient (xk)k∈N une suite de réels et ϕ une fonction croissante de
N→]0,+∞[ avec limn→+∞ ϕ(n) = +∞. On suppose que la série
de terme général ( xn

ϕ(n))n≥1 converge. Montrer que

lim
n→+∞

Pn
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ϕ(n)

= 0.

Ce résultat constitue le lemme de Kronecker.
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