
CHAPITRE 2 : Martingales
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FIGURE 2.1 – Sur le graphe ci-dessous, une simulation de la marche
aléatoire simple (ou marche de l’ivrogne) sur Z avec trois traversées
montantes de l’intervalle [−1, 2] entre les instants 0 et 100.

On a

U [a,b]
n =

nX
k=1

1{τk≤n}.

On a bien une description de U [a,b]
n à l’aide de temps d’arrêts. On va

maintenant relier ces temps d’arrêts aux variations d’une martingale.
Posons pour n ≥ 1 : Yn = (Xn−a)+

b−a et, par convention, Y0 = 0.
Comme |Yn| ≤ 1

b−a(|Xn|+|a|), Yn est bien intégrable. Comme (Yn)n≥1

est une martingale et que la fonction ϕ(x) = (x−a)+

b−a est croissante et
convexe, (Yn)n≥1 est une sous-martingale.

Montrons que 1{τk≤n} ≤ Yn∧τk − Yn∧σk : il y a trois cas possibles.
— si σk > n.

Alors τk > n : on a

1{τk≤n} = 0 = Yn − Yn = Yn∧τk − Yn∧σk .
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