
2.3 Convergence des martingales de carré intégrable

Soit donc ε > 0. On note que

Rn ≤ 2 sup
i≥n
|Xn −Xi|.

On en déduit {Rn > ε} ⊂ ∪i≥n{|Xn −Xi| > ε/2}. Ainsi

P(Rn > ε) ≤ P(sup
i≥n
|Xn −Xi| > ε/2).

D’après le théorème de continuité séquentielle croissante, on a

P(sup
i≥n
|Xn −Xi| > ε/2) = sup

N≥n
P( sup
n≤i≤N

|Xn −Xi| > ε/2).

La suite (Xn − Xi)i≥n est une martingale ; d’après le théorème 16,
la suite ((Xn−Xi)

2)i≥n est une sous-martingale positive : l’inégalité de
Kolmogorov nous donne

P( sup
n≤i≤N

|Xn −Xi|2 > ε2/4) ≤ 4

ε2
E(Xn −XN )2.

Ainsi
P(Rn > ε) ≤ 4

ε2
sup
N≥n

E(Xn −XN )2,

cette dernière suite tend bien vers 0, puisque (Xn)n≥1 converge en
moyenne quadratique.

X

Corollaire 3. Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
centrées et de carré intégrable. On suppose que

P+∞
n=1 E(Y 2

n ) < +∞. Alors,
la série de terme général Yn converge presque sûrement et dans L2.

Démonstration. Si on pose Mn = Y1 + · · · + Yn, on a déjà noté que
(Mn)n≥1 était une martingale centrée. Elle est bornée dans L2, car

E(M2
n) = Var(Mn) =

nX
k=1

Var(Yk)

=
nX
k=1

E(Y 2
k ) ≤ C =

+∞X
k=1

E(Y 2
k ) < +∞.

C’est une martingale bornée dans L2 : elle converge presque sûrement
et dans L2. X
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