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BILAN SOMMAIRE de la SESSION de 1994

La séssion de 1994 s'est déroulée suivant le calendrier ci-dessous .

ECRIT:
Mathématiques générales
Analyse
Mathématiques appliquées

La liste d'admissibilité a été affichée le 10 juin 1994 à Ia DPE,34 rue de Châteaudun ,
PARIS 9oet sur MINITEL.

ORAL:
L'oral a commenc é le 25 juin et s'est termin é le 24 juillet .La liste d'admission a été

affichée le 26 juillet à la DPE puis sur MINITEL.
Comme en 1993 , 484 postes étaient mis au concours cette année .Sur les 3242 inscrits,
1925 ont participé aux trois épreuves écrites .Le nombre d'admissibles a été de716
dont 38 candidats à I'Agrégation marocaine ou à I'Agrégation tunisienne .Ces 38
canditats n'ont pas passé I'oral devant le jury de I'Agrégation française et ne figurent
donc pas dans les statistiques d'admission .

Les admis se répartissent en 415 français, un ressortissant non français de la CEE et
-l étrangers hors CEE.Des statistiques détaillées se trouvent dans les pages suivantes .Le
premier admissible avait une moyenne de 20 sur 20 ,le dernier une moyenne 6,62 sur
2O.Le premier admis atteint une moyenne de 20 sur 20 et les derniers admis une
moyenne de 6,87 sur 20.

On constate avec plaisir la présence de 11 étudiants parmi les 50 premiers admis
Les 71 élèves des ENS admis se répartissent entre le premier et le 381ème rang .

Alors que seulement2I3 certifiés se sont présentés au Concours ,le nombre
d'étudiants présents est passé de379 en 1991 à 959 cette année .Les candidats ayant
reçu une formation d'ingénieurs, certains même ayant déjà exercé en entreprise ,sont de
plus en plus nombreux: 48 inscrits en 1991 et 193 cette année; 14 présents en 1991 et
55 cette année ; 8 ingénieurs ont été admis(es).

En conclusion cette année a été marquée par un accroissement important du nombre
de candidats confirmant ainsi I'attrait de ce Concours et du métier d'enseignant.
L'importance du nombre d'étudiants dans cet effectif souligne le rôle des universités
dans la formation des nouveaux agrégés ;les efforts consentis par celles-ci dans la mise
en place des préparations au Concours portent leurs fruits et doivent être soutenus .

19 avril de t heures à 15 heures
20 avril de t heures à 15 heures
2I avrll de t heures à 15 heures.



AGREGÀTION EXTERNE : }(ATHEI.iATIQUES 1994

les candidate étrangers Eont comPtée comme Ies autree dane lee histogralnmeE

tg25 Admiseiblee: 7L6 Admie z 42O

tg2} AdmiesibleE: 7L6 Admie t 42O
661 Admiesiblee: 196 Admisesz ].2L

1811 Admieeiblee: 668 Admis : 416
114 Admiaeibles: 48 ÀdmiE z 4

TOTAI,
Nés aprèe
FEI.TMES

FR,ANCAIS
ETRANGERS

Inscrita z 3242 Préeente :
L9422 Inecrite: 3231 Présente :

Inscritee: 1043 Préeenteg:
Ingcrite t 2969 Préeente :

Inscrite z 273 Préeente :

CENTRES D'ECRIT

TOURS
RÀBAT

ÀGREGATION EXTERNE : I{ATHEMATIQUES 1994

insc. PreE. admb. reçuE
DTVERS 90 35 5 2

AMIENS 54 19 3 1

BORDEAUX 11? 83 31 22
CAEN 77 51 12 4
DrJON 55 30 14 7

LrLLE 206 !20 32 16
LYON 150 108 65 45
MONTPELLIE 84 56 13 8
NANTES 168 96 L7 11
oRLEANS 48 29 I 6',
POITIERS 56 37 2L 9
RENNES LzL 81 2A 20
STRÀSBOURG 94 72 25 L2

inec.pree. admb. reçue
1s7 106 2s 9

BESANCON 57 33 L4 6

BREST 53 32 T2 7

CLERMONT F 48 29 13 6
GRENOBLE 117 7O 31 19
Lrl{oGEs]-7721
METZ 36 2L 4 L

NÀNCY 67 40 L2 7

NrcE 62 44 13 9

PARrS 875 464 207 158
REIMS 54 30 12 9
ROUEN 7t 25 4 0
TOULôUSE L74 116 43 20
SAINT DENI 22 11 1 1

TUNrS s5 31 16 0

Insc . Preg . Admb. Reçus . SuPPI
L272 9s9 437 274 0

9461L280
208 L20 25 6 0
s07 2r3 22 5 0
11?s6740
32L4760
249000
1s8310

AIX

CATEGORIES

DIVERS
IUFM 1 AI,L
ENS
BIADM
PLP2
ENS. PRIVE
INGENIEUR
CERT SÎAG

ACADEMIES

2923104
2A26230

Insc . Pres . Admb. !,eçue. SuPPI
300 139 64 19 0 ETUDTANÎ
68 48 18 12 O IUFM 1 NON

a7 74 74 7L O ruFl.l 2

312291OCERTIFIE
1560001.t.A

246 t24 13 5 0 FONCI.DrVE
193 55 2L 8 O SECTEUR PR

33L7400coNÎRAcr.P

AGREGÀTION EXTERNE :I{ATHEI'IATIQUES 1994

AGREGATION EXTERNE :MATHEI'iATIQUES 1994

Insc. Pres. Admb. Reçue. suppl Insc. Pres. Adnb. Reçus . suppl
PARIS8754642o7rseoÀIxuARsEL67LL2259o
BESANCoN5733L46oBoRDEAUX156963323o
CAEN 79 52 L2 4 O CLERMONT 48 29 13 6 i O

DIJoN5530L47oGRENoBLE1187L32190
LrLLE 206 120 32 16 o LYON 150 108 65 45 0

MONTPELLI 88 58 14 9 O NANCY MET 103 61 16 8 O

PoTTIERS 84 63 44 9 o RENNES I74 113 40 27 0

STRASBOUR 94 72 25 L2 o TOULOUSE L74 116 43 20 0

NANTES16896l711ooRLEANST77s21810o
REIMS 54 30 12 9 O ÀI'{IENS 54 19 3 1 O

ROUENT:-254OOLIMOGESLTT2lO
NICE 117 75 29 9 O ANTILLEG 26 9 O O O

coRsE6l0ooREUNrON24132lo
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È3REGATION EXTERNE:1.{ATHEM.ÀTIQUES 1994

lang leg etatietiquee qui suivent lee moyennes et quarÈilee portent
s-ir leg noteg non nullee

É:riÈ: épreuve 1 notes eur 20
tr'ombre de candidats présente: 2Og7
X,culbre de copiee blanchee ou nulleE: 41
soobre de copiee non nulles: 2046
ldcyenne des copies non nullee: 5.4
puartiles (arrondie à I'entier le plus proche) el:8 g2:5 e3z2

Écrit: épreuve 2 notee eur 20
X,qùre de candidate présents: L972
færbre de copiee blanchee ou nullee: 8
Xcmbre de copies non nulles: 1964
!{oyenne dee copies non nulleez 6.4
Q.rartilee (arrondis à I'entier Ie plue proche) e1:9 e2z6 e3:4

ÉcriÈ: épreuve 3 notes Eur 20
Nombre de candidata préeente: L925
Fosrbre de copies blanches ou nulles: 19
!{ombre de copies non nullee: 1906
!{oyenne des copies non nulleez 6.4
Quartilee (arrondis à I'entier le plus proche) e1:9 e2z6 g3:3

Qgartilee par option d'écrit (arrondis)

INFORMÀTIQUE 198 candidate Ql: 9 922 6 e3: 3
HECÀNIQUE 216 candidats Ql: 9 922 6 e3: 3
AI{ÀI,YSE NUMERIQU 822 candidate Ql: 9 g2z 6 g3: 3
PROBÀBILITES 670 candidats 91: 9 Q2.. 6 e3: 3

oral: épreuve 1 notes eur 20
Nombre de candidats présents: 651
Hoyenne: 7.3
Quartilee (arrondis à I'entier le plus proche) el:11 e2z7 Q3:4

OraI: épreuve 2 notes Eur 20
Nombre de candidats préeente: 653
Hoyenne: 6.4
Quartilee (arrondJ.s à l'entier Ie plus proche) e1:9 g2z6 g3:3

ÉcriÈ:'nombre de candidats ayant obtenu une moyenne eupérieure ou égale à
16: 4 15: 15 14: 35 13: 58 12: 81 11: 106 102 L42
9z 2O3 8: 285 7z 40O 6: 564 5: 786 4:1056 3:1355 2zt6L2 LzL779

nombre d'admieeiblee ayant obtenu une moyenne finale eupérieure ou égale à
I7z 5 16: I 15: 16 14: 26 13: 45 L2: 70 11: 95 102 L24
9: 161 8: 22O 7z 322 6: 42O 5: 542 4z 629 3: 650
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comp0sition de mothémotiques généroles

Les condidots composeronf sur du popier de composifion quadrillé 5 X 5

L'usoge de tout ouvrage de référence, de fout dicfionnolre ef de fouf matériel
élecfronique esf rigoureusement inferdif.

Lo clor-fé et lo précision de ta rédocfion seronf prises en comple dons lbpprécbfbn de
la copie.

Plus,ieurs dét'tnitions ou notations, imprirnée-, en italirlues, sont'introduites au fur et à mesure

dans l'énoncé du problème'

La lettre k désigne un corps commutatif infini et la lettre G un groupe. Les termes "espace vectoriel",
,,application Iinéaire" et "forme linéaire" signifient respectivement "k-espace vectoriel", "application

À.-iinéaire" et "forme ft-linéaire". Si Ir' est un espace vectoriel, le groupe des automorphismes de V
(c'est à dire des applications linéaires de V dans lui même qui sont des bijections) sera noté GL(V),

Def 1- [Jne action rJe G sur un espace uectorielV esl par conuention, la donnée d'un morphisme

d,e groy.pes p: G ---+ GL(V). On dit aussi que G agit surV. On notera souuent, pour g e G et

, èV, g.u au lieu, d,e p(g)(r). It faut noter qu'auec cetle conuention une action esl toujours
linéaire : g.(\1uyl\zuz): Àrg.r-'t *\zg.uz' Pour connaitre une action p d"e G surV, il suffit

d,onr: de sauoir, pour tout élément g d"e G, quelle est l'image par p(g) des éléments d'ttne base

de V.
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Def 2- Un, invariant pou,r l'actiort, de G sur \" est un élé.m,e.nt u d,e I'' t,e I qtte, 1tou"r l,ou"l, g € C;.
,.,n, ail, ll .'t,- u Les irtuariants fornten,t u,n sou,s-espace'uectorr,el, de V'que lton notera I,-r;,

Def 3- Si S: kiIr,...,f,,] désigne I'algèbre des poiynôrne.c àtt indé.termi,n,ées. à coeffici,r:n,t.s
dans k, on notera Sa le sous-espace uectoriel de S constitu,é d,u polynôme nul et d,es polynôrnes
homogèn,es de degré d. Tout polynôrne P de S permet de rléf,nir u,ne fonction de k" darts k ryte

l'on ap'pel,le la fonction, associée à P.

O-I- Soit E un en,.semble, On note F(E) l'ert,semble des fon,ctions de E duns k. On, peut
.rdditionner deur élément,s f1 et f2 d,e F'(E) en posant, pou,r e e E,(h +ÊXr) : .h(.")+.fz(e).
On peut aussi multiplier f1 pûr un scalaire ) e À en posant (f /rX.) - .\Â (e). Mrnti de ces

dettr lois, F(E) est rm espace aectoriel.

PARTIE I 
-PRÉLIMINAIRES-

Soit n un entier non nul.
1-1-Pourtoutentierientreletn,onsedonneunepartieinfinie A;de fr.SoitPe k[-Y1,...,f,,].
On suppose que la restriction à A1 x Az x...x An de la fonction associée à P est identiquement
nulle. Montrer que P est le polynôme nul.

1-2- On suppose ici que ft : R ou C. Soit [/ un ouvert non vide de k" (pour la topologie usnelle
d'espace vectoriel de dimension finie) et P € klXr,...,I,,l, On suppose que la restriction à L- de
la fonction associée à P est identiquement nulle. Montrer que P est le polynôme nul.

1-3- On choisit une action d'un groupe G sur un espace vectoriel I,'. Soit g € G,T e p(V) (cf 0-l)
er r, € tr/. On définit s.f e F(V) pa. (s./)(rt): .f (s-1.u).

1-3-1- Montrer que I'on a bien défini ainsi une action de G sur l'espace vectoriel F(.It 1.

L-3-2- Soit tr e V et 0,,: {g.rlg € G} sa G-orbite. Soit h € I|(V)G un invariant. Monrrer
que h est constant sur O,,. Si une fonction .f € F(\/) est constante sur toutes les G-orbites, est-elle
dans F(V')G ?

1-4- Soit r un entier strictement positif. On suppose que Ë est de caractéristique nulle ou de
;aractéristique ne divisant pas r'. On suppose aussi que Ë contient une racine primitive r-ième de
l'unité c,;. On note G - p,. le groupe des racines r-ièmes de I'unité dans,t constitué des puissances
de u. On fait agir G sur klX] via p(.a)(.X"): u)nXn.

L-4-L- Montrer que pour tout 9 dans G et pour tout P et Q dans A[-{], on a p(g)(P.Q) :
-, g)(P).pQ)(Q).

L-4-2- Montrer que fu[X]G : k[X'] où k[X"] est I'ensemble des polynômes de la forme P(X')
pour P un polynôme.

1-5- Soit G: Gl,(k). Gl,, (É) désigne I'ensemble des matrices inversibles nX n à coefficients
:ans É. Il agit sur É' par multiplication d'une matrice A de G par un vecteur colonne u de k' .

1-5-1- Soit P € A[Xl,...,X,].On notera aussi P € F(k") la fonction associée. Montrer que
:our tout g e G,g.P est encore une fonction associée à un polynôme de frlXr, ...,Xn] (cf l-3 pour
rr définition de g.P).

l-5-2- Soit u non nul dans k". Quelle est son orbite par G: C,ll"(k)?

1-5-3- Montrer que les seules fonctions de F(k" ), associées à des polynômes et invariantes par

-; : GI"(k), sont les constantes.
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pARl.IE II 
- 

pOLYNôMES E'I ACTIONS SUR DES ALGÈenpS-

Def 4- (Ine algèbre est un k-espace uectoriel A, muni d'une loi de composition interne, appelée

le prod,u,it, qui à (a1,a2) dans A-2 associe a1a2 rlans A et qui uérif'e :

o) (A,1,.) esl ,rl,n anneau commutatif et unitaire, L'élément neutre mtt'ltiplicatif sera nolé

!11 (on simplent'enl7 si aucttne confusion n'en rés'ulte)'

b) Pour ton't (a1,az) € A2 et À e k, on a À(a1or): Q'a1)a2: o't(\az)'

(Jne -cou.s-algèbre d,'une algèbre est un so'tls ensemble qui est à la fois un sous es[)ace uectoriel

et un so,us-anneau unitaire. Soit E un ensemble. L'espace aectoriel F(E) des fonctions de E

d,ans k est aussi une algèbre. Le produit y est défi,ni, par (hTz)("): rr!)rzG). L'unité est Ia

fonction constante qui à tout élé'ment de E associe 1e k'

Def b- []n rnorplrisme rl'algèbres d'une algèbre A dans une algèbre B est une application a de

A d,ans B qui est simultaném,ent un morph,isme d'espaces uectoriels et d'anneaur ttnitaires. En

parliculier il enuoie 14 sur lB et satisfait, pour tout (ot,or) e A2, à a(a1a2) : a(a,t)*("r)'
[Jn automorplr,isme d.e I'algèbre A est un morph,isme d'algèbres de A dans A qui est bijectif.

L'inuerse est alors aussi un morph,isme d'algèbres. L'ensemble des automorphismes d'algèbre

d,e A forrne un groupe pour la composition, appelé groupe des automorph,ismes de I'algèbre A,

Def 6- (Ine action d,'un groupe G sur une algèbre A est la donnée d'un morplr'isme de groupes

de G uers Ie groupe d,es autontorphismes de I'algèbre A. Autrement dit, il s'agit d'un morplr'isme

p d,e G uers le groupe d,es automorph,ismes de k-espaèe uectoriel de A, satisfaisant en outre à
'p(g)(o.(,z): 

p(g)Gr)p(g)(oz) et p(s)(I):7 pour tout s € G,a1 € A et a2 € A' L'ensemble

Àê' a"t iinaariaits (o,u ,"r, de ta définition 2) forme alors une sous-algèbre d'e A'

Del 7- Si A est une algèbre et f1,...,fn des éléments de A, on note klrr,.",r^l I'image

d,u morphisme d,'algèbrei r : klXy,,..,X,] -+ A qui est défini par r(Xa): fa' On dit que

klTr,...,f^l est engendrée par les n éléments f1,"',Ïn'
Def 8- soit (e;)1ai<n une base d,e v supposé ici d,e d'irnension finie' on nolera xÎ, "', xl la

base d,uale ' ùy(r-r", + , + rnen) : r,i. Soit F(V) I'algèbre de loutes les fonctions de V dans

k. Les éléments X! engend,rent une sous-algèbre de I'algèbre F(V), que I'on notera S(I/)

Les éléments de S(V): frlxf ,,..,X2] sont appelés /es fonctions polynômes deV'

2-1- On reprend ici les norations de la définition 8. A priori, la sous-algèbre S(V) de F(Iz) introduite

dans cette définition dépend du choix d'une base de V.

Z-L-L Montrer que la sous-algèbre ,9(V) est indépendante du choix de la base de V.

2-L-2Montrer que le morphisme d'algèbres qui à X; associe XnO est un isomorphisme de I'algèbre

s : klxt,. . ., xn) deb polynômes à n indéterminées vers I'algèbre s(I/).

2-1-B-On note s(V)a I'image de Sa par I'isomorphisme de 2-l-2. Montrer que S(V)a ne dépend

pas du choix de la base de V.

Dorénavant, dès qu'une base de v est choisie, on identifiera s(v) et .9 : klxr,. ..,x'n)
et on notera X; Pour Xlo'

2-2- On se place dans la situation de 1-3.

2-2-L- Montrer que l'action p de G sur l'espace vectoriel F(V), action définie en 1-3, est en

fait aussi une action de G sur ltalgèbre F(V).

Z-2-2- Montrer que, pour tout d > 0, S(V)a est stable pour cette action, c'est à dire que pour

tout 9 e G, p(g)(S(y)a) est inclus dans S(V)a.
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2-2-3- Prouver que

s(v)" : o(s(v)G n s1v14;.
d>o

PAHTIE III- EXEMPLES-

3-GROUPE SPÉCIAL LINÉAIRE-

Soit Z un espace vectoriel de dimension finie n et r un entier strictement positif. On suppose
que À est R ou C. Le groupe des automorphismes de Z est noté GL(V).

Soit G : SL(V): {g e GL(V) | det e: 1}.

Ce groupe agit sur V' de la façon diagonale suivante :

g.(q,. ..,u,) : (g(rt),. . ., g(r")).

Soit t/, le sous ensemble suivant de V' :

{(rt,. ..,1)r) eV'l la famille ul,...,?, est linéairement indépendante dans trz}.

3-1- Montrer que U, est un ouvert de V'.
3-2- Montrer que pour r I n, LL, est une orbite de G . En déduire que alors S(I,r'f : 1t.

3-3- On suppose que r : n. On fixe une base e : (et, ..., en) de V. Soit / (rr, ..., a,) :
detr(ur, ..., an), le déterminant des vecteurs ot, ..., ern dans la base e.

3-3-1- Montrer que "f € S(V\G.
3-3-2- Montrer que tout élément de Un a dans son orbite sous G un élément unique de la forme

,,tt. ..t€n-r,aen) pour un élément a e lc que I'on calculera. En déduire que S(V")G : kV).

+ - QUELQUES GROUPES FrNrS-

Def 9- Soit A une ulgèbre. On dit que A est une a\gèbre de polynômes s'il etiste n e N, fi €
-{...', ïn € A, tels que Ie morphisme d'algèbres 7T i klXt,...,Xn) --+ A qui est défini, par
- X1) : .f6 soit un isomorphisme.

4-1- Soit G : 6n le groupe symétrique des bijections de l'ensemble {1,...,n} des n premiers
entiers non nuls. Soit n e Én, on pose r(Xt) : Xn(i), ce qui permet de définir une action de G

algèbre de polynômes ?

4-2- Soit G : Zl2Z. On note I et e les éléments de G et on suppose ici que la caractéristique de
À: est différente de 2. On fait agir G sur I'algèbre klX1,...,Xnl par e .X1 - -X j.

4-2-L- Montrer que k[X1 ,...,Xn]G : klx?,...,XiXi,...,X'").
4-2-2- Montrer que pour n )- 2,klXt,...,,Xn)G n'est pas un anneau factoriel. Pour quelles

valeurs de n, klXy,... ,Xn]G est une algèbre de polynômes ?

4-2-3- Montrer que si P est un polynôme de klLr,V,W) tel que P(X',XY,Y2) est nul dans
;: X,Y), alors P est divisible par V2 - LrW .
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Indication : On pourra utiliser sans la prouver la version suivante de la division euclidienne : si D

est un anneau commutatif unitaire et intègre, si A et B sont deux polynômes de DlVl, avec B non

nul et unitaire, il existe Q et Rtlans D[V] tels que A -- BQ*Â et, soit R : 0, soit rlegR < degB'

4-2-4- Montrer que klXz,XY,YTI est isomorphe à k[[/, V,Wil(V2 - UW)'

5 et 6-GROUPE ORTHOGONAL--

Dans 5 et 6, le corps k est le corps des réels.

b- Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n muni d'un produit scalaire et O(V) le groupe

orthogonal correspondant. Il agit naturellement sur V. Soit (tt, " ', err) une base orthonormée de V'

On en déduit une identification entre S(V) et k[X1 ,' ' ' , Xn)'

b-1- Montrer que tout élément o de V a dans son orbite sous O(Iz) un unique élément oe1 où o est

un réel positif ou nul que I'on déterminera.

5-2- En déduire que S(Ir)o(v) - R[X? + "' + X'z")'

G- Soit E:R2 muni du produit scalaire usuel : si r : (rt,*r) eta - (at,ar) sont deux éléments

de E, r.A -- :r1r2 I yflz.On note e : (er, e2) la base canonique (donc orthonormée) de E. Soit

V : 82"- R4,lui aussi muni de sa base canonique, et G -- O(2) le groupe orthogonal de E. On

fait agir G sur V de façon diagonale par g,(r,y) -- (g(r),g@)). Soit F(r1 ,rz,A7,Uz): F(*,V)

une fonction polynôme de V qui soit G-invariante'

6,1- Soit f/ e R[x1, xz, xs]. soit .L € R[X1 , Xz'Yt,Y2) défrni par L(r1,12,a7,uz) : H(rtAt +
rzyz,r? + rZ,a? + aD : H(r.v,r,t:,a'v)' Montrer que 'L est G-invariant'

6-2- On pose, pour tout (4, b,c) e R3,K(o, b,c): ]r(o,0,b,c)' Montrer que K est un polynôme

en a2 rbz,c2 rab.
Indication : Utiliser des éléments convenables de G, notamment la symétrie orthogonale d'axe

Re1 et 4-2-1.

6-3- Montrer que tout élémen: (r,y) dev a dans son orbite sous G un élément (u,o) où u est

proportionnel à e1. En déduire qu'il existe un polynôme M e R[Lt,y,W)et un entier a positif ou

nul tels que, si r l0 :

6-4- On se donne deux polynômes P et Q dans p.lu,V,Wl. On suppose qu'il existe deux entiers

positifs ou nuls p eT q tels que pour tout r ety dans 'E - {0} on ait :

@.y)' P(*.A, r.r,a.y) : (r'r)q Q@'V, r'r,a'Y)'

Monrrer que les polynômes we.P(u,v,w) etvq.Q(Lt,V,W) de R[t/, v,w) sont égaux.

6-5- Montrer que :

R[Xr ,Xz,Yt,Yr)" : R[X1]'1 t XzYz'X? + X3'Yl +Y"l'

7-CONJUGAISON-
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Soit .E un C-espace vectoriel de dimension finie n et V : Endc(E) I'espace vectoriel des

endomorphismes de E. Soit G : GL(E). On fait agir ce groupe sur V par :

-lg.a:go,g

7-1- Montrer que l'ensemble [/ des éléments de V dont les n valeurs propres sont distinctes est un

ouvert de V. Soit u un élément de [/. Décrire I'orbite de u sous G'

Z-2- Soit A e V et PA(T): det g.Id - A) e frf?] son polynôme caractéristique. On définit n

fonctions rr,. . .rrn de I/ dans k Par :

PilT) : Tn - rt (A) T"-L +' .' + (- 1)" -t r^-t(A) T + (-I)" r"(A)'

Vérifier que pour tout j entre 1 et n, ri € S(y)G.

7-3- Montrer que SV)G : lclrt,. .' ,rnl.

PAHTIE IV- LES FORMES BINAIRES-

Dans cette partie G est le groupe SL2(k) des matrices 2 x 2, de déterminant 1, à coeffrcients

dans un 
"o.pr 

I algébriqu"*"rrt clos de caractéristique nulle. Il agit naturellement sur k2

et I'on obtient grâce à 1-3 et 2-2une action p sur I'algèbre k[X,Y]. Explicitement,

,t n: (î rr) , sL2(k), p(g)(x):6x - PY et p(s)(Y): -'yx * aY.

On note p4 I'action de G dans Ra: lclX,Y]a, I'espace vectoriel des polynômes homogènes de

degtê d. Ceci permet de définir une action 14 de G sur S(Ea), I'algèbre des fonctions polynômes

sw.Ra (voir 1-3 et2-2).

8- UN EXEMPLE (d=2) -
On suppose ici que d : 2 et l'on rappelle que k est algébriquement clos de caractéristique nulle.

Toutélémentde.Rz s'écrit uX2 +uXYlu,Y2 d'oùuneidentificationdeS(.R2)etde klu,u.wl.

8-1-

a, n : (î Ut) , SL2(k), montrer que (r'2 (s)P)(u,u,u) est la fonction :

P(azu+ aju lt'*,2aBul (a6* gù, +216w,92u+ B6u a62u).

En déduire que le polynôme L,(u,,u,r) : u2 - 4uu appartient à S(-R2)c.

E-2- Montrer que pour tout choix de (u,u,,u) e k3 tel que u + 0, 1l existe g e G tel que

;2(g)(ux2 | uxY + wY\ : x2 - 
L'(u'-u'w) 

n2. En déduire que s(R )G: k[a].
.t

e- cAS CÉNÉnnI--

Uaction ra de G sur .S(r34) laisse stable chaque sous-espace vectoriel S(Ra)" (e > 0), et définit

une action de G sur S(Ra). que I'on notera 2r4,". Soit m(d,e) la dimension sur É de ltespace
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vectoriel des invariants de cette dernière action r4,".La but de cette partie est de donner

une formule permettant le calcul de m(d,e). On rappelle Que Pa est déflni au début de la partie IV.

Soit a € A'. Si a est non nul, on note sa|u,ut"n, (3 ,9, ) 
de SI2(,t).

g-1- Ecrire la matrice de pa(g") dans la base (Xd, Xd-rY,...,yd) de Ra et montrer que la trace

ad+t _ d-@+r)
de pa(g") vaut

-1d-a

9-2 Montrer que (Rs)G : lc et que, pour d > 0, (Ea)G : 0.

Def 11- Soit H un groupe et h e H.Soit I un ensemble f'ni d'indices et (ri)ir1 une fam'ille
d'actions de H sur des espaces aectoriels de dimension f,nieVt. La sornme directe des tr6, notée

r : @terr;, est l'action de H sur On., V; d'éfinie par \h)((ut)rcr):,(r';(h)(r';));.r. En

particulier-, si p est une action de I/ sur V, on définit pour ft € N une action pk de I/ sur Vk pat

pk(h)(ty, . . ., u*) : (p(h)(u1), . .,, p(h)(rr)).
g-B- On utilise les notations de la définition 11. Montrer que la trace de zr(h,) vaut la somme, sur

I'ensemble 1, des traces de r;(h).

g-4- On admet que pour toute action À de G - SLz(h) dans un espace vectoriel l" de dimension

finie, il existe, pour toùt entier d> 0, un entier n(d) tel que:

a) n(d) est nul sauf pour un nombre fini de valeurs de d.

b) il existe un isomorphisme 0 entre Ooro Ri@ "tV'
et c) pour tout g € G, Oato pi@ Q) : 0-r o )(9) o d'

ad+t _ a-@+t)
g-4-t- Montrer que la trace de À(9.) vaut alors ! n(d)

d>0

g-4-2- En déduire que les entiers n(d) sont uniquement déterminés par ).
g-4-3- On rappelle qu'un polynôme de Laurent est un élément de kfa, a-1]. Montrer que

dim6(Vc) est le coefficient de a dans le polynôme de Lauren, [(" - a-1)Trace(.ltg"))].

g-E- Soit B : (bt,i)t!i1n,rlj!n une matrice inversible. On lui associe un automorphisme, toujours

notê B, de I'algèbre klXr,. . ., Xnl défini par :

(B.P)(r1,. ..,rn) : P(B-I

Soit lr.(B) la trace de la restriction de cet automorphisme à I'espace vectoriel klXr,.,.,,{,,]". On

note 1,, la matrice identité de taille n x n. Enfin k[17]] représente I'algèbre des séries formelles en

I'indéterminéeT à coefficients dans k.
g-b-l- On considère le polynôme en ? suivant : det (1,, - B-rT).Montrer que ce polynôme

a un inverse dans I'algèbre des séries formelles ktt"]] On notera dans la suite cet inverse

(det (1, - B-1T))-r.
9-5-2- Montrer que si B est triangulaire supérieure (c'est à dire b;,i : 0 si i > i),les séries

formelles, I tr"iA1?" et (det(t' - B-!T))-1, sont égales dans ktt"]].
e)0
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9-5-3- Montrer que l'égalité de 9-5-2 est encore valable que B soit triangulaire ou pas.

Indication : On pourra utiliser la question 2-1.

9-6- Soit Xa,"(a) la trace de ra,"(go). Montrer que :

D,*^,"(o) r" : lQ - a-(t 
"X1 

- t-d+z T)...(r - ad t)]
e)0

9-7- Soit Zlulllwll I'anneau des séries formelles en I'indéterminée tr4r à coefficients dans ZlUl.
Soit Fy(I4z) l'élément de cet anneau défini par

Fu(W): (1 - W)(1 -Lr W)... (1 - UdW).

Montrer qu'il existe des polynômes Ma,"(U) e ZlLfl tels que

lFu(W)l-, : D Md,"(U) W".
e)0

On définit les entiers c(d,e,i) par Md,"(LI): D;>o c(d,e,i)(i'.

9-8- Montrer que Xa,"(a) - o-deMd.,"(o').

9-9- On rappelle que, par définition, m(d, e) est la dimension sur k de S(Ra)? . Prouver que

m(d,e):0 si de est impair et que si de est pair:

m(d,e) : c(d,e,def 2) - "(d,e,(del2) - 7).

PAHTIE V-GROUPE SYMÉTRIQUE

Dans toute la partie V, et donc jusqutà la fin du problème, le corps k sera supposé
de caractéristique nulle.

1O-POLARISAIION-

Soit B une algèbre. Soit /(U1 ,. . . ,Un) un polynôme en les n indéterminées à coefficients dans B.

On définit un polynôme Duy en les 2n indéterminées (t/r ,. . . ,Un, ).1, . . . ,Yn) par

Du,v T@t....,(Jn,Y1,. ..Yn) : Y#+ "' + Y"#

Pour simplifier l'écriture on posera(J : (Ur,...,Un),Y : (Yt,...,Yn) et on notera BIU] pour
BlUt,. . . ,[Jn) et BIU,Y] pour Bltlt,. . , ,(Jn,Yt,. . . ,Yn].

On rappelle qu'une application D de BIU) vers BlU, Y] est une dérivation si elle est B-linéaire
(c'estàdiresi D(h/.1+bzPz):hD(Pt)+b2D(Pz) pourtout(b1 ,br)€Bz et(Pt,Pz)eBlu)'z)
et si elle satisfait à D(PQ) : PD(Q) + QD(P) pour tout P et Q dans B[U].

10-1- On suppose ici que k: R. On considère I'application À de R dans BIU,Y) donnée par

t r+ f (U1 * tYt,Uz I tYz,. . . ,(Jn -l tY") : Sç71 .
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Montrer que Dry,y'f : À'(0) . En déduire que l'application qui à / associe Dul T est une dérivation
de BlUl dans B[U,r].
On adrnet dans la suite que ce résultat est vrai pour tout corps fr.

lO-2-Montrerquesionsedonnepélémentsht,...,hrdeBluletsi/appartientàB[h1 ,...,ho),
alors l)u,y/ est un élément de Blh1,. . . ,hr,Duyht,. . . , Du,yhr).

10-3- On suppose qu'un groupe G agit sur l/: k" donc aussi (cf l-3 et2-2) sur S(V): k[U]. On
le fait agir sur V2 par

Ceci permet de définir une action de G sur klLl,Y). Montrer que si f e tSUl est invariant pour
I'action de G sur k[[/], alors Duyf est invariant pour I'action de G sur klu,Yl.
IO-4- Soit / un polynôme non nul de kfUl,, c'est à dire un polynôme homogène de degré r. Pour

tout entier p ) I, on se donne rz indéterminees Ujel ,...,UP1. on pose ryln) : (ljol,...,UP\ 
"t

on identifie 6rlti s1 L/. Soit ,^/ > 1 un entier. On définit un polynôme /,1' en les ly'.n indéterminées

(ujol)r3,gr,tljsn par | 
î* : rsi .rf : 1

1t(Uttl,. .', U[t] ) : Dll.urNtDu,uttt- t1' . . Ds,r.ltl/ si -l/ > 2.

On notera l'ordre dans lequel les indéterminées sont écrites dans ces polynômes.
Pour N:rt on dit gue,flr: /, est la polarisation totale de 

"f.
10-4-1- Soit /:1ultl,...,6liNl) un polynôme en les nl/ indéterminées, à coefficients dans h,

homogène de clegré d en les indéterminées U[1] : (U{tl ,. . . ,U*l).
Soit Q(rrttl,. .. , Ulnrl, UIN+1I): (Duu,u1'1,1P)(t/[1],..., prlr4,1rlr+t)). Montrer que :

Q(Utt1,..,, U[t-t), 6rlnl, Utt]) : 4 pçglt),. . ., Ulru);.

LO-4-2- Montrer que pour tout p entre I et N, il existe une suite de r entiers (or, ...,or),
avec 1 I a; .-N, telle que le polynôrne fr soit le produit d'un élément de /i' et du polynôme

1,(Lrl"'1, . . . ,(Jlo,l) oU Î est la polarisation totale de /.

1l-ACTION DIAGONALE DU GROUPE SYMÉTRIQUE-

Le groupe symétrique G,, sera noté G dans cette paftie. Il agit sur I'algèbre des polynômes en

les n.ly' indéterminées A: ttlUjil\1;3N,1Si(n pâr i

".@:nt): u)!l,t.

11-1- Soient gt,...,g' les fonctions symétriques élémentaires en les variables (Jt,...,U". Elles

sont définies par :

71i1(i21..'{i,3n.
9r(Ut,. " ,Un) :
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Leurs polarisations totales sont notées Qr,. . .,0",. Montrer que :

ç,lUltl,"' ,Ul'17 - D L'::) U:!
(ir,...,i") est une suite de

r entiers distincts entre 1 et n

Ll-2- soit M I'ensemble des e : (o, , . . . , ûr) où 1 ( at t I{ et 1 ( r' I n. on définit, pour
ae M, fodans Apar:

,1,.çrlr'1,. ..,(Jlil,. . ., U[N]) : i O,gll^,l,...,Lllo,l).

Montrer que ces polynômes ry'o sont invariants par l'action de G :6r, sur ,4.

11-3- Soient a7t. . ., c,y des entiers positifs ou nuls et u : ar *' ' . I aN.On définit un élément Po
de ,4 par :

pr(utrt,, .., ulNl; : D l"j',)", . ,.@jN)1"* .

t<i3n
Soit â, la polarisation totale du polynôme de Newton o, défini par :

o,(u): D (u)" .

71j1n

Montrer qu'il existe des entiers 9t,...,8, entre 1 et I/ et ) dans k tels que :

P"(UltI,, . ., [/[Nl ) : Àî,(U10,1,. . .,UlÊ,11 .

En déduire que P" peut s'exprimer comme un polynôme à coefficients dans fr en les do où les indices
a prennent toutes les valeurs possibles dans M.
LL'4- On note Qt,. . . ,Vn-7les fonctions symétriques élémentaires en les n-1 variables (J2,.. . ,(Jn.
On pose U : (U2,...,Un). Montrer que I'on a les relations suivantes entre les tp. et les p,. :

VJU) : Vt(U1 - (Jr, et pour r entre 2 et n - I,g,(t) : p,(U) - hç,_t (t) .

En déduire que les polarisations totales des p", que I'on notera @r, s'expriment comme des polynômes

en les /o (pour a € M) avec des coefficients dans fr[U{1],... , Ujtl] .

11-5- Montrer, par récurrence sur n, que I'algèbre 46" est la k-algèbre engendrée par les polynômes
ry'o où a prend toutes les valeurs possibles dans M.

12-APPLICATION-

Soit G un groupe fini ayant n éléments et rr une action de G sur kN : V. On notera

gt,...,g,, les éléments de G. Soit u un vecteur de V : ÉN. On notera @l|1,...,rttl) les l/
coordonnées de r'(gi)(z). Enfin si,I € S(y): k{lll,...,U{M], ondéfinit ÏçUttl,...,UlNl) dans

t: t'luliollii;<.i p- 
'

lqut't,.,,,ulNt ) : : t Jgjtt,..., u.lrl).
71j1n
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tZ-L- Montrer que si J e S(V)G et si le vecteur u et les scalaires ,!il sont comme ci-dessus, alors :

ï@tit,. . .,r,t:t, . . ., rfll) : ./(") .

L2-2- Montrer qr" î e A6" (l'action de 6n sur A est celle de la question 1l).

]-,2-g- Soit I l'ensemble des suites a : (or,. . . , o") telles que

1(cvt

Soit 7 l'application de X vers l'ensemble des polynômes de degré inférieur 9-g égal. à- rr,.qui à a

associe l(q) : Xo, .. . Xo,. Etudier .y et en déduire que le cardinal de I est (N+1):'JN+n) - 1.

tZ-4- Montrer, en utilisant 11-5, que S(V)" est une algèbre engendrée par un nombre fini d'éléments

de 5(V). Donner un majorant de ce nombre de généraTeurs en fonction de n et de l/.
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Épnor-rvs DE MATHÉuarreuus cÉNÉRALES

Le problème aborde quelques exemples et r'ésultats de la théorie
classique des invariants. Il s'agit, étant donné un groupe G opérant linéairement
sur un espace vectoriel V, de trouver tous les polynômes sur V invariants par G.
L'algèbre de ces polynômes invariants peut être de structure compliquée. Nagata
a pu donner en 1958 un exemple d'action d'un groupe sur C13 dont I'algèbre des
invariants n'est pas engendrée par ul nombre fini de générateurs.

Les mathématiciens du dix-neuvième siècle étaient très familiers avec
I'essentiel de ce que I'on désigne dans I'enseignement comme "mathématiques
modernes". Le programme actuel de I'agrégation est bien adapté à l'étude des
invariants avec les méthodes des pionniers que furent notamment Cayley,
Sylvester, Salmon, Mollien, Gordan, Schur, Capelli etbien d'autres.

Les deux résultats les plus consistants établis dans le problème de
mathématiques générales sont d'une part Ia formule de Cayley-Sylvester pour les
invariants des formes binaires (question 9-9) et d'autre part une description des
invariants de I'action diagonale du groupe syrnétrique (question 11-5 ). On déduit
facilement de ce dernier résultat que I'algèbre des invariants d'un g"oupe fini est en
caractéristique zéro engendrée par un nombre frni de générateurs dont on peut
limiter le nombre et le degré (dernière question). Les outils de I'algèbre
commutative moderne, c'est à dire de la fin du 19ième siècle et du début du 20ième,
ont permis de considérablement généraliser ces résultats. En particulier David
Hilbert a donné en 1893 une démonstration remarquable du fait que I'algèbre des
invariants d'un groupe compact est engendrée par un nombre frni de polynômes. Il
lui a fallu prouver au passage que les idéaux des anneaux de polynômes sont de
type fini, ce qui est fondamental mais à ne pas confondre avec la question posée
plus haut. Ces méthodes reprises et améliorées par Emmy Noether ne permettent
cependant pas facilement de trouver de façon constructive un système
générateur. Ce problème n'aborde pas la question fondamentale des syzygies,
c'est-à-dire des relations entre les générateurs puis des relations entre ces
relations, etc, point de départ de I'algèbre homologique.

Questions et réponses

Une épreuve écrite consiste pour un candidat à rédiger un texte. Ceci
nécessite un effort de communication. Il ne suffrt pas d'avoir raison, il faut encore
donner les moyens aux correcteurs de s'en convaincre. Ce qui demande rigueur,
précision, limpidité. Les ambiguTtés dues à des formulations difficilement
compréhensibles, à des quantifrcations molles, à des phrases sans sens ou à une
écriture illisible ne peuvent profrter au candidat. La concision peut concourir à
cette clarté.

1- La première partie est I'occasion de traiter quelques exemples très
simples, action de racines de I'unité sur le corps k, action de GL"(k) sur kn, et
d'établir un minimum de résultats sur les rapports entre polynômes et fonctions
polynômes. La première question a été assez déterminante. De très nombreux
candidats semblent penser qu'une fonction polynôme non nulle en n variables ne
peut s'annuler que sur un ensemble fini. Ce résultat, essentiel pour n=1, est
inexact pour n plus grand. Le cas d'une forrne linéaire non nulle ou de l'équation dtrn
cercle réel le montre clairement. Mais trop de candidats ont des polynômes à n
variables une vision totalement formelle, reposant uniquement sur le maniement
des multi-indices, très éloignée de tout objet compréhensible.
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La seconde question a parfois été démontrée en faisant appel au
théor.ème du prolongement analytique plutôt qu'à la première que,stion. Mais il
fallait savoir prouver qu'une fbnction analytique identiquement null_e a tous ses

coefficients dè TaylorJ nuls. On devait alors évoquer la formule de Taylor et
constater que le prolongement analytique était en fait inutile.

Utte eireut su{prenante a pourtant été assez fréquente. Pour beaucoup

de candid,ats un ouvert de Rn est toujours un produit d'ouverts de R. La topologie

de Rn , bien qu'obtenue comme topologie produit, permet heureusement plus de

libertés.
En 1-3-1, il fallait vérifier que g.f est linéaire, que I'application qui à f

associe g.f est elle aussi linéaire, QU€ I'application qui à g asso_cie -g.f est
multiphàtive ( tout cecijoint à la constatation que l.f=f, permettant d'établir que
I'application qui à f associe g.f est inversible si ceci n'avait pas
prôùvé avant). Tout ceci demandait de comprendre l'énoncé et d
vérifications certes assez fastidieuses. Mais les candidats ont
prouver qu'ils sont capables de rédiger avec rigueur et précision, tout en restant
concis.

2-La résolution de Ia deuxième partie nécessite essentiellement de
remarquer que les formules de changements de bases sont homogènes de degré un.
Une faute fiéquente, et dénoncée de rapports en rapports_, est de croire que des
sous espaces vèctoriels sont globalement en somme directe dès qu'ils le sont deux à
deux

3-Les questions du 3 sont facilement traitées par les candidats
connaissant les ouhls de base d'algèbre linéaire et le minimum sur Ia réduction des
endomorphismes, par exemple lorsque Ie polynôme caractéristique est scindé et à
racines simples. l,e g-f se fàit plus facilement quand on connaît les mineurs des
matrices. ia technique introduite en 3-3-2, à savoir trouver un élément
remarquable dans chaque G-orbite, sera d'un usage constant dans la suite.

4-La question sur les polynômes symétriques est une pgre question de

cours. Elle fournit I'occasion de rappeler I'importance de l'unicité de l'écriture d'un
polynôme symétrique comme polynôme en les fonctions symétriques élémentaires.
L'expériencê de I'oral du concours montre que ,ce point n'est pas souvent jugé à sa
justô valeur. II en est d'ailleurs de même avec beaucoup d'autres énoncés d'unicité
(réductions, clas sifi cations, décompositions,.. .. ).

Les questions suivantes montrent qu'il n'est pas toujours vrai qu'une
algèbre d'invariants, même engendrée par un nombre frni d'éléments, soit une
d[ebre de polynômes. La simple multiplication par -1 sgr un plan en donne un
eiemple. On tiouve au passage I'exemple le plus parlant d'un anneau inêgre,non
factor:iel, à savoir A = klX,Y ,Zilll(fV-ZT).Larelation XY = ZT que l'9q u posé dans
Aruine tout espoir d'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles.

5 et 6- Le début nécessite de savoir que les sphères sont les orbites du
gïoupe orthogonal et de comprendre comment une sphère est coupée par une demi-
droite issue de son centre. On en déduit que tout polynôme invariant est un
polynôme en la norme. Un petit ar évoqué, restait
nécessaire pour passer en un polynôme

ia suite donnait uhe version cas d'égalité des

triangles. La démonstration demande que formelle des
candiâah. A noter que le produit scalaire sation, au sens-dtr
10, du carréde la nôrme. La polarisation est un procédé naturel pour, à partir des
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invariants d'une action donnée, trouver des invariants des actions diagonales. Ceci
sera développé dans les questions du 10. A noter aussi que le résultat prouvé à la
fin du 6 se généralise à un nombre quelconque de vecteurs mais que les
démonstrations sont plus sérieuses.

7 -Le tout début nécessite de connaitre un minimum sur la
diagonalisation des endomorphismes complexes et sur Ie comportement de ceux-ci
sous de petites perturbations. La frn du 7 demande un peu plus en obligeant à
utiliser les polynômes symétriques puisque la conjugaison "restreinte" aux
matrices diagonales revient à permuter les valeurs propres.

8 et 9-Les bonnes copies abordent le domaine des formes binaires. En 8-
2 on reconnait la méthode usuelle de résolution des équations du second degr'é. Un
peu de familiarite avec les formes quadratiques permet de résoudre sans calculs le
8-1. La diffrculté est plutôt conceptuelle. Il faut accepter de travailler avec les
polynômes définis sur un espace vectoriel qui est lui-même un espace de
polynômes.

La formule de Cayley-sylvester établie en 9-9 est d'un secours modéré
pourbien comprendre la structure des invariants. Avec un peu de travail on peut
certes grâce à cette formule établir que les invariants en degré trois sont
engendrés par le discriminant des formes cubiques. Mais à partir du degré cinq les
calculs deviennent très pénibles. Pour plus de détails on renvoie à I'article de
synthèse de Dixmier. Le résultat admis en 9-4 dit d'une part que les
représentations de dimension frnie de SLz(k) sont complètement réductibles et
d'autre part que I'on en a une liste complète avec les formes binaires. Les
démonstrations ne sont pas diffrciles mais auraient alourdies le problème. On
renvoie au liwe de T.A.Springer pour une preuve de ce résultat démontré au siècle
dernier.

10-11 et 12. Seules les toutes meilleures copies arrivent en ces
questions. Un candidat a su traiter parfaitement la totalité du problème. Après
avoir introduit la notion de polarisation, qui généralise Ia polarisation des formes
quadratiques, et avoir établi quelques propriétés fonctorielles, on montre en une
suite de questions que les polarisations des polynômes syrnétriques élémentaires
engendrent les invariants de I'action diagonale du groupe symétrique. Il peut être
amusant de constater que si on est assez soigneux cette preuve montre au
passage, mais en caractéristique zéro,le résultat classique d'existence du 4-1.
L'application qui en est faite aux groupes frnis permet de contrôler dans ce cas le
nombre et le degré des générateurs, ce qui est le point de départ pour construire des
algorithmes permettant de les obtenir.
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composition d'onolyse

Les condidofs composeronf sur du popier de composition quodillé 5 x 5,

L'usage de fout ouvroge de référence, de fout dicfionnoire ef de fout moféilel élecfronique
esf rigou reusemenf i nferd if,

Avertissement

Les opérations analytiques sur les matrices telles que limite, sommation, dérivation,... sont effectuées

sur chaque élément. Par exemple, la matrice A(n) d'éléments cii (n) tend vers la matrice B d'éléments bry

lrrsquentendvers + æ sietseulementsil'ona b,r: lim a,tfu) quels que soient I et /; si U(r) est la

=alrice d'éléments u,, (t), l'intégrut. i' u (r) dr 
"r, 

lu *u,i.l d'éléments lu ,,,1t1 at .- Jo Jo '
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PREMIÈRE PARTIE

1. Soit donnée une famille de nombres complexes a (m, n) povr m 2 0, n ) 0 entiers. On suppose qu'il existe

une suite de nombres réels positifs c n ayec les propriétés :

(1) pour tout rn la (m, n) I 
( ,, , ,t- 

., < + oo .

On suppose que, pour tout n 2 0,lalimite suivante existe :

lim a(m, n) : b,.

+æ

Montrer que les deuxséries a, : L o(*, n) et b: I b,, convergent et que I'on a lim a^ : b,

soitexplicitement n:o n=o m-+û

(3) lim ï o@, n) : ï tm a(m, n) -

m++@ n=O n:0 m'+@

2. On suppose donnée une suite de polynômes P,,,(z) (potr m > 0) et une série entière iD (z) de rayon de

convergence R. On pose

(4) P^(z): 
.f. 

o(*,ft) 2", o (z) : 
*f. 

o,r'
n= 0

+€
et l'on suppose la relation (2) satisfaite. On introduit la série majorante F (z) : L \, r' avec la définition

n:0

(5) y, : suP la(m,n)l;
m)-0

on suppose que cette série a un rayon de convergence R' ) 0 .

a. Prouver la relation R > R', d'où R ) 0 .

b. Soit c un nombre réel tel que 0 ( c ( R', et soit Q I'ensemble des nombres complexes z tels que

I z I < .. Montrer que I'on a

(6)

uniformément pour z parcourant Q .

c. Examiner le cas des polynômes

lim P,, (z) : O (z) .

(2)

(7) P,,,(z) :#(l+z+ +2"').

On déterminera les séries entières O (z) et F (z), leurs rayons de convergence R et R'. La relation (6) est

vraie pour'tout nombre complexe z tel que I z I < R'; on examinera le cas des nombres z tels que

R'< lzl< R.
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-1 On rappelle la définition de la série exponentielle : exp z : l, !- . Déduire de ce qui précède la formule
bien connue : 

---r --- 
': o ftl

(8) expz: lim j*Z\-.' -:';-\' ml

-:. Pour tout entier d)- I, on note Aoh)le polynôme cyclotomique d'ordre d. On rappelle que @r(q) est

donné par

(e) aohl : 
, "T*, 

(n - "*o "f)k ^ d= |

et que I'on a la formule :

q'- r: 
nooh),

où le produit est étendu aux diviseur s d de n. On introduit aussi une suite de polynômes fI , ( 4) par

f nn(q) : I

r0) l

1 
r,,n, : û, # pour n )- r.

c. É,tablir la formule:

(11) porrr n )- 2 l1,(q) : n *, (q)I''il,
d=2

où [x] désigne la partie entière d'un nombre réel x 2 0 .

b. Soient n et i deux entiers tels que 0 < i < n. On introduit la fraction rationnelle

(12) [i],:EHn
Par application de a., prouver.q"" 

I i 10"., 
un polynômeen q. Montrer que ses racines sont des racines

de I'unité et qu'elles sont simples.

c. É,tablir la relation de récurrence :

(13) l"*,' l,: [",),* nn- 
+t [,:,] n $ ( r ( n).

On définit (z; q),, par la règle

( (z;q)o: r
t4) I

| (z:a),: 
,U, Q + qi-| z) po:ur n 2 r.

É,tablir la relation

(1s) (z; q),: 
,É, l",f ,qi(i-l)/zzi 

pour n ) 0 .

d. Calculerlavaleurde fI, (q) etd" [î], pourq : 1;spécialiserau casq:1lesrésultatsduc.
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5. Soit 4 un nombre complexe de module différent de 1. On introduit la série entière (en la variable z) :

+ @ ^n(n-I'lt2(16) er(z)-- 
^\rfrn) 

,'

a. Déterminer selon les valeurs de qIe rayon de convergence Rn de la série précédente.

b. Les polynômes P -, n k) sont définis comme suit :

(17) P^,n(z)-- nft-k-t)q'-'z)'
r= 1

On suppose qu'on a lq I < I.Par application de la question 2, éTablir la relation

(1S) enk): lim P^,nk)

avec convergence uniforme sur toute 0".,t" ".;;.,. o" o .

c. On suppose 4 réel et 0 ( q < l. É,tabtir la formule

(19) lim er(z) : exP z
q- I

avec convergence uniforme sur toute partie compacte de C '

d. Onsupposedonnés e ) 0 et c ) 0. Montrerqu'ilexisteunnombreô > 0 telquel'onait:

(20) lexPz -P^,q(z) l< t

si les nombr es z , m, q satisfont aux relations suivantes :

1-ô1q(I, q'"<6, lzl(c.
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DEUXIÈME PARTIE

l. Soient p21, et q) 1 deux entiers. On note Me,'(C) I'espace vectoriel des matrices rectangulaires à
p lignes et 4 colonnes, à éléments complexes.

a. Montrer qu'on définit sur cet espace une norme par la formule

(1) llA ll,,n : sup i, I o,il,
1</<4 i=1

oir A est la matrice d'éléments a,r. .

b. Étabtir la relation

(2) ll 
tA 

ll n, , 4 q'll A llo, o

pour A dans Mo, 
n 

(C ); on a noté tA la matrice transposée de A. Peut-on améliorer cette inégalité ?

c. Établir la formule

(3) ll AB ll 0,. ( ll A ll o, o. ll B ll n,,

oir A appartient à Mo, 
n 

(C) et B à M 4,, (C) .

Dans la suite, on ne considère plus que des matrices caruées, et I'on écrit simplement ll A ll pour ll A ll *. *
Iorsque A appartient àMN (C) (c'est-à-dire àM*,* (A) ) .

2. a.Démontrerquelarelation ï ilA(n) ll < + oosuffitàétablirlaconvergencedelasériedematrices
n:0

+@

I A(")'
n=O

b. Soit O (z) : ï c,z" uîe série entière, de rayon de convergence R. Soit A une matrice carrée
n:o 

+ æ

d'ordre N telle que ll A ll < R. Démontrer que la série de matrices I cn A' converge; la somme
r=0

est notée O (A) .

c. Soit donnée une suite de polynômes (P- (z))^rn. On suppose que, pour chaque entier n)- 0,le
coefficient de zn dans P^(z) a pour limite le coefficient correspondant dans @ (z) (lorsque m tend vers
I'infini). Par analogie avec la question L2., donner des conditions de validité de la formule

(4) lim P- (A) : o (A) .

d. L'exponentielle d'une matrice A dans M* (O) est définie par la série

(s) exp A: ï 41
' ,?rt nl

dont on établira la convergence. Démontrer que l'on a:

' n.l-'(6) 
exp A: lim [r * e--";- \^ ml

où I est la matrice unité d'ordre N.
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e. On reprend les notations de I.5. Soit A une matrice dans M* (C) ' Démontrer que' pour tout nombre

complêxe q tel que I ql < 1, on a :

m- L

(7) en(A) : .1ï - ,U, 
(t - (q - l)s'A)'

É,tablir ensuite la formule

(8) exP A: lim. en (A)'
q'I

où la limite est prise sur les nombres réels q tels que 0 < q ( 1 . A-t-on une relation de double limite

comme dans la formule (20) de 1.5.d'?

r nn diagonalisable sous la forme A: S^ S-t, où S est inversible dans

MN 'n"rr't, 
ir, . . ., )r,u-. Déterminer la matrice o (A) et en particulier exp A

et des sections c', d' et e' dans ce cas'

3. On introduit une suite de polynômes de la forme

(9) P^(z) : (1 + e-, t z) "' (I + e^,,^z) @ > r)

et I'on fait les hypothèses suivantes :

cr.ilexisteunesuite(a^)^11 denombrespositifstendantvers0ettellequele-,,1( ct-pour1( l(p';

$. il existe un nombre C > 0 tel que I'on ait :

le-,rl+'..+lt-.o-l(C
pourtout m2 7;

y. la limite suivante existe :

-lÏ-(e''i* 
"'+E^'P^)

a. Démontrer que dans le polynôme p(z) : (I + arz) '..(1 + arz),le module du coefficient de zn est

7 ,, r ' r t^ t\n
majoré p"r; (l a' I + ... + I aol)" .

b. pour tout entier navec n2 0, on note s,(m)le coefficient de zn dans le polynôme P^(z)' Calculer la

limite de s, (m) eT de s, (m) pour m tendant vers + oo '

c. É,tablir la formule

(10) exp cz : .Iï _ 
t' (.)

pour tout nombre complexe z . (On pourra former s, (rn ) s, (^) - (n + 1') s,*, (z) ' )

d. Êtablir la relation

(11) expcA: 
-lT-(I+e.,tA)"'(r+e^'o^A)

pour toute matrice A dans M* (a). Examiner le cas des matrices diagonalisables'

e. Montrer comment retrouver la formule (6) en spécialisant convenablement les nombres e'' 
'
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TROISIÈME PARTIE

On note J:)a, ô[un intervalle ouvert de R, et r* A(/)une application continue de J dans I'espace
\I\ (C) des matrices carrées d'ordre N à coefficients complexes.

l. Soient t0 et tt deux points de J tels que /o ( /,. Pour tout entier n 2 l, on note Ân I'ensemble des points
(r, , . . ., s,) de R' tels que

/n ( s, ( s, ( ... s, ( /,.

On définit aussi I'intégrale matricielle

(1) rJ,(tr,/r): I A(s,)...A(s,)ds,...dsn,
J on

et I'on pose :

(2) Uo (/, , ro) : I (matrice unité d'ordre N).

a. Montrer que la série matricielle

(3) u(r,,r,,) : ï tJ,(t,,t,.,) (ro ( r,)
n:0

converge. En particulier, on a U (ro, to) : L

b. Soient ts,t1,tz troispointsdeJtelsque/0 < /r < tr.Établirlarelation

(4) IJ,(tr, /u) : I U, (rr, tr)rJ ,-r(t,, tr) (n > 0)
p:0

et en déduire qu'on a:

(s)

c. É,tablirl'inégalité

(6)

pour /o ( /, .

lJ (tr, to) : lJ (tr, /,) U (t,, rn) .

d. SoitBunematricetelleque ll B ll < 1 .Montrerquelamatricel *Bestinversible.

e. Montrer que la matrice U(r,, tn)est inversible (on pourra d'abord supposer tt - to assez petit. puis
raisonner par compacité).

u(r,,rn) - I - t*rJ; A(s) o,]- t
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2. Soient /e, /1 deux points de J. On a défini U (/,, ro ) lorsque /o ( /r; lorsque I'on a to ) tt, on note

U (t,, ro) I'inverse de U (ro, tt) .

a. Montrer que la formule (5) reste valable quels que soient tç1, t 1, t2 dans J'

b. Montrer que I'application (ro, /,) - U (tr, to) de J X J dans M* (A) est continue. (On pourra utiliser les

formules (5) et (6) . )

3. a' Pour tout entier n2 l, on définit une application continue A" de J" : J x "' x J (n facteurs) dans

M* (A) par la formule

(7) An (t,, . . ., sn) : A (tl,) ... A (ti)

oùs! ,...,slestleréarrangementenordrecroissantdelasuiteJl,...,sn.Montrerquel'ona:

(s) un (/r, ,,) : +1,',,' I,l'o, 
(s,, ..., s,) ds, ...dsn

lorsque /o ( /r .

b. On suppose que les matrices A (l) commutent deux à deux. Déduire de la formule (8) la relation

(e) u(r,, ro) : exp |" o1r1or.
1to

Interpréter la formule (5) dans ce cas'

c. Étudier les deux cas particuliers suivants :

- A (l) est une matrice diagonale;

- A(/) : Aestindépendanteder.

4. On suppose qu'on a /o ( /r. Calculer explicitement la matrice U (t, , ro) dans les cas suivants :

a. N : 2 etlamalice A (r) est triangulaire de la forme

lo(r) a(r)\ .

\o c(ùl '

b. N : 3 et la matrice A (l) est triangulaire de la forme

lo a(r) b (r)tt; "à" 
. i;i I

\; ; 
'à"/
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j Soient /0 et /1 deux nombres réels tels que tr, I tt. Pour chaque entier p 2 I, on suppose, donnée une
subdivision de I'intervalle [/u, tr) en p intervalles au moyen des points de subdivision sf', ' ' '.t)l],
tels que

/o < r(,0) . ry, . .... t'flr< tt;), < tr.

Onposetf) : to, ttl' : ,, et Asf) : t',1], - ,l').Onpose:

€p : max (arf), .,., lsll,) .

Montrer que sous I'hypothèse lim eo : 0, on a
p.- + -

(10) u(r,,rn) :,lT-(, * e1rf1,)À'(ot,)...(r + A(sf);ls!')).

Cas particulier : A (t) : A est indépendante de /.

6. On considère deux familles de produits de matrices

up: (I + Ao,,)...(I + Ao,r) et %: (r + Bo,r),..(I + Bp,p).

On suppose qu'il existe une suite de nombres eo ) 0 tendant vers 0 et tels que I'on ait

(11) llBr,'-Ar,'ll <eollAo,'ll pour 1(l(p.

On suppose aussi que la suite des nombres i- ll Ap i ll : Co est bornée. Montrer que la suite (Uo)o > r

converge si et seulement si la suite (Vo)o> I converge, et que les deux limites sont égales.

7. De ce qui précède, déduire la formule

(12) exp(A*B)r: lim l(t.I
P * * * L\ P

I /At
t'n,' 

_ L.*o l'P- +

Que peut-on dire lorsque les matrices A et B commutent ?
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QUATRIÈME PARTIE

On conserve les notations et les hypothèses de la troisième partie, mais les résultats qu'on va établir ne

dépendent que des questionslll.l etlll.2.

t. a. É,tablir la formule

(1) A(r) : lim *tttr+h,t)-rlh-o n -

pour / dans J.

b. En déduire les deux relations différentielles

(2)

(3)

pour /0, /, dans J.

+" (tr,tà: A(r,)u(r', to)

+" (tr,tà: - u(r,, ro)A(ro)

c. Soient /u dans J et xo dans CN . Montrer que l'équation différentielle

(E) dx(r) : A (/).r(/) (r e J) ,
d/

où x(r) est un vecteur dans CN dépendant de /, avec la condition initiale x(to) : rs, admet pour unique

solution

(4) r(/) : U (r, to)xo.

Autrement dit, U (rr, /o) est la résolvante de l'équation différentielle (E).

d. Commenter le rapport entre la question III.5. et la méthode d'Euler pôur résoudre les équations

différentielles.

2.Onsupposequel'onaA(r) :B(/) +C(/),oùB(r) etC(r) sontdesmatricesdépendant_continriment
Ae r. ôn fixe lo dans J et l;on écrit UA (t, lo) pour I (t, /o) et U" (t, to) pour I'expression analogue où I'on
remplaceA(4 parB (t).

Montrer qu'on a

(5) Uo (r, ro) : U" (r, to)H (t),

où la matrice H (l) satisfait à l'équation différentielle

(6) {utl: D (r)H (r)

avec la définition

(7) D (r) : U" (h, 4 C (t)U" (t, ro) .

La condition initiale est H (ro) : I. Déduire de là (lorsque t > h) une représentation de H (t) sous forme
d'une série comme en III.
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-:. Soient B et C deux matrices dans M^ (C), et soit t > 0. De ce qui précède, déduire la relation

(8) exp(-Br).exp(B+C) t:I+ I I t,r,)...V(s')ds, ...ds,,
,i- t I e,,

où I'on a posé

(e) V (r) : (e"P - Br) C (exP Bt) .

On précisera le domaine d'intégration E, .

J. Montrer que V (t) satisfait à l'équation différentielle

(10) *utrl : [v(r),Bl,dr

(avec I'abréviation [L, M] : LM - ML) et qu'elle est donnée par la formule de Lie :

v(/) : c + /tc,Bl .ltlc,B],Bl +...(r1) 
; +[...[[c,B],Br...,8r.

m:o ffi I \-'-
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AGRÉGATION EXTERNE DE MATHÉMATIQUES :

Rapport sur l'épreuve écrite dtanalyse (session 1994)

Le thème du problème est l'étucle cles a,pproxirna,tions cle I'exponentielle dans divers
contextes cle I'Analyse. De manière approximative, on calcule I'exponentielle cl'un nombre
z en le décornposa,nt en somnre z : €r +...+ 61,' d'ttn "gra,ncl" nombre l/ de "petitst'
nombres e; et lton a:

exp(z) : (1 * er)...(1 * eru).

Une forurulation pr'écise cle ce lésultat suppose la manipula,tion cle sorntnes ou cle produits
dont Ie nombre cle term.es augmente indéfiniment; le même problèrne se rencontre dans

les théorèrnes linites du calcul des Plobabilités. Daus Ia premièr'e partie, on étudie deux
types de décomposition:

+

(3) z: (7 - q)z + q(1 - q)z +...+ gN-t(1 - (iz + rtN,, potu' q proche de 1.

Le cas où. on remplace un nombre 3 par une ma,trice carrée n'introduit pas de difrculté
supplérnentaile. La cleuxièrne partie est consacrée à cette extension, apr-ès les prélirninaires
classiques snr les norrnes matricielles.

La troisièrne et la quatrièrne paltie sont une application de ces techniclues à la résolution
des équations cliffér'entielles linéaires. Le résultat principal est Ia folrnule suiva,nte pour Ia
résoh,ante Ll (t r,ls ) cl'une écFration clifférentielle

(4)

à sarroir:

clx

,tf
: A(t)r,
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(5) u(tr,,to): Ë
n=0

l'intégrale porta,nt sur le clotnaine cléfini par les inégalités:

(6) 16 ( s1

Cette formule a été découverte par Lappo-Danilewski dans le cas des équations différentielles

holomorphes (vers 1920); elle joue un rôle important dans l'étucle de la monodromie des

équations différentielles [1], [2]. Dans le clomaine réel, elle a servi cle modèle au physicien

Freeman Dyson (vers 1950) pour l'étucle cle la théorie quanticlue des charnps [3]. Evidem-
ment,, il s'agit là cl'écpations a,ux clér'ir'ées par-tielles, clu type cle l'équation de Schrôdinger:

(7) i+:À4'+tz4,,
ot

mais les méthodes se tra,nsposent cla,ns ce cas.

Un corollaire facile est la, formule de Lie-Trotter-I(ato:

On peut par exemple avoir A: -iA, et B : -iV avec les notations cle I'exernple précédent.

De la rnême manière qu'une intéglale cle Riemann se définit colnrrle la lir:rite, pour ?? tendant
vers I'infini, d'une somrrre de n termes, da,ns des formules telles que la précédente, on a
Ia limite d'un produit de n facteurs. C'est le point cle départ d'une théorie des intégrales

muitiplicatives, inventée par Volterra et exposée par exemple dans le livre de Dollard [4].

Toutes ces formules corresponclent à diverses méthocles de résolution des équations

différentielles (ou aux clér:ivées partielles):

Méthocle cl'Euler - N{éthode cle Picarcl - Méthodes à pas multiples.

Le parti pris adopté dans le problène a été cl'étudier a priori des séries telles que (5) dans

la troisièrne pa,rtie, Ie raccord avec les équations clifférentielles n'intervenant que dans la
quatrièrne partie.
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Remarques des correcteurs

Avant de comnenter les différentes parties du texte, quelques rerna,rques générales

s'imposent. Le problème cornportait de nombreuses questions théoriquement à la portée

de la plupart des candiclats, car basées sur des résultats et des rnéthodes très classiques en

Analyse.

Le soin apporté à la rédaction cle ces questions pa,r les candidats n'est pas un luxe
inutile. Le début clu devoir doit, en particulier, être l'occasion cl'irnpressionner favo-

rablement les correcteurs par la précision et la clarté des arguments utilisés. Il ne faut
cependant pas confonclre ce soin indispensa,ble avec un délayage indigeste des questions les

plus élémentaires. Là encore, clalté et précision cle la rédaction permettent d'éviter cet

écueil. Signalons, pour finir, que les tentatives de bluff, ou la mauva,ise foi visible de cer-

tains candidats, ont toutes les chances cl'échouer, et rendent généralement les correcteurs,

originellement bienveillants, cl'une hurneur détestable.

Première partie.

1) Cette question abordait I'un des problèrnes les plus courants en Analyse: l'échange de

deux limites, plus précisément ici, l'écha,nge d'une limite et d'une somme de série. Elle
pouvait être traitée de nombreuses façons. Regrettons tout d'abord qu'un gra.nd nombre

de candidats pensent que cet échange est toujours licite. D'autre part, i'invocation quasi-

magique du "théorèrne de la clouble lirnite" ou du "théorème de convergence dominée

de Lebesgue" ne peut conva,incre les correcteurs que si les hypothèses de ces théorèmes

sont comprises et r'érifiées. Par exemple, le théorème de la double lirnite était ici une

conséquence cle la convelgence uniforne cle la sér'ie I a(nt,n) de fonctions de la variable

?Tù. Cette convergence uniforme résulte de la conv"ft"n." norrnale. Ce terme d.e conver-

gence norma,le est d'ailleurs à I'origine de gra,ves confusions avec la convergence absolue.

La convergence norlnale signifie que ! sup la(rn, n,)l converge, la convergence absolue sig-

nifie que ! lo(*,n)l converge pour tout rn. Pour en finir avec ces rappels élémentaires,

constatons que, pour beaucoup de candidats, rnontrer qutune série | û,n converge absolu-
lN I l- |

ment consiste àrnontrer que les Cr.rantités lD 
c,l sont ma,jorées, ou rnêrne clue l! anl 1

lo I

f oo!
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2)a) et 5)a) Les cluestions relatives a,ux rayons cle couvergence ont posé des problèmes

inattendus. La formule cl'Hadamalcl n'est pas la seule méthode permettant d'étudier Ie

rayon de conr.ergence d'une série entièr"D on z'! On peut également utiliser par exemple

des inégalités vérifiées par les lc,.l ou encore la règle de d'Ale[rbert.

2)b) Il y a, eu da,ns cette question de nornbreuses confusions entre l'uniformité par rapport
à z et I'uniforrnité OJr. rapport à m. Il suffisait en fait de majorer, pour tout z de D"'

lôQ) - P*(r)l put 
3 lb,- - a(n't,r)l ," pour se ra,mener très facilement à la question 1).

2)c) Cet exernple a été très mal compris par de nombreux candidats. Il était destiné à
insister sur I'importa,nce de la détermina,tion de -R'. Signalons également qu'ici,, 7,, valait
1l@+ 1) et non pas 1.

3) Il fallait da,ns cette question clairement établir que c(m, n) était majoré par * et tendait
vers fr quancl m tendait vers I'infini.

 )a) On consta,tait que [n/d] corr-espondait au nombre de rnultiples de d cornpris entre 2
et n.

4)b) II suffisait, pour traiter cette question, de montrer que fuld) - làld') - l(n - i)ld]
valait soit 0 soit 1. Rappelons de plus que pour prouver c1u'urte fraction rationnelle est un
polynôrne, il ne suffit pas d'établir clue Ie degré du nurnérateur esb plus grand que celui du

dénominateur!

4)c) Une relation cle récurrence ne se clémontre pas nécessairement par récurrence! De

plus, la dérnonstr-ation clu dér'eloppernent de (r;q)" était grandement facilitée par la con-

naissance de la clémonstration cle la très classique formule du binôme.

5)b) On développait les pol5'nômes P,,,.,c(r) à l'aide de la formule (15). Il restait alors à

étuclier la lirnite de a(rn,rz) et surtout à majorer corr-ectement lo(rrz,rz)l afin cle clémontrer
que .R' valait *oo.

5)c) et 5)d) Ces questions n'ont été que très ra,rement aborclées avec succès, en parti-
culier le 5)d) clont la clifficulté provenait cles cleux conctitions, apparemment contradictoires,
irnposées à g : 1 - 6 < q < 7 et c1* < 6.

Deuxièrne partie.

1) Ces questions portant sur une norrrre sur I'espace Mo,o(C,), pourtant faciles, ont gêné

de nonrbreux candidats. Rappelons que si A est la matrice (ori) r1:2, alors sa transposée

tt'est pas (n;;) 
'3r50 

!- t1j1q

2) Cette question étendait aux ma,trices les résultats démontrés dans la prernière partie pour
les rrombres complexes. Les dérnonstrations étaient tout à fait identiques, en remplaçant z

par A, lzlpar llAll et en utilisant llA"ll < ll,4ll'. Signalons cependa,nt que lamatrice P(A)
(avec P dans A[X]), n'est en général pas la matrice de coefficients P(a;;)!

3) Le fin de la deuxième partie n'a été que rarement traitée. La plupart des candidats ne

savent pas exprimer le coefficient de z" clans le polynôme (1* atz)' " (1+ o'rz) en fonction

des c;.
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Troisième partie.

1)a) La convergence absolue de la série était par exemple une conséquence du calcul cle Ia
mesure de 4," , (fr - ts)" f nt..

1)b) La formule clemandée provenait du clécoupage du clomaine cf intégration f6 ( s1 (

"coeffi.cient par coefficient" clans les produits (A("") ' ' '/("o+t)) (A("o) . . . A("t)). Il fallait
enfin prendre garde de ne pas comrnuter les différentes ma,trices en présence.

1)c) Dans cette question, la majoration de la norme de chaque intégrale par I'intégrale de
la norme, puis la norme du produit par le produit des norrnes permettait justement de se
ramener à un cas où la commutation était légitime.

1)d) Question très classique que l'on pouvait traiter, soit à I'aide de Ia série D(-1)"8",
soit en montrant que -1 ne pouvait être valeur propre de B.

1)e) L'inversibilité de t/(f1,ls) résultait des questions b), 
") 

et d): il suffisait de découper

[lo,i']enmorceauxsuffisa,nrmerrtpetitslo-s6(s1<...<
pour tous les j, llt/(";+r, sj) - /ll < t.

2)b) Il fallait prendre garde au fait que la formule (6) ne permettait cle prouver tl(tt,f 6) --+ /
que lorsque 11 --+ ts à clroite ou lorsque ls --+ /1 à gauche.

3) On étucliait dans cette question le cas simple où les matrices ,4,(l) comrnutent deux à
deux pour lequel U(tr,fs) s'exprime à I'aide d'une exponentielle.

La fin de la troisièrne partie comportait des questions sensiblement plus difÊciles qui n'ont
été abordées cle manière substantielle que dans les meilleures copies.

Quatrième partie.

Cette partie, très peu aborclée, dava,ntage par rnanque de temps que par la difficulté des
questions posées, perrnettait de faire le lien a,vec la notion cle résolvante des équations
différentielles linéaires.
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ANALYSE NUMÉRIOUE

On désigne par A I'intervalle ouvert ]- 1, 1[. On note L'(L) I'espace des (clzrsses cle)

fonctions à valeurs réelles de carré intégrable sur Â. On ie murrit du produit scalaire

7I
(u,u) : 

J_r"(r)r(r) 
dr,

et de ia norme ll. llr, tnl associée à ce produit scalaire. On note €* (L) I'espace des fonctions

indéfiniment dérivaùÉr r* À, on admettraque€*(À) est dense dans 'L2(Â)'

Le but de ce problème est d'étudier la discrétisation par des polynômes de haut degré

du problème suivant: trouver une fonction z continue sur À vérifiant

-u" + au: f presque partout dans Â, (1)

avec les conditions a'x limites 
?/,(-1) : z(1) :0, Q)

lorsque a est une fonction réelle continue ) 0 surf et / une fonction donnée dans -L2(Â).

A. Le Problème continu

1. Montrer que toute fonction u de L2(À) est intégrable sur Â et vérifie

frI lu@)ld, < frlrllL26).
J_r

2. On désigne par Ht (À) l'espace des (classes de) fonctions u de r'(^) pour iesquelles il
existe un réel pr- et une fonction w de L2 (Â) tels que

fr
u(x) : f * J_rw(t) 

dt pour presque tout r € L.

Montrer que Ie couple (r, t") associé à Ia fonction u est unique'

La fonction u est alors appelée dérivée première (au sens généralisé) <le u et notée u/.

On munit l'espace H1(^) de la norme

llrlls'rnl : (llrll?,1ny * llu'll?,1n;) 
+'

3. Moltrer que I'espace fft(A) est un espace de Hilbert. Vérifier également que I'espace

€*(L) est dense darrs .I/1(^). À partir de la formule

u(r) :u(s) + lo ,'{r1ot,

rl8



rrouver que toute fonction u de Hr(A) admet un représentant continu sur A vérifiant

sup lr(")l < 2llrlla't,rl. (3)
-1(o(1

-1. On note 1161(Â) I'adhérence dans ff1(Â) de I'espace des fonctions de €*(L) à support
compact dans A. Montrer que toute fonction de I/s1(Â) s'annule aux deux extrémités t1
Ce Â. Vérifier que I'espace Hô(^) est un espace de Hilbert. Montrer que Ia semi-norme

lul11'1n1 : llu' llz,zlrr),

est une norme sur I'espace Hj(Â), équivalente à Ia norme ll.lla'fa,l.

5. On définit la forme bilinéaire o(.,.) sur f/1(^) x //1(^) par Ia formule

pL 1L
a(u,u) : I u'@)u'(r) dx + | a(x) u(x)u(r) dr.

J-r J-L

Montrer que Ia forme a(.,.) est continue sur I/1(^) x Ht(A) et que, pour toute fonction'u
de Hl(^),

a(u,u) > lulfu,1ny.

6. On admettraque I/e1(À) est exactement l'espace des fonctions de H1(^) qui s'annulent
en t1. Montrer que toute fonction u deux fois continuement dérivable sur f est solution
du problème (t)(Z) si et seulement si elle est solution du problème: trouver z dans Ë/ot(n)

tel que

vu e aol(À), a(u,u) : I:rf @)u(r) da. (4)

On considérera désormais uniquement le problème (4).

7. On rappelle le théorème de Riesz: étant donné un espace de Hilbert I/ pour Ie produit
scalaire (.,.)a, pour toute forme linéaire / continue sur I/, il existe un élément u de H leI
que 

Yu e H, t(u) : (u,u)u.

Montrer en appliquant ce théorème que le problème (a) a une solution unique u dans
Hô(^)

B. Le premier problème discret

Pour tout entier n ) 0, on note P,,(^) I'espace des restrictions à Â des polynômes à

une variable de degré S n. On note Ffl(Â) l'espace des polynômes de P",(^) qui s'annulent
aux deux extrémités de Â.
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Soit N un entier ) 3 fixé. Le premier prclblème discret consiste à trouver
??u(^) tel que

Vu,^,, € PTr(^), cr(uru, r,.u) : [' 1çrSr*(.r) d"r.
J_r

ury daris

(5)

8. Incliquer Ia dimension des espaces P,v(^) et trfu(Â). Montrer que Ie problème (5) admet
une solution unique zn dans P?u(^)

9. Pour un polynôme uN quelconque de trftr(Â), calculer Ia quantité

11 1r
I (u'- 

"'^')(r)u'N@) 
h + | a(r) (u - ,ru)(")r,v @) dr,

J_r J_t

oir z et u^/ sont respectivement les solutions des problèrnes (4) et (5). En déduire l'existence
d'une constante c positive indépendante de l/ telle qu'on ait la relatiort suivante entrc la
soiution u du problème ( ) et la solution u1g du problème (5):

ll, - rrulla,(nl S,. ,".tffi,n1 ll, - rr,,lla'tnl.

On rappelle qu'il existe une unique famille (tr,),ex de polynômes, appeiés polynômes
deLegendre, qui sont deux à deux orthogonaux dans L2(L) pour Ie produit scalaire (.,.)
et tels que chaque polynôme.L," soit de degré n et vérifie I,(t):1'

10. Montrer que l'équation différentielle suivante est satisfaite par tout polynôme Ln,

n€N:
((r - "') r'-)'(r) * n(n ! r) L^(r) : s (6)

(on pourra vérifier que ((t - r\L'^)' est orthogonal dans L'(L) à tous les polynômes de

degré <n-1). Puis, pour tous entiers positifs m et n, calculer J')rf;,ç"1L'-(r) (I- r'2) dr
en fonction de lltr,ll'prçry.

11. Montrer que les polynômes Ln, fr € N, forment une famille totale de ,2(A). On
note zrls I'opérateur de projection orthogonale de L2 (A) sur Pn (A) pour le produit scalaire

(.,.). Étant donnée une fonction u de L2(N, écrire le développement de z'rsu dans Ia base

{L,,, 0 1 n 1l/} en fonction de r.,.

12. On note A I'opérateur

Montrer

Au:-(ft- rr)r,)'.

que, pour toutes fonctions u et u deux fois continuement dérivables sur Â, on a

rr ft fl
J_r@")(z)u(r) 

o, : 
J_ru(r)(Au)(r) 

dr et 
J_r@r,)(r)u(r) 

dr > 0'
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r,3. À pa,rtir de I'espace Ë/t(^), on définit les espaces H"(L) pour tout entier m22pat
-' :ormule de récurrence

H*(L): {u € H'n-r(A); ,' €. H*-r(^)}.

l:r note aussi I/0(À) I'espace L'(L). On introduit la notation d- pour la dérivée (au sens

;énéralisé) d'ordre rn pour toute fonction u de I/-(A):

dou : u et d^t): (d*-'u)' si rn ) 1.

Jn munit I'espace H'"(L) de Ia norme

ll,lln*r,rl : (Ë llatollt,rnt)à .

l:O

\Iontrer que, pour tout entier k ) 0, I'opérateur A est continu 6" gk*2(Â) dans I/e(^).
On rnunit également I'espace H'"(L) de la norme (A0 désigne I'opérateur identité)

si rn est un entier pair égal à 2k,

- 12\ a,r\i

"i 
* 

"Jtun 
entier impair égal à 2k + I.

Montrer que, pour tout entier m ) 1, il existe une constante c positive telle que, pour
toute fonction u de Ë/-(Â),

llrllp^r,rl S c llulls-1ny.

L4, Démontrer Ia majoration suivante: pour tout entier m 2 L et pour toute fonction u

de.F/-(Â),
llu - zu,'ull 121) < N_'n llullp-1,ry.

On traitera séparément les cas où m est pair et impair:
- dans le cas oir rn est pair égal à 2k, on calculera les coefficients de AËu dans la famille
des -L,r, n € N, en fonction de ceux de u, à partir de l'équation (6);

- dans Ie cas où rn est impair égal à 2k+I, on calculera les coefficients de (,Aku)/ dans la
famille des Lt-, n ) L, dont on montrera qu'elle est une base orthogonale de I'espace des
(classes de) fonctions de carré intégrable pour la mesure (L - ,') dz sur À.

15. On définit I'opérateur n'fu sur les fonctions de flot(À) par la formule

(rrlur) (") : [" @* -ru')(t) dt.
J-r

Démontrer que I'opérateur zrfu envoie Ë/ot(À) sur trfu(Â). Étublir Ia majoration suivante:
pour tout entier m ) I, il existe une constante c positive indépendante de ly' telle que,
pour toute fonction u de -F1e1(^) n H'' (L),

llu - r|rullH,(^) < cNr-* llu/llp--'1,r;.
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16. Étubli. également la majoration suivante: pour tout entier rn 2 L,, il existe une

constante c positive indépendante de N telle que, pour toute fonction u de H!(^) nH"'(A),

llu - zr'fuullr,(nl 1 cN-^ llu/llp--'1,ry. (8)

On pourra introduire Ia fonction u,, de I/j (Â) dont Ia dérivée seconde est égale à u - rfuu
et montrer que

r1

I f, - rr*u)2(x) d,r < llut- ("i,r)'llrtnl llr' - (zr1'r)'llrtnl.
J-r

17. Étant donnée une fonction u de Ht(^), on pose

uo(r) : u(r) - +u(-1) - # rG),

et on étend I'opérateur zrfu à Hl(A) par la formule

,rr7su : nkoo * +u(-1)', U uç1'

Montrer que, pour tout entier m) 1, I'application: o -, u0 est continue de iI-(A) dans

Ë/ô(A) nH-(A). Démontrer un analogue des majorations (7) et (8) qui soit vrai pour

toute fonction u de If-(À), m ) L'

18. On suppose Ia solution u du problème (4) dans I/-(Â), pour un entier m ) t donné.

Étubiir Ia majoration d'erreur suivante entre les solutions des problèmes (4) et (5): il existe

une constante c positive indépendante de N telle que

ll, - ro,'lliltn) 3 cNr-^ llu/llp*-'1ny.

C. Le second Problème discret

19. Montrer que le polynôme Lu a N zéros réels, distincts, dans À et que le polynôme

L'w aN - 1 zérosréels, distincts, dans Â. On note €i, 0 < i < N,les zéros du polynôme
('- rz1L,u@) rangés par ordre croissant. Prouver qu'il existe N * 1 réels positifs p3,

0 < j ( N, tels qu'on ait I'égalité

rIN
Vo e lPzry-r(Â), I *t la,:DaG) pi.

J -t j=o

Cette formule est appelée formule de Gauss-Lobatto. On définit, pour toutes fonctions u

et u continues sur Â, la forme bilinéaire

N

(r, r)ry : t "G)u(€) Pi'
j:O
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On désigne par iiy I'opérateur d'interpolation de Lagrange atx nceuds $: pour toute
fonction u continue sur f, iryu appartient à Prv(^) et vérifie:

(irvu)(€i) : u(€i), o < j < N.

On suppose maintenant la fonction / continue sur [. Le nouveau problème discret
consiste à trouver un polynôme uN de Flu (Â) tel que

Vuly e P?v(^), (u'*,r'x)N * (auy,uiv)ry : (f ,ury)ry.

20. Montrer que le problème (9) admet une solution unique u7y dans P?u(^). Vérifier que
le problème (9) équivaut à trouver un polynôme uiy de P,v (^) vérifiant les équations dites
de collocation:

-u'ft(€i) + a(€i)uN(€i):/(€i), L<i (N- 1,

u,,v(-l):uru(1):0.

2L. Majorer Ie rlegré du polynôme L21,1(n) + rL (t- r2)Ltrl(r). Calculer (.Liy,^Lry)ry en
fonction de ll.Lryll2rr4r) et en déduire les deux i-négalités suivantes, pour tout polynôme ury

de Fry(À):

llrru ll?,fnt S (rru, uru)iv < 3 llrru llL,Oy

22. Par homothétie et translation, on étend la définition de .I/1(^) à n'importe quel
intervalle de IR. En utilisant Ia majoration (3), montrer qu'il existe une constante c positive
telle que, pour tout intervalle )o,|]borné de lR et pour toute fonction y de Ht (a, B), on
ait I'inégalité

q1q 
^ lx(a) | 

= " 
(*lxl'", (.,p) + (P - a) llx' llï" r.,B))àa(018 'l

(e)

(10)

23. Etant donnee une fonction u de €*(L) à support compact dans Â, calculer la quantité

fl

J_rt '{r) * xu(x) (t - ,')-')t dr,

et en déduire que, pour tout u dans flot(Â),

L,

24. On pose 01 : arccos€r',0 < j < N. On aàmet qu'il existe des intervalles ouverts Ki,
I < i < N - 1, contenus dans [0,r], de longueur ff, contenant gi, tels que l'intersection

u2 @) G - r')-' * 
= I_ru'|2 

(n) d.x.
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de chaque Ki avec l(l soit vide pour i différent de J - 7, i, i +1. On admet également

l'inégalité suivante: il existe une constante c positive indépendarrte de l/ telle que

pi=cN-l (1 -Ê],)à, r<i <N-1.

Étant donnée une des Ç et des

u(Ë^\. L< i < N - cn aPPliquant
\ rJ t t

I'inégalité (10) sur c indépendante

de l/ telle que, pou

lliNull2r,çn ) < c(llu ll2r,6) + l/-2 ll''ll?'rnl)'

25, Étubli. la majoration suivante: pour tout entier rn ) L, il existe une constante c

positive indépendante de N telle que, pour toute fonction u de fI^(A),

llu - 21,'ullr'(^) ( cN-^ llulls-1,r1

(on pourra appliquer Ia majoration précéderrte à Ia fonction u - r'f,ru).

26. Démontrer i'existence d'une constante c positive teile que, pour toute fonction /
continue sur f et pour tout polynôme ory de tr1"(Â),

l(/,rry) - ("f,urs)rsl < t(ll/-"rs-r/ll 1,2çsi-117 -t'xTilt'(^)) llul'lli.'1,r1'

27. On suppose la fonction / dans 1/'(À) et aussi Ia solution z du problème (4) dans

H,"(L), pour des entiers r 2 1 et m 21 donnés. Lorsque la fonction a est constante,

étabiir la,majoration d'erreur suivante entre les solutions des problèmes (a) et (9):

llu - urulls,(,,'.1 < r(N'-* llu/llp--'1.,r,; * l/-" il/llg"r,tl)'

28. On note M Ia partie entière O" #. On ne suppose plus Ia fonctiorr a constante,

mais on la suppose suffisamment régulièie pour qu'il existe un polynônre aM dans try(Â)
tel que

_rrl1>.,lo(") - om(r)l l cM-" ,

où s est un réel > 0. Calculer Ia quantité

(u'* - (ntuu)','u'N - ("'r")')" + (a(21,' - n'uu),uN - "tuu) w'

Avec les mêmes hypothèses sur / et z que dans la question 27, ébablir une majoration
d,'erreur entre les solutions des problèmes (a) et (9) dans I/t(^)'

2g. Quels sont Ies avantages numériques du problème (9) par rapport au problème (5)?
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D. Application

Pour un temps ? > 0 fixé, on considère maintenant Ie problème

ôu 02u

d; - # 
: n presque partout dans Âx]0, T[, (11)

avec les conditions aux limites

u(-l,t) : u(r,t) : 0 pour presque tout t e]0, ?[, (12)

et Ia condition initiale

u(r,0) : uo(r) pour presque tout u € 
^' 

(13)

On veut discrétiser ce problème par une méthode spectrale par rapport à r et par un
schéma d'Euler implicite par rapport à t.

On suppose la fonction g continue sur x [0,?] et la fonction us dans Ë/01(Â). On
admet que Ie problème (11)(12)(13) a une solution unique u, continue de [0,?] à valeurs
dans Z2(Â).

30. Soit h un réel positif fixé. Montrer qu'on peut définir de façon unique une suite de

fonctions ut de I{o(^), où / est un entier tel que 0 < Lh ( ?, par les équations

ul+t ^.1

--; - (ut+trr, : 9(.,(1, + t)h) presque partout dans A,

It"o :'u,o presque partout dans Â.

31. On pose, el+l - ut+t -u(.,(t+t)h). Montrer que, Iorsque Ia solution z du problème

(11)(12)(13) est supposée suffisarnment régulière, Ia suite de fonctions et vérifi.e Ie même

schéma que précédemment, préciser Ie second membre et Ia donnée initiale. En effectuant
le produit scalaire dans .L2 (À) de cette équatiou par et+L , maiorer Ia quantité

t
ll et 1127, ç,r1 + h t lek 1211, qr,y

k:l

en fonction de la donnée g et de la solution z.

32, On suppose la fonction g continuement dérivable sur [0,?], à valeurs dans -L2(Â),
et la solution z continuement dérivable sur [0,?], à valeurs dans Ë11(Â). Démontrer la
majoration d'erreur

llu' - u(.,lh)llrrn) < 
"'Æh 

(olÏ?, tt$f ,r)ll;,1ny + o:Ïp, ll#t ,r)lls,1,ry).
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Le problème discret consiste à chercher une suite de polynômes (ufi,), h < lL(, < T,
appartenant à Ffl; (À) et vérifiant

vury € P?v(A), ff"tÏt - ut7,1,ury)rv + ((rif t)', rfu)rs : G(.,(( + L)h), uiv)rs. (14)

On choisit uflr égal à iiyus.

33. Montrer que I'équation (1a) définit la suite (zfr) de façon unique.

34. On suppose la fonctiong continue de [0,?] dans H'(À), pour un entier r ) 1fixé.
On suppose aussi Ies fonctions ?^r,1, 0 < (,h ( T, dans H'"(L) pour un entier m ) L fixé. En
utilisant les résultats de Ia partie C, majore, llut - utyllp6y en fonction de N.

35. On suppose vraies les hypothèses des questions 32 et 34. Étubtit Ia majoration d'erreur

llu(.,hh) - "t11llr,(n) 
S C (h+ N- inr{rn''r};,

où la constante C dépend des ul, 0 < lh ( ?, de u et de g, mais ni de N ni de h.
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ANALYSB NuvrdnleuE

Corrigé du problème

1. L'inégalité demandee est une conséquence facile de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On
en déduit que la fonction u de .L2(O), gui est mesurable, est intégrable.

2. Soit (pr, ur) û 0tz,u2) degx couples vérifiant la propriété indiquee. on a

pL - tr2 : [" (rrr - w2)(t) dt,
J-r

d'où 
fy

Vr e Â,Vy e Â, 
J" @t - wù(t)dt:0.

Ceci prouve que les fonctions ?rr et uz coïncident. On en déduit gue Pr est égal à pr,2.

3.a. La forme bilinéaire:

((r, r)) : 
I:r(u(c)u(c) 

*--u'(r)u'( x)) d.r,

étant Ie produit scalaire associé à la norme ll.llsr1n1, il suffit de vérifier que I/1(À) est

complet. Soit (u,). une suite de Cauchy dans I{l(Â). Les suites (r.). et (ul). sont des

suites de Cauchy dans tr2(Â) qui est complet, elles convergent donc respectivement vers u

et to. Il existe une suite (p-)^ telle que

on vérifie en calculant I'intégrale de u,r que

1t 
6(x) d,x I_r{f" rr'*Al 

dt) dÆ.,r^: 
J_r,

On peut passer à la limite dans les deux équations précédentes. On obtient

u(r): ,* I:rru(t)dt, avec tr:; I-ra(x)d,t-i I-r(l"rrUrdt)dr'

On cn déduit que la fonction u est dars Ht(A), sa dérivee (au sers généralisé) étant ur.

Donc, r/1(^) est un espace de Hilbert.
g.b. Soit u une fonction de Ilt(^). Commc C-(^) est dense dans Z2(À), il existe une

suitc (u.r.),. con'ergcant vers u'dars L2(D.On vérifie alors facilement que, si on pose

u^(x) ==; L,(,(y) - I_,n rr, dt) d,s . I:rw^(t) 
dt,

a^(c) : tln * l' ,a'^Q) 
at,
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la suite (r^)^ est dans C'"(^) et converge vers u dans /1t(^). Donc, l'espace C-(Â) est
dense dans //1(Â).

3.c. Précisément, le représentant d'une fonction u de Hr(Â) défini par

u(r): tr+ [ u'(t)dt,
J-r

vérifie, pour tout z dans À et pour tout e tel que r I e soit dans Â,

lu(r + e) - u(x)l < tÆl llu/ll1,1n;.

II est donc continu. On a alors pour tous r et g dans Â,

u(n) : u(a) + lo ,'{r7 or,

et, en intégrant par rapport à y,

2lu(r),= 
l-,|,(s)l 

da+ 
I:,1 lo u'(t)d'tld'v

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne finalement

2lu (r)l S'h11u1 yz çr1 * 2\Ællut ll L2 et) t

d'où
sup lr(")l < 2llulls'1ny.

-1(c(1

4.a. Les fonctions de C-(^) à support compact dans Â s'annulent aux extrémités de Â.
Comme I'application: u r-* o(*1) est continue sur Ë11(Â) d'après Ia question 3, Ia définition
de I'espace I/ot (^) entraîne que cette propriété est encore vraie pour les fonctions de Hd (^)
4.b. Par définition, I'espace H](Â) est fermé dans l'espace Ht (Â) qui est un espace de
Hilbert. C'est donc un espace de Hilbert.

4.c. On vérifie d'abord que Ia semi-norme l.ls'1n; est une norme sur.F/01(Â). En effet,
si une fonction u de IJel(Â), donc continue, a sa semi-norme nulle, sa dérivée est nulle
presque partout, donc Ia fonction u est constante et, comme elle s'annule en f 1, elle est
rrulle. D'autre part, on a bien sûr

Vu e ,F/1(À), luls,lny < llulls,ln;.

De plus, toute fonction u de,Hj(À) s'annule en -1, donc s'écrit

u(r): [' ,'çt; dt,
J -l
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ce qui implique
llull;,1n; < 2llr' llr,(nl.

On en déduit Ia propriété d'équivalence

vue a1(À), 
frllrll",,n) 

< luls'(^) < llrlls'rnl.

5.a. La fonction a étant continue su [-1, 1] est bornée par une constante c. On en déduit,
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1t
a(u,u) < luls'1sr; luls'1oy * , J_rl"@)l lr(")l 

dr < luls'loy lula'1oy + cllullT,qol llull L2(a)t

d'où la propriété de continuité.

5.b. De la même façon, la fonction aétant positive ou nulle sur [-1,1], on a

pl
a(u,u): lull7,1oy * J_ra(x)u2(x)dr 

> lrl"'tnl.

6.a. Soit z une solution du problème (1)(2) deux fois continuement dérivable sur Â.
L'équation (2) entraîne tout de suite que u est dans Hd (^) D'autre part, en multipliant
l'équation (1) par une fonction rp de C""(^) à support compact dans A et en intégrant par
parties, on obtient

fl f1 fl

l-'.ru'Orr'(x) 
d"r * 

I_ra(r)u(r)e@) 
d,r : I:rf @)e@) dr.

Étant donnée une fonction u de HJ(^), il existe une suite (ç.). de fonctions de C""(^) à

support compact dans Â convergeant vers u dans I/61(Â), de sorte qu'en passant à Ia limite
dans l'équation

nl fl fl
I "'(r)p'.(r) dr + | a@) u(x)e.(r) d"r : I T(r)p.(r) d.r,

J-t .ttL. J-t J-t"'

on obtient grâce à Ia continuité de la forme a(.,.)

fr 11 7t
I u'(r)u'(r)dr+ | a(r)u(x)u(r)h: I f(x)u(r)dr.J-t J-r J-r

6.b. Pour démontrer Ia réciproque, on vérifie que, si u appa.rtient à Hj(À), elle s'annule
en t1. D'autre part en appliquant l'équation (4) pour une fonction u de C'"(^) à support
compact dans A et en intégrant par parties, on retrouve l'équation (1).
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7.a. On a remarqué dans la question 5 que la forme bilinéaire a(.,.) est continue sur
IIol(Â) x H3(À); d'autre part les résultats des questions 4 et 5 impliquent que

a(u,u)> 
|llrll?r,1ny.

La forme o(.,.) est donc un produit scalaire sur I/e1(Â), et Ia norme associée y est équiva-
lente à Ia norme ll.ll4tnl (ou l.ls.1ny). Comme Ia fonction / appartient à L2(Â), la forme

linéaire: , - Ilrf@)u(x)d,n est continue sur I/61(Â), elle appartient au dual de Hô(A)

et, d'après Ie théorème de Riesz, il existe un élément u de H[(Â) tel que

Donc, le problème (4) admet au moins une solution.

7.b. L'équation que l'on considère étant linéaire, I'unicité de la solution découle du fait que

Ia seule solution pour -f : 0 est la solution nulle. Ceci se démontre à partir de I'inégalité

puisque la semi-norme l.la'(n) est une norme sru Ho1(À).

8.a. La dimension de F7y(Â) est N 1 1, la dimension de Ffu(Â) est N - 1.

8.b. Exactement comme dans la question 7.b, on vérifie que la seule solution du problème
(5) pour.f :0,estégaleà0. Onintroduitalorsunebase{tp6, 1<k<N-1}deP?u(A).
En écrivant uN : Dil;t À*gn, on voit que le problème (5) équivaut à

c'est-à-dire à un système linéaire de N- 1équations à N- l inconnues. On aprouvé que

le noyau de Ia matrice de ce système était réduit à {0}, donc le problème (5) admet une
solution unique.

9.a. Les polynômes de nlu(Â) s'annulent en *1, donc appartiennent à Hô(^). En prenant
Ia fonction u dans (4) égale à un polynôme ury de lPftl(Â), puis en soustrayant les équations
(a) et (5), on obtient

9.b. Soit uiv un polynôme quelconque de Plr(^). À partir de I'équation précédente, on
observe que

a(uw -'t)N tuN - r.no) : a(u - uN t't'LN - ,ry).

vu e F/01(Â), a(u,u) : l:rf @)u(n) dn.

u211tçr) 
= I-ru'2(x) 

* * 
I-ra(n) 

u2(n) h,

N-l ol

D r* a(en,eù : | . t{r)rr(*) dr, r < t( N - 1,

Ic=1 J -t

vury € P?v(^), 
I_rr"' - u'N)@)u'1s@) o, * 

I_ra(x) 
(u- ,iv)(z)ury(r) d,x :0.
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Grâce aux propriétés de continuité déjà vues de Ia forme CI(.,.), on en déduit

lrry - uNl2nr1,r; ( cr(uiy - oN, uN - uN) < cllu - u1,' lls'1n1 llrrv - urylls'1rr1'

Maintenant, on utilise I'équivalence des normes ll.lla.tnl et l.ls'1,ry pour écrire

llrry - urull?r'tnl < c'llu- uiylls'1nlllury - urylls'1n1'

On simplifie par ll"rv - uTylls'1rry et on utilise une inégaiité triangulaire pour conclure:

ll, - ,riv lla,tn) < (1 + c') ll, - ,r lln'(nl.

10.a. Pour tout n € N, on remarque d'abord que ((t - r\ L'.)' esr un polynôme de degré

n. D'autre part, on voit en intégrant par parties, que, pour tout polynôme g de degré < n,

71 fr
/ (tt - ,\ t''^)'@)e(r) dr : - | L'^(r)et(r) (1 - r21dr

J_r '' J _r
rl

I t*@)((t - "') ç')'@) ar.
J_r

Comme (tf - ,t') g')' est aussi un polynôme de degré ( n, on déduit des propriétés des

polynômes ,L", que 
7t

J_rG - *) L'*)'(r)ç(n) d,r : o'

Le polynôm" ((r - "2) 
L;)' est donc de degré rz, orthogonal à tous les polynômes de degré

< n. L'unicité'de la familie (tr,),ex entraîne l'existence d'une constante À,, telie que

((t - ,') L;)' : \n Ln.

Maintenant, on vérifie que, si k,, désigne Ie coefficient de r'dans L^(n),le coefficient de

u'dans ((f -"') Lt-)t est -n(n+L)k^. On en déduit que À", est égal à -n(n, + 1).

10.b On calcule d'après la formule précédente

rL 7l
l- r;çr1r'.@) (t - *) dr : - I t',,(r)(r'"@) çt - x2))' ar

J-t rrt\ / 7û\ / \ J-t
11: n(n * ,) 

J_rL,.(r)L.(n) 
dx'

L'orthogonalité des -L,, entraîne que

rr o. (O simfn,
J _rr;{r)rt^@) 

(t - ,r) r" : t i@ + L) llL.ll?.,u,) ,i À : n.
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11.a. Les polynômes Ln, tu € N, étant deux à deux orthogonaux dans .L2(À), il suffit de

vérifier que les polynôures sont denses dans L'(L).Pour cela, on rappelle que C-(Â) est

dense dans.L2(Â). Le théorème de Stone-Weierstrass dit que les polynômes sont denses

dans I'espace Co(A) des fonctions continues sur À, muni de Ia norme du maximum, donc
dans son sous-espace C- (Â) également muni de la norme du maximum. En combinant ces

deux propriétés, on montre que Ies polynômes sont denses dans L2(D.

11.b. Étant donnée une fonction u de L2(L), on pose pour tout entier n € N,

rfl
": ffi J-ru(')L'(r)dr'

II résulte de Ia propriété précédente que I'on peut écrire, avec Ie sens habituel,

*oo
, : I l)nLn.

rr:0

On vérifie de façon évidente que, pour toute fonction u de L2 (lt),

'tr1tr'Y:f ,^f-.
n:o

12. Deux intégrations par parties permettent de vérifier que

fL fL ^ .., fr
J_r{'+"){").,(") 

d,x : - J_rrc - ,2) u')'1flr@) dr : 
J_ru'(x)u'(") 

(1 - ,27 dr

fr .., Îl
-- - J_ru(r)((r - z.2) u')'(x) * : 

J_ru(x)(Au)(r) 
d,r.

Une intégration par parties suffit pour montrer que

îL fL ^ .., fI

J_r@")(r)u(r\ 
d,r : - J_r@ - '.2) 

u')'(r)u(r) dx : 
J_ru''(") 

(r - r\ d,x ) 0.

13.a. Soit u une fonction de Hk+2(L).On a Ia formule (que I'on peut étendre aux dérivées
au sens généralisé) 

Au :-(1 - ,')u" *2nut.
On vérifie par récrurence que, pour tout entier (, 1 k,

dt (Ar,) : -(1 - r\ 6t*2, + 2((, * L)n 6t+1, + q(, * r) dt u.

On en déduit immédiatement que A est continu 6. gk+2(Â) dans I/k(^).
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13.b. Soit u une fonction de I/-(^). On suppose d'abord que rn est un entier pair, égal
à 2k. En appliquant itérativement le résultat précédent, on voit que AÈ est continu de

H'k(L) dans .L2(À). On en déduit l'existence d'une constante c telle que

77 7r

| {'+2kr)(r)u(r) d", : | (Anr)(r)(Aku)(r) d, < cllull2lluçns.
J-r J-r

On suppose ensuite que rn est un entier impair, égal à 2k + I. On sait ici que Ak est

continu 6. g2k+t (Â) dans Ë/t(^). On écrit

71 1L 71

| ça'u*t u)(x)u(x) d,r : I (Ak+ru)(r)(Aku)(r) dx : I çqoù'(r)(Aku)'(r) (t-x2) dr.
J-r' J-r J-r

On en déduit I'existence d'une constante c telle que

[' ço'r*'r)(r)u(r) d,r < llAkull?r,rnl < cllull2llu+r(Â).
J_r

14, Soit u une fonction quelconque de H"'(L), on note u,, les coefficients de u dans Ia
famille Ln, tu e N. On suppose d'abord que m est un entier pair égal à 2k. On noteTy',, les

coefficients de Aku darrs Ia famille Ln, fr € N, et on calcule lesTy',, à partir des questions
10 et 12:

thn : ffi l' r{.+0,){r)L*(r) 
d, : ffi I_r,orçÆ 

r)@) ar

: nk(n+ 1)r'+ [t ,@)r.@)d,r.t L) 
lL*ll'rrol I -,

On obtient ainsi la formule

thn:nk(n+l)oun, n€N.

On déduit maintenant de la question 11 que

||u_lr1'1ull2t',(t,):î.,;||L.||27,61:Ëæ,b,^|lL.ll2t,(t,)
n:N+1 n,:N*l

.r*oo
= (N@ 2r'" ll L -ll2v' 1rr1'

Ceci implique que

pl

llu - r7,7ull?."6) S N-ar' llAkull2y"1r,) : N-4r" 
J_r{,+'kr)(r)u(x) 

dr.
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On obtient donc
llu - rTyullp,ln; S N--" llrllp-tnl'

on suppose finalement que rn est un entier impair égal à 2k + L on calcule comme

précédemment

*æ1

ll u - erry u ll 
2r" 

u,) 
:,à, ffil'2^ llL"ll2r' (t')'

Maintenant, on rrtilise la question 10'b pour en déduire que

1l fl t -.,2. , ,, or 
*æ

l' ,ro'r*tu)(r)u(r) 
d"r, : I' ,(tru)')'(r) 

(1 - n2) dx: p, n(n -r r) û2"llL^ll2r'u')'

On écrit alors

*oo

| | 
u - zr 7y u 

| | 

2r, 
u,) 

:,1-, # n (n r t) û2* ll L'll'"" ( n)

3 N-ax-zf rt, + L)rt?llL-1127,ç1r1,
n:o

d'où l'on déduit
llu - r7yull1,1,r; S N--" llrllp-tnt'

18.a. Soit u une fonction de l/ot(À). II est facile de vérifrer que zrfuu est'n polynôme de

degré I N s,annulant en -1, if Ë"mt donc de vérifier qu'ii s'annule en 1' Par définition de

I'opérateur 7rN-1r on a pour tout polynôme u r-r de Pry-r(A)

flfr
J r{"*-ru')(t)rry-t 

(fi at: J_r''(')'x-t(t) 
dt'

En appliquant cette propriété avec urN-1 : 1, on obtient

(rrlur)(1): ft 6*-r't)(t)dt: ['.u'(t)dt: u(1) - u(-1)'
J-r' J-r

Comme u appartient à lfsl(Â),-(zrfuu)(l) est nul' Donc, lh-"^"yg:" //tt(t) dans Fftl(A)' Lu

surjlctivitéïient, a" tuit àù";fu é""oi"'tout polvnôme de P?u(^) sur lui-même'

15.b. Soit u une fonction de /4(^)' On a par définition

lu - rr7,7ulp1(^) : ll'' - n n, -1u' ll1'1n;'
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On note que, si u est dans /{-(Â), u/ appartient à H'"-'(L). On utilise Ia question
précédente avec N remplacé par N- 1et le fait que N- l est , +, pour obtenir

lu - r|sulp'(^) < 2rn-t 11Jt-^ llr' llr--r1n).

Finalement, on note que u -nku appartient à Hô(A), et on utilise I'équivalence de normes
de la question 4:

llu - r|{ulln't,rl S cNr-"' llu/llp--'1n;.

16. Étant donnée une fonction u de /{o(^) n If"'(^), on pose, pour u dans f,

w(r) : 
l",@r@ - i I' ,rr(y) 

ds) dt, àvcc u1n : 
I_r@ - trtT,ru)(ù da.

On vérifie que, sa dérivée seconde wtt étani égale à u - rr11u,la fonction 'u.r appartient à
Ilot(Â) n ft3(^) et que llulls.lny est borné par une constante fois llu - rruulla'tnl. On
calcule maintenant

1l 7I 7l
I @ - r11çu)2 (r) d* : I @ - "ku)(r)w" 

(r) d,r : - I @ - rt1çu)' (r)w' (r) drJ-r J-r J-t
1I: 

J_r(r' - nN-rut)(r)w'(r) d,r.

Par définition de I'opérateur 7rN-1, on en déduit que

fr 1r

J _r@ - n'*r)' (r) dr : 
J _r(r' - n * -,.u')(x)(w' - r N -rwt)(r) dr

< llr' - rx-ru'llrrn)llr' - rN-twtllçQt),

ou, de façon équivalente,

ft

J _r@ - ntxù2 (r) d,r < llr' - ("i'r)'ll 7,çn1llw' - ("kù' llrrn).

On applique alors la majoration (7), en se rappelant que N- l est ) #, eue u/ appartient
à H'n-r(Â) et que u appartient à H3(^). On obtient

tl
I f, - nku)'(r) d,r 1 ("2*-t Nr-'nllo/llp--,1n)("2t N-'llrllr,(^)).
J-t

On majore llrlla'fnl par une constante fois llu - nryullsrln; et on applique une autre fois
la majoration (7):

Sl

| (, - rr*u)2(x) d, 3 (c2^-t Nr-"!lu'llp^-'rnl)(c' 22 N-2 2rn-r 17t-* llr'llo^-,(n)),J-r
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ce qui s'écrit encore 
llr.r - zrfuull pr61 3 ctt N-rnllu'llp--'1rry.

17.a. L'application: u r- u(tl) est continue sur H1(^) d'après la question 3. On peut

donc, pour toute fonction u de H^(lt), * ) 1, définir Ia fonction us, on vérifie qu'elle

est la io^*" de trois fonctions de -FI-(Â), donc qu'elle appartient à H-(^). On vérifie

aussi qu'elle s'annule en t1, donc qu'elle appartient bien à H01(^) En ce qui concerne la

continuité de I'application: 1) è 't)ot on observe que

llusllp^1ny s llullH-(^) + lr(-1)l ll+lla,rnl + lu(1)l il+llsrln),

et d'après la propriété de continuité évoquée ci-dessus, on en déduit l'existence d'une
constante c telle que

llusllH-1n; S llrlla-rn)(1 + "ll+lla'r,r) *"ll+ll*rnl),
ce qui est le résultat cherché.

17'b' on note que 
u - nr1r1u - us - nkro.

II vient des questions 15 et 16 que

llu - zrfuullH,(^) + N llu - rryull7,q ) ( cN1-* lluolla*1n;,

et, d'après la propriété de continuité de l'application: u r-+ u0,

llu - zrfuullHl(^) + N llu - "furll 
p"61 3 "r 

1gr-rn llrlla-t,rl.

18. On déduit de la question 9 que

ll, - r.nr ll77'tnl < c llu - zrfuzllTr'1ny.

Il suffit alors d'utiliser I'inégalité (7) pour conclure.

19.a. On note trt. . ., r/c ceux des zéros de ,L^' qui appartiennent à A et sont d'ordre

impair. Si k est strictement inférieur à N, le polynôme (, - ,r) "'(r - ,n) est de degré

( N et, par définition des polynômes Ln, on à

ft

J_rt*(r)(, - 
,ù .. .(x - ,à dr :0.

Ceci est impossible, car Ie polynôme Lx@)@ - ,)'' '(r - ,*) ne peut changer de signe

sur Â. Donc, k cst égai à N et le polynôme Lx a N zéros distincts dans A. Entre deux

zéros de -try, il y a nécessairement un zéro de Ll,r, donc Ie polynôme L'N a N - 1 zéros

distincts dans Â.
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19.b. Soit(,i,0( j < N,lespolynômesdeLagrangeassociésau€j, O< j < N,
c'est-à-dire les polynômes 1,5 de Prv(^) tels que

ti(€i):L et li(€*):0, 0<fr<N,k+j.

On pose
ft

ot : J-r(i@) 
dx'

On vérifie alors que tout polynôme pry de IF7,,,(Â) s'écrit

N

eN: DtrG)ti,j:o

de sorte que

On a ainsi montré que

ft
vsrve Par(A) , l,eN(r)dr:DçwG)pi.

't -L j:o

Soit maintenant O un polynôme de F21-'-1(Â). On effectue sa division euclidienne par
(L - *)LtN: il existe deux polynômes ry'1*, and pN, respectivement de degré < N - 2 et( N, tels que

iD(r) : (L - z.2)L'N @) rbN(r) + çN (r).

On observe que, par définition des {3,

NNNN

D *(er) oi :\0 - eflr,u&) rb.(€) pi+ t pry((r) pi :DçuG) pi.
j=0 j:O j=0 j:O

En appliquant Ia propriété d'exactitude déjà démontrée, on obtient que

Nnl

D t(gr) pj : I en (r) dr.
i=o J -1

Maintenant, à partir de la question 10, on sait que, pour tous entiers m ) 0 et n ) Q,

m*n,
11 7l
I t;çr1t'^(r) (t - l.2) d,r : n(n + r) I L,,(r)L^(r) dr :0.

J-t 
rrL\--/ z\-/ \- 

J-t

I' ,r*(,) d*: 
Ë 

pxG) 
I',0,(*) 

d*.
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on en déduit que le polynôme .Lfu est orthogonal à tous les polynômes de degré < N - 2

pour la -".rr"- (I - 7,2) dr sur Â, en particulier à Îl,,,v. On a alors

Nt'lfl 7l

D *trrl o, : I_rpN(r) 
ax + J r(t - 

r21L'*(")'bN(x) d'x : 
J-rb(t) 

dx'

j=o

ce qui est Ia propriété d'exactitude cherchée. On déduit finalement de cette propriété

d'exactitude que

1l
(1 -€;)-'r,: J_r${n)(t-r21-rdr, 

t<i (N-1,

Lrr
t Pu : J -roï('t 

(L - x)-r dr

1 fl
,P* : J-rt'*(') 

(t + n)-r dt

d'où Ia positivité des pi, 0 < j < N.

2O.a. Comme on I'a vu précédemment, Ies polynômes de Lagrange ti, O 1 i < N , forment

une base de lPiy(Â). On en déduit facilement que les (.i,1 1 i < N - 1, forment une base

à"elrinl. rcproÉtC*e (9) équivaut donc au système linéaire de N- 1équations à N- 1

inconnues:

N-1

D-""teo)(tzi,, 
(i)w'r @tr",Dx) : (f,[)*, L < i ( N - 1,

k:L

oir les inconnues sont les ur (€r), | < k < N - 1. Pour que ce système admette une solution

unique, iI faut et il suffit qnè-tu r"nte solution lorsque le second membre est nul, soit égale

à O.-Soit donc ury un polynôme de P?u(^) tel que

Vury e P?u(^), (r'no, rfu)ru * (auv,urs)ru : 0.

Enprenanturyégalàzry,ondéduitdelapositivitédelafonctionoetdes pi,0<i<N,
que 

(,fu, u'1")N : o,

donc que les u'1y({3) ,0 < i ( N, sont nuls. comme ufu est un polynôme de degré s N - 1,

il est nul. Donc, zï est constant et, comme iI s'annule en tl, il est nul. On a ainsi prouvé

que le probième (d) admet une solution unique dans nlu(Â)'

20.b. On voit d'abord que Ia solution uN appartient à Plr(^) si et seulement si elle

appartient à PN (^) et vérifie
ury(-1) : ziv(l) :0.

Ensuite, on observe que, pour tous polynômes urg et !ru de eflt(À),-le produit zfuufu est

de degré < 2N -- 2, d; sorte que, grâce à l'exactitude de Ia formule de quadrature,

(r1u, riu)o,, : 
I:rul,7(r)u'y(r) 

d'r : - I:ru'1,1@)uv(r) 
d'x : -(''lu, ury)ru'
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L'équation (9) est donc équivalente à

Vury € P?u(^) , (-u'lu * auy,ur)rv : (f ,uiv).nr.

Comme les polynômes de Lagrange (,i, L I j < N - 1, forment une base de Fflr(À), on
r'érifie en faisant varier ury dans cette base, que cette dernière équation équivaut encore à

-u'k!i)+ a({i)z7y(€i) : f(€), L < i < N - 1.

21.a. Le polynôme L2*(x) + # (t - x\f'fi(r) est de degré < 2N - 1. L'exactitude de Ia
formule de quadrature et Ie fâit que les €j soient les zéros de (1 - r2)L'x impliquent alors
que

[' . u*(x) d,r* # I' ,r#(,) 
(r - ,2) d. :iL2NGi) pi : (LN,trrs).ny.

J _t 1\' J _r 
1:o

En utilisant Ia question 10, on en déduit

(iru,trru)ry : I:rL'*(r)**#N(N *U 
I_rL2*(r)dr,

d'or) finalement

(trrv, trru)rv : # lL yll2p,qt 
1.

21.b. Tout polynôme u1g de Prv(^) s'écrit

N
,t)N :7. 

^^ 
L^,

n:o

de sorte que 
N

llrrllT,rnl : t t?.lr^112r,6).
rl:0

Mais tous les procluits L,,Ln,0 1 m,n I N, sont de degré < 2N - 1 sauf LuLN, de sorte
qu'en utilisant I'exactitude de Ia formule de quadrature et les propriétés d'orthogonalité
des -tr, on obtient

N-1
(rrs, rru)iv : D X?.lt ^llt,rN + Àfu (triv, triv)iv.

n--O

En comparant ces deux dernières équations et en utilisant le calcul de (.L7y,.L1,').ry, on
obtient

llr" ll?,rnl S (rru, ury).ru 
= T fu 111127"67.
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II sufÊt de vérifier que # est ( 3 pour conclure'

22. Soit X une fonction quelconque de I/1(o,0).On observe que la fonction u définie par

u(r): x(a+ tB - "l#),
appartient à ff1(^). En lui appliquant I'inégalité (3) de Ia question 3, on voit que

-,?f.,lr(r)l 
s 2llullll,r,r.; ( 2 U-r*(r) 

d"r. I-r''2(') o')t '

En effectuant le changement de variable inverse, on obtient

s;9- lx(a) I s z(n? -llxll'""@,8) * + lx'll'",@,Bt)È '
a101P P -

C'est I'inégalité désirée, avec une constante c égaIe à 2\n'

23. Pour une fonction u de I/ot(À), on calcule

7l
l- @'(r) * ru(r) (t - x2)-t)2 dr
J-r'

: ft r,r(r)d.r * [t r2u2qr1(r - rz1-z a* + [' @')'(r)r(L - *)-r d"r,- l-, J-r 
v \'/\r J-r\ / \ /

on intègre par parties et on obtient

1l

J -r(r'(r) 
r ru(r) (t - ,')-')' d, : l-rrt 

(r) d'r 
|-ru2 

@) Q - r2)-2 d'r'

Comme le premier membre est ) 0, ceci implique bien que

fl-rr
I ,'@) (t - r2)-2 dr < I ,'' (r) dr.
l-t \ / \ ' - J-t

24.a. soit u une fonction de Ilot(A). On déduit de Ia question 21 que

NN

lli7,7ull27,çt', 
( (i7vu, i.nuu)rv : f (;r-'u)'(€i) ,, -- Du2G) pi'

j:o j:o

Comme u s'annule en t1, ceci s'écrit encore

N-1

lli1,1ull27,6) < t u2(€i)pi,
j:l
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d'ori 
N_l

lli7,rull27,çn, ( cN-1 D r' G) G - €ïi, .

j:I

24.b. Dans I'inégalité précédente, on effectue Ie changement de variable r : cos d et on

Pose: 
'P(o) 

:u(cos d) (sin d) à '

On obtient

lli7,rull27,1n, ( cN-l f ,o'feS( c-ôy'-l Ïtsup lp(0)l)2.
j:L j- qeK i

On utilise alors I'inégalité (10) sur chaque K7 eui est de longueur T, on obtient I'existence
d'une constante c' indépendante de N telle que

lli,1sull22,1ny= "' Ï ( [.. e'(o d'0 + N-2 [,. ,''(0) d0).

5:1 
\JKt Jxi /

Toutpointgde[0,2'] appa,rtientàauplusdeuxintervallesKi,L<j<N-l,desorte
que

lli,y1ull2p,1r,) 12"' (lr" ,'rtl d,0 + rv-2 
Io" ,'tçrls ae).

On effectue alors le changement de variable inverse

lli,7,1ull2p,1n1 t rO 
U_ru21r) 

dx

;l
+ N-2 

I_rfr'(r) 
(r - r\ + )r'çry 12 (L - ,')-' - |{r')'{r) ù dr).

II suffit alors de majorer lrl et L - 12 par 1 et (1 - ,')-' par (1 - ,2)-2, puis d'utiliser
I'inégalité de la question 23 pour conclure:

lliyull2p,çn) 3 
"" 

(llrll?,tnl + N-2 llu'll2p"1ny).

25. On vérifie que, pour toute fonction u de Hr(Â), Ia fonction u _ nrlryu appartient bien
à ËfJ(^), car I'opérateur zrfu conserve les valeurs en t1. En appliquant I'inégalité de la
question précédente, on obtient alors

llin(r - "i'u) llr,(n) S c (llu - r\çull7,ç,,r.; * N-1 llu' - (trL1{u)'llrtnl).

On note maintenant que i,^,'(z'lru) coïncide avec rryu et on utilise une inégalité triangulaire
pour obtenir

llu - i1'1ullz"6) 1"' (ll, - nrlsullçç.,r; * N-1 llu' - (nr1,,1u)'llr,1n)).
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On déduit alors des estimations (7) et (8) que

lltr - iryull L2O) < ctt N--" ll'llr-tnl'

26. Laformule de quadrature étant exacte sru F2ry-1(À)' on voit que

(/,ury) - (/,urv)ru :(r,rrs) - (iur,rru)ry :(r -rN-rT,ulu) - QNT -nN-tr,uiv)ry'

On en déduit par une inégalité de Cauchy-Schwarz

11/, urv) - (.f, urv)ivl < ll/ - triv-r/llf i'rl llurullr'rn) 1 r

Q,xf -rx-tf ,iNT - "ru-t/)i'(uN,uN)i/'

À partir de la question 21, on obtient

l(/, rrv) - (.f, uru)ry1 < ll/ - ,rrv-r/ll;,lny lluivll't,r) + 3lliN/ - trv-r/ll;'1i'l llurvllr'(n)'

d'où, par une inégalité triangulaire,

l(/, rru) -' (.f, uru)ru1 < (4ll/ -'rv-r/ll1'1n; * 3ll/ - iivlll;'1'r1)llu1"ll"1^1'

7r fr

l' ,A - up)'(r)u'l,1@) d'r * 
" J-ru(r)uN(r) 

dr - a (zru' uru)ru

: (f ,rrv) - (/,'urv)rv.

27. En soustrayant l'équation (9) de l'équation (4) et, en utilisant I'exactitude de la

formule de quadrature, on voit que, pour tout polynôme uru de P?u(^)'

On calcule alors

lrry - t ry-p1211,,^, s /, 
(,,u - nr,.-fl)'2(n) d'r* a'(zry - rk-fl'uN - zr'fu-1u)rv'

d'où, en faisant appel à i'équation précédente,

lrrs - ,rr7ç-p1211,q, s 
lt,{u - rk-tu)'(r)('rs - "k-fl)'(r) 

d't

* o lt ,{u-'h-ru)(")('.^,' 
- 'fu-ru)( 

r) d't

- (f ,uN - zrh-ru) I (l,uN - zrfu-1u)rv'

on utilise alors une inégaiité de cauchy-schwarz' le fait que les normes l'lr.tnl et ll'lls'1n)

sont équivalentes et le résuitat de la question 26:

llrry - rr7,1-pll211,tnl S (lu -rk-lla'1n;luiv - nf,'-1uls'1'r1

+ allu - nk-pl}" 1r1llu.nr - nl'-1zll1'1r';

+ c(ll/ - try-r/ll vzgvl i ll/ -'rylll1'1n;)ll'lv - zrfu-1ull1'1r'1)'
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On simplifie et on utilise une inégalité triangulaire:

llr - rr',lla'rrl < c' (llu- "k-plln'1,r; * ll/ - "n-r flr"rnl + ll/ - il'rfll7'6)'
On conclut à partir des questions 14, 15 et 26, en se rappelant que N - 1 est > f,:

ll, - ,r,,lla,(n) < t"(Nt-* llu' llp--'1r; * N-" ll/lla"tnl)'

\.3. PIus précisément, Ia quantité NL-^ dans la majoration précédente peut être rem-

clacée par N1-- I a N-^,la constante c étant alors indépendante de a.

28.a. À partir du problème (9), on calcule

(u'y-(nr4au)',,u'N - 6'r")')r * (a(u7v - nruu),uN - "'uu) w
: -((nilu)',u'N - 6'r")')" - (o (ntru),uN - "'rr,tùrv 

* (,f, uN - ntuu) w,

puis on utilise le problème (4):

(u'7,r-(nrMu)',u'N - ("tr")')" * (a(z1s - nrrrtu),,?rN - "'u") *
fl..fl: 

J-r@' - (trlau)')(") (u'* - ("'r")')(x) d'n * 
J-ra(x) 

u(r)(''nr - "Lr'tu)(t) 
dr

- (a(nr16u),1r rv - n'uu) - - I:rl@)@N - 
trl6u)(x) d'r + (f ,utt - ntuu) N'

On réécrit cette équation:

(u'*-(ntru)',u'N - ("tr")')1y * (o(z7y - nruu),uN - "trr,r") w

f' ,^,, r-l ^,rr\ t^\(^,t /-l -,,\r\ (*\ àn
- I _r1u' - 

(n\au)')(") (u'* - ("t ")')(n) 
dt'

* ft a@) (u - ntuu)(")(rr,, - n'uu)(r) dt
J-r

7l
+ I a@) Qrr7,1u)(z)(zr,-, - "ruù@) 

d,n - (a(nr4au), zrs - "trrr") NJ-r

- [' l@)@x - trl6u)(r) d"r + (f ,un - nrr,ru) w.
J_r

On note maintenant que, pour tout polynôme au de F1a(À), Ie polynôme alanrlau est de

degré < N - 1, de sorte que

(u'* - (n'ru)',u'N - ("tr")')*+ (a(zry -nrrrtu),uN - "Lvu)u
fr: 

J_r(u' - 
(trrTau)')(")("'" - ("'r")')(x) dr

7l
* 

J_ra(x) 
(u - uN - rlau)(n) dx

ît
* 

J_r@ - au)(r) ("lrù 
"ruu)(x) 

d'x - ((o - our)("'r"),uN - "'uu),

Lrf @)@n - nruu)(r) d,r * (Ï,uN - ntuu) N'
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28.b. La quantité (a(u1, --=nïr,ru),uN -"rv")" est positive ou nulle. D'après I'équivalence

des normes l.ls'tni et ll.lls'(^), on déduit cie la formule précédente, combinée avec les

questions 2L et 26 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

llrt-rlaulls,qtr1Sc(llu-rr4aulls'(^)+(-P1>.rla(r)-o'M@)l)lltrrl,aullr'(n)

+ ll/ - m,'-rlll;z1n; * 111- lr"/ll "'61),
où la constante c dépend de sup-1q ,.r lo(r)1. Par l'inégalité triangulaire, ceci donne

ll, - ,roll11'rnl < 
"' 

(llu - rr4aullp'1n; + (_r.If;., lo(z) - ov(r)D ll"tu"ll",v't

+ ll/ - nw-rf llyzç,'y * ll/ - trylllr,(^)).

On conclut alors grâce aux questions 14, 15 et 25, el en choisissant un polynôme a7ça

vérifiant Ia propriété d'approxlmation de a (on note aussi que M est > f,):

ll, - t ,n,lls'tnl < r'(N'-^ llz/llp--,1n) + N-" ll"lla'1,t; * 'f/-'ll/lla"tnl)'

2g. On peut noter que les problèmes (5) et (9) se ramènent à résoudre un système linéaire

carré d'ordre N -- 1, dont la matrice est symétrique définie positive (on peut vérifier que

le nombre de condition de la matrice est Ie même dans les deux cas). Mais le problème

(9) possède I'avantage essentiel d'éviter le calcul d'intégrales: en effet, il est toujours très

coûteux et Ia plupart du tt:mps impossible de calculer les intégrales de Ia donnée "f qn"
multiplie les polynômes de la base indiquée précédemment, ces quantités formant Ie membre

de droite du problème (5); par contre, on connaît en général les valeurs de / aux points

€:, 1 < i < N - 1, ce qui permet d'assembler facilement Ie second membre du problème

(b). eour les mêmes raisorrs, le traitement du coefficient non constant a est également plus

facile.

80. Comme u0 est donné, on montre par récurrence que I'on peut construire,uttr à partir
d.e ut. En effet, en supposant zl connu, on note que zl+1 est cherché dans Hl(^) et vérifie

(.u'+')" + lut+t 
: e(,Q, + t)n) * T"t dans I - 1, 1[,

,.r+1(_1) : ?Lt*r(1) : 0.

C,est un problème clrr type (1)(2), avec a constant égal à Ln 

"t f 
: g(.,(1,+t)h) + lut.

D'après la question 7, ce pr:oblème admet une solution unique tant que g(.,(t+ 1)h) est

défini dans ,L2(À).

31.a. On intègre I'équation (11) par rapport à t entre (,h et (l' + 1)h. On obtient

u(.,(t+ r)h) - u(.,th) - L'j."' ,#)(,t) dt: I:*"' s(.,t) dt'
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En divisant par h cette équation et en la soustrayant au schéma défrnissant ,.rttr, on obtient

+ - (et+ry, : €ttr dans ] - 1, t[,

où l'erreur de consistance e/il est définie par

et+1 - s(.,(t+ 1)h) - t^ I:."' n(.,t) dt + r#l(,(r +1)h) - T l,':."' rffilr.,o ar.

31.b. D'après l'équation vérifiee pæ ettr, on observe que

llet+Lll2prqtl -f hlet+t lT,tnl : (et,"t+t) * h(et+t ',"t+')'

On majore maintenant ("t,et+r) par tll"t*tll2rrUù + ll"r ll?rfnl). On a aussi I'inégalité

(r'*', "'+') 3 Tkt*\'"' 1n; + t (,..rT,T^, ffi ,'

On en déduit

ll"t+'ll2r,(n)-t hlet+tlT'1n; < ll"'ll2r,u.^) -t 2ch( qlf . -\,7,1r!.),t,','f-'- t,ea;-(n; luln'1n;'

En sommant l'inégalité précédente et en se rappelant que e0 est nul, on obtient que

11et ll21,qt 1 * n D,lekl211, 1n1 =,"n f( .11.q 
^ . P- )'

k:r k:1 u€H[1rr; lularln;'

32. Soit maintenant u une fonction quelconque de -Ffs1(Â). On voit que

(,0,,): (g( , kh),u) - i I:_r,nG(,t),u) 
dt

- ((#t(,kh),,') + i, I;",rr#t(,ù,u') û

La propriété de régularité de Ia fonction g permet d'écrire

l(g(.,t),r) - (a(., kh),u)l < lt - khl (ollp, ll$f ,r)ll;,1ny) llull1,1nl,

d'où I'on déduit

(g(.,kh),ù - i, Ë_"r(g(.,t),u) 
dt 

= Tn(o:Ïp, ltflr ,r) ll;,1ny) llull;,1,r;.
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Lc même raisonnement appliqué à la fonction $f implique la majoration

((#l (, kh),,') - i, Ë_",Kft1 r, ù,,') a, < |n(,llp, t* ç, ùt n'rny ) I 
u 

I r, 1ny

En utilisant le fait que llulllrln; est plus petit qu'une constante fois lulp'14) pour toute
fonction u de ,F/01(Â), on obtient

s-y.q . # 3 ch(^g!9, nhr',r)ll;'1nv + 
ol}p, l#t,")ll*rnr)'

.,€Hol(^) lulHl(^) o(r(

En élevant cette équation au carré et en sommant sur k, on obtient I'estimation désirée:

llu' - u(.,(,h)ll'r,rr < 
"Æn 

(o:)?, nhf ,r)ll;,1,ry + 
ollp, ll#f ,")lla,rnl).

33. L'équation (14) correspond à un problème du type (9), avec a constant égal à f et

T : g(., (t + t)h) + l"k. D'après Ia question 20, il admet une solution unique.

34. L'idée est ici d'observer d'après I'équation (14) et la propriété d'exactitude de la
formule de quadrature que

("jil t - n *ut*r, uti, - nk ut*t) * + h ((uff r)' - (n'* ut*t)', (u'ï')' - (nkut* t 
)')u,,

: (ut+r - rr*tf+t,utit - nr*ut+r1

+ (trr1,1ut+' - nh -rut*' ,utï' - nr*ut+r1 - (nr*{+t - nk-rut+' ,utï' - n'*ut*t) *
+ h(fui+\' - 1nçut*')"(utÏt)' - (nr*ut+r\'1

+ h(s(.,(t,+ L)h),ut1dr - nr*ut+t1* - h(g(.,([ + t)h),utÏ' - rl*ut+t1

+ ("k - nru -rut,uti' - nkut*') * - ("k - nrw -tut,utït - n|ut*').

On observe aussi que (z/+1)'- çn|u'*1)/ est orthogonal à la dérivée de n'importe quel
polynôme dans IFft,(À), de sorte que l'équation précédente se simplifie en

(",ï, - nr*ut*t, uti, - nt*ut*t) * + h(@tir), - (nkut*t)', (rïTt ), - (nkut*t)')"
: (ut+r - rr*fi+t,utit - rL*ut+r1

+ ?rl1,rur+t - tfu-rrt*',rtï' - rrrut+r1 - (nkut*t - *k-t t+t,utÏt - nt*rt*t) *
+ h(o (., (t + t)h),utï' - rr*ut+r1 * - h(g (., (r + \h), utfr - rr*ut+t1

+ ("t* - nrN-rut,u'ï' - nt*ut*')" - ("îr - nk-r.-t,uti' - n'*ut*t).

On en déduit en utilisant les questions 21 et 26 que

ll"fft - rL*f+tll ptnl < 
" 

(llut*t - rL*fi+tllz,(rrl + llut*' - nh -rut+t llr,(n)
+ hllg(., (t + 1)h) - rw-ts(., (t + 1)h) llprnr

+ hlls(.,(t,+ r)h) - ixe(.,(t+ 1)h)llrrnl)

+ llut - nrw- ut llr,(n) + llut - "tyllr,(n).
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En utilisant les questions 14, 16 et 25, ainsi qu'une inégalité triangulaire, on en déduit par

récurrence sur /

llut - ut1ç117"ç,y< 
" 
(N-- D ll"*lla-1ny + hN-" ! llot.' kh)llrl"tnl)'

k:O rb:O

35. On écrit bien sûr I'inégalité triangulaire

llu(.,Lh) - "t11llz,r,rl 
< llut - u(.,th)llp,gr1+ llut - "t7,7llz'rn)'

On utilise alors les résultats des questions 32 et 34:

llu(.,tt) - ut7,7ll'r,rl < "tFrh 
(ollp, ttTf ,r)ll;,1ny + ol)?, l\ur( ,r)ll*tnr)

+ c (N-* t lluÈ lls-1ny + hN-' t llg(.,kh)ll.a"1n;)'
o<kh<T o<kh<T

77



MÉCANIOUE GÉNÉRALE

On désigne par M,(R) (resp. M,(C)) l'ensemble des matrices carrées n x n à coefficients dans

R (resp. C). Le èommutateur de deux éléments A et B de M,, (R) (resp. M, (C)) est l'élément noté :

[A, B] :A.B-8.4.

On note Tr (A), la (trace de A) somme des éléments diagonaux de A :

rr(A): É o,,.
r= 1

On considère un système de n (n 2 2) particules, toutes de même masse m (m : 1), sur une droite, dont
les positions sont notées :

décrit par l'énergie potentielle :

(xr, ..' , x n)

(*)

,,-8' V I lr nu:ï L \x-xjY+-2 ,1,*i
1( il7( n

où get À. sont deux constantes réelles (g 2 0, l. > 0).

I

l. a. É.uirele lagrangien du système.

b. Donner le hamiltonien correspondant H et préciser le domaine A^sur lequel il est défini.

c. É,crire les équations de Hamilton du système. On note :

t - 
(xt(r), ..., x,(t); yrU), ..., y,(t))

la solution des équations de Hamilton avec donnée initiale :

(xr (0), ..., x, (0)i )r (0), ..., y" (0)) e Ot.
Montrer que :

q":Y 28' -\zydt2 L (x,_x1)3 "J'r
i+

t:1,"',n'

2. a. Montrer qu'il n'y a pas de collisions possibles en utilisant le principe de conservation de l'énergie.

b. En déduire que toute solution maximale des équations de Hamilton de H avec donnée initiale :

(r, (0), ..., x, (0); /r (0), ..., y,(0)) e O,
est définie sur R tout entier.
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-:. A toute solution maximale des équations cle Hamilton de H, on associe deux foncti<lns matricielles :

X:R - M,(R), L:R -M,(O)
définies par:

xu (r) : x, (r) ô,,

L,i(t): y,(/)ô,i + {- 
=; 

(1 - ôr)
\xi - xj)

(ôu:0 si i#i, ôu:1 si i:i).

On veut montrer qu'il existe une fonction matricielle :

M:R --_ M,(C)
telle que:

dx - L + lx. Ml.
dr

a. Montrer que les coefficients non diagonaux de N4 notés Mu Q + i) doivent satisfaire :

My(xi - x1): Li1

et donc :

M,,: ;2:,: ,t-I
1x1-x1) 

u (*,-*)''

b. Vérifier que les termes diagonaux d. # et de L + [X. Ml coincident et conclure.

On veut maintenant montrer qu'on peut préciser le choix précédent de M en sorte qu'on ait en plus :

dL
dr-:[L,M] -]"'?X.

4. a. Montrer que les termes diagonaux a" * et ceux de - l.r X + [L, M] coincident'
dt

b. Montrer enfin que I'on peut choisir les termes non diagonaux de M en sorte que :

-qL - - ),.2x + [L,M].
dr

5. a. Montrer qu'il existe une fonction matricielle :

[J:R * M,,(C)

telle que :

dU : ulta.
dt

b. Montrer que :

rl 
U -dI U -r + lutvtu- I, UXU- r] 

.t (uxu-'): 
d/

6. On pose %: UXU-I et -9: ULU-j. Montrer que:

lq - d-r
dr 

: -7. d/ 
: - )\-.( .

En déduire l'expression de la fonction matricielle :

t - %(t) e M, (C) vérifiant %(0) : A, %'' (0) : B

où A, B sont des éléments donnés de M, (C).
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II

On suppose )" * 0.

t. Démontrer que les fonctions :

t - 
'lr (xu (r)) (k -- 1, ..., n)

sont des fonctions pério<liques de nériode f .

2. Endéduire que les solutions cle (*) telles que :

(', ,0,. ..., x, (o), S' tot, t# 
ol) e o,

sont périodiques de période f .

3. a. Démontrer que le système hamiltonien Ha nl positions d'équilibre qui sont des minima.

b. Calculer la valeur de H en ces positions d'équilibre.

ilI

On suppose dans cette partie que I : 0.

1. Montrer que les fonctions / - Tr (Lu (r)) sont des constantes du mouvement du système harniltonien I{.

2. En déduire que les positions x, (r) des particules sont données par les valeurs propres d'une matrice qui
dépend linéairement de L

3. Démontrer que les positions x, (t) ont des expressions asymptotlques :

x,(t):yT r+'l . o(+) t + * oo

\ r/

x,(t):yi t+', *o(+) t- -oo.\ t/

4. Démontrer que pour tout k : 7, ..., n:

É(r,.)u: itv;Y.
i: I l:1

5. En déduire I'existence d'une permutation s c 6, telle que :

./,i : -)/,tit .

6. Supposons que les particules sont rangées dans I'ordre suivant:

xt(t) < xr(t) < ... I x,,(t).

Montrer que :

Yl : Y: , )'; : l|-t'.", Y; : Yi '
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ttl
FA-PPOKI SUR LTOFTIiON MËANIQUE GSùERALE de

It
L I AGREGATION DE },L4STX$IATIQUES

Les il:ols prern-i-ères questions, très faci-Ies, étaient destinées à vérifier
qr:e les candidats connaissent les présentatj-ons Ce la nécanique suivant Ie fornalis-
ne Lagrangien et suivant Ie formalisre Haniltonien. A Ia sr:rprise des conecteurs,
beaucoup trop de cand.idats passent d.j-rectenent à la question 3, manifestant peu de
connaissances des fondenents de Ia nécanique. Darrs un nombre urportrnt de copies,
on confond les éguations de Hanrilton avec celles de Lagrange.

Deux questions relevaient de la con:raissance de la thréorie gt5nérale des

éqr:atlons différentlelles. Dans la question 2b, I'o<istence d.rune solution gtobale
des équations de Hamilton résultait du théorène de Cauchy sur ltocistence des solu-
tions locales d'r:ne équation différentielle dont l-e second nenbre est suffisannent
régulier et dtlm argullient de conçacité. Por:r l'argument de conçncité, iI était essen-
tiel- d'observer que les vitesses restent bornées. La question 5a quj- n'a pas été
a-bordée dans la plupart des copies se traitait de nunière arnlogrue.

Dans la par:b.ie II, peu de candidats donnent r:n argunent conect por:r déduire
du fait que 1es coefficj-ents de Ia natrice sont périodigues gue les va-ler:rs prrcpres

sont aussi periodigues. 11 fallait bien noter que les valeurs propres sont toujor:rs
distinc+,es.

E:r II.3-a, le caractère convoce de

peut nry avoir qu'un seul trrcint d'éguilibre
r:n mini:rum. L'ecistence résul-te du fait qr-re

du donrai-ne de défrni+-ton.

lrHarniltonien assr:re de suite Ef il ne
pa-r ccnposantes connayes et que crest
IrHamiltonien tend vers f inflni au bord

Dans l-a partie III, plusieurs candidats écrivent que la natrice X elle-
nêne évolue ljnéairenent en fonction du terçs. Quelques cardidats con'nettent aussi
Ces errer.rrs graves avec Ia trace drr:ne matrlce et écrivent, par ocenple, que crest
Ie produit des valeurs plppres.

Quelques carrdidats ont observé fort jr:.stenent que 1a conventj-on oe notation
des jndices des lig-res et des colonnes n'est f1xée gue par I'énoncé de la questi-cn

i.3-a. Ceux qui n'ont pas choisi cette convention nront pas été pénalisés dans la
suite .cui-squ'elie était sans urfluence sr:r les résultats ultérieurs.
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lt
CORRIGE DU PROBLN,E

Sption nécanique qénér.aie, agrégation de nrathénatiques

'1-a) Le Lagrangien du système est par défjnition
,n^-2 1I2Z

r-=l r "(- T r ---.'-:--- v-2ri,Yi -T tii (xr-xr)z 2 ^!

b) I€ Harniltonien est

-n^2^)H=+; y?.+ ,:+.*r"?
'L=1 L ' Lll (x,-x,)''r l

I1 est défi.:ri sur le doraine

DH= [(y,x) ed'Ff \ix,=x;Llji)i

c) Les éguations de Ham-ilton

.aHv---\r-
I dV, .I

'aH
\7ri âx,

l_

conduisent à

; = r 'o'. -\2*,
L ,. J I]-l) (xi-x. ,

2'a) Ia consenraticn de H :

dl{-,-âH; *3H.', =ôæ- Î ax. ^i )Y. -Ii
I I .}

lnpliqr:e que J-a q.:antité

I --L- reste borné. Ceci exclut Ia présence d.e collision (x-= xi pour
-i)

(x. -x, ) "lj
Llj)

b) ôe théorène d'existence des solut:ions des éq:ations différentielles de Carrchy

permet de concli:re. E: effet, I'absence de collisions i:rplique que le second

nenù:re du système différer:tie1 (*) reste dans la classe de Lipschitz e'; on a

donc I',-:<istence locaie. I-l- n'est p.s drfficiie de ncntrer gue I=s rritesses i.

res'.ent bornées. Lrayis-'ence c1rr:ne sorution qlobale résu-t-e donc pa.r ccnpacité.
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et donc

x'' = uf'u '

et
1- 1-

It(x^) = tt(x^)

Onamenl.6quesi xl

I1 en est donc de nênre de

o , t ---> *o(a) est 2n/À-pérlo<1iqr:e .

r --+ Tr ( k (t) ) et donc de t --+ Tr t>S ttl t

2-
ona rttxÀtti I = t*1 .

ir
Les xr(t) sont les solutions de I'éguation polynôrniale (en p ) r

det(X(t) - pI ) = Q . Les coefficients de ce polynône sont des fonctions 2n/x-

périodiqr:es. Au bout d'r:ne période, 1es solutiorrs sont consq:rées au nrcjns d,ans

Ierrr ensenrble. A priori, il pourrait y avoirJne permutation. D: fait crest im-

possible puisqu'on a étabfié en I qu'il ne pouvait jamais y avoir de collisions

(*i x, L I )) et on a donc que les solutions xr(t) sont 2n/À-périoôiqr:es.

3-a)

Lthanriltonien H est défj-ni sur le donraine D" qui a n! conposantes conne>(es.

O: pa-sse d.'une conç:osarrte à I'autre par une pernutation des x, Sur chaque

conqrcsante, on obsenre que H tend vers f ixfj.::tj- au bord, du donraine de défjli-

tion. La fonction a donc au nrcjts un nLi[inrum dans chaque coq>osante. On remarque

alors que H est convexe et donc elle ne peut adnettre par conposante connexe

qurune seule trnsition d'équilibre qrri est un nrinjJrrlrn.

3-b)

L'hanriltonien H est défj-ni surle domajne DH qui a n! conposantes conne><es.

Or:g:asse d'r:ne conposante à I'autre par une pernn:tation des x. . Sr:r chaque

ccnqnsante, on observe qr:e H tenC vers I'infini au bord du domaine de défjli-

tion. La fonction a donc au noj:rs '.in nrinirnr:m Cans chaque composante. ùa remarque

alors que H est convo<e et donc elle ne peut adnettre par conçnsante connexe

gu'r:ne seule position d'éqrihbre qui est un nr-ixj$um.
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3-b)

Chacune de ces positions dréquili-bre est lrr:nique solution du systène

aH=o=1.2x. E 'ou ^.'*i 
--i 

(i, j ) (x. -x- ) 
J

LJ
Ocsenzons alors Ere :

2^2ii- Z z *i- + ; .n __x:V

ilj L)
I

::=1 E ( g - À x.t2* 9'Àn(n-1)
z ili '*i-*j VFJ"'i' 2

male de H est égale à

du systène

et du systère

o:r a donc facilenent gue H a 4E1J- . Pour dénrrntrer que 1a valerrr rLi.:ri-

gÀm(m-t ) 2 tt faut donc établir que les solutions

sont les mênes.

Ce dernier poi.:rt nécessite un arg-rrent patriculier. Por:r sirçIifier sa préserr-

taÈion, on absorbe les constanÈes gr) au"" les variables. 11 stagit essentiel-

Ierent de npntrer que les positions d'équilibre du systène

i_ = - x: + 2 (x.,-xr)-3
JJLiJ

scnt données par x.i = :. (*r-*i)-1
,Lf)J

Considércn:s Ie systèIre différentiel

*-(t) =-x-.(t) + E(x.,-x.,)-1 (1)
l' I ifi I i-

et dérivons. On obtient après éliminaticn des dérivées premlères

i- (t) = - x- (r) + 2 E (x-, (t)-x.. (t) )-3 (2)
l' ) Ltj I r

Les positions d'équilibre de (1) sont donc des positions d'égr:-ih-bre de (2).
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ùl suryse que I = o

1.

On a nontré gue dans ce cas L = L est r:ne constante. O: a ainsi

qtri est wle constante.

2.

On a nrontré aussi que X est une natrice qr-r-i dépend linéairenent du tenps.

Ia. matrice X qui est conjuguée à X a les nênes valeurs Propres que X

par ailleurs X est di-a.gonale et les *i sont ses éIéments diagonau<.

Or: en déduit qr:e 1es positions *i des particules sont les valeurs propres

d'une natrice qui CéPend lj:réairernerrt de temps.

fl est facile de vérifier que les particules se repoussent et on en déùlit

Ie ccnrportenent aslzrçtotique souhaité '

, il sren

Tï(Lk) = t(ur,\-l-1) = tt(rk)

< vlt'z

d.e coll-ision'
+-

Yn, ,Yn

L

Du fait que les Tf (Lk(t)) scnt des constantes du rnouvenent' iI résulte que

n '\- n -vt(yl)*=:tyll^
i=1 * i=1 I

5.

Les y; et y; sont donc les racjnes du même pollr:rône de deqré

+-
suit qu'iI existe r:ne penrn:tation s É r telle que Y1 = Ys qi1

9.-

On a donc

Ytt . YZt <v t pour t<O

+(v t Dour t>O
'11

on obtient que nécessairerent
+

= \/Jn

n

et
+

tt 1-11 -

nty a 5xrs

_r1

Conne iI
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PROBABILITÉS ET STATISTIOUES

EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

Notations, Définitions, RaPPels.

Soit (f), f ,P) un espa,ce probabilisé.
1. Si,4 et ll sont deux sous-tribus de F, on défrnit lgur coefficient de mélangepar

a(A,B).: supA€,4,g€ slP(An B) - P(A)P(B)I '

2. Si / est 1ne folction d.écroissante sur I'intervalle f, on définit sa p-seudo-inuerse

,f-t ,,t, linf(/(/)),sup(/(/))[ par.f -1(t) : inf{r € I : f (t) < s}'

3. Si X est une variable aléatoire, on note f (X) Ia tribu engenclrée par X et I/x la
fonction de queue cie Ia distribution de f, défi,nie surfR pat Hv(r) : P(X > r).

on note Qx la fonction d,e quantile d.e x, Qx: H*t. Lorsque X est intégrable

on positive, on note E(X) I'espérance mathématique de X, E(X): Ï XdP.

4. pour tout p € [1, -[, Lp désigne I'espace des variables aléatoires X telles que

lXlp soit intélrabie, muni de sa semi-norme usueile llxll, : \nlXlP)tlp' IL-
désigne I'espa-e des variables aléatoires X presque surement bornées, Ia semi-

,.orÀ" llxll." étant définie comme la borne supérieure essentielle de lXl, c'est à

dire llXll.. : inf{z € n' I{x1(r) : 0}.

b. Soient X etY deux variables aléatoires, Lorsque X, Y et XY sont intégrables, on

ctéfinit Ia covariance entre x et Y par cov(x,Y) : E(XY) - E(X)E(Y)' Lorsque

X est de carré intégrable, on définit la variance de x par var(x) : cov(x, x)'
6. On rappelle Ie critère de relatiae cornpacité en loi:

1ro.r,. ,rn", s'ite de lois cle probabilit é (",) sur IR, les propriétés (i) et (ii) ci-clessous

sont équivalentes,
(i) De toute sous suite rte (rur) on peut extraire une sous-suite qui corlverge

faiblement vers une loi de probabilité.
(ii) Pour tout e > 0, il existe.K > 0, tel que un(l-K,/{]) > 1-e pour tout n,

7. Un espace rnesuré (A,A,p) est dit o-f'ni si A s'exprime comme ulle réunion au

plr.rs dénombrable cl'ensembles mesurables de mesure finie.

01 rappelle I'énoncé clu théorème de Fubini pour une fonction positive:

soit (A;, At,Lr;)tt,2 cleux espaces rnesurés a-finis et / une application rnesurable

et positive, définie sur (A1 x Az,/r I ,42), alors les applications

rf
fr i rt ----+ | f@r,r2)d'pt2(x2), fr t 12 + I T@t,t2)dp1(r1)

Je,"' Je,.

sont ntesurables. De PIus

fÀpt

8. On rappelle le résultat de densité suivant:

: 
lo,Tz'Ip'lo,,o,rdor' 

a Pz): lo,
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soit "4 une algèbre de Boole , A C F. Soit B un élément de la tribu engendrée par
A. Pour tout e strictement positif, il existe une partie ,4 élément de A telle que

llÏa-llallr <e.

Préliminaires
1. Soit X une variable aléatoire.
a. Prouver que lafonction Hx est continue à droite en tout point.
b. Montrer que pour tout (r, s) e IRx]0,1[, on a

r < Qx(s) si et seulement si s < Hy(t).

c. Soit I/ une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0,1[. Prouver que Qx(U)
a même loi que X.

d. Supposant que X e ['p, prouver que 81'xt est intégrable (par rapport à Ia

mesure de Lebesgue) sur 10,1[et que E(lXlo): I: Ql4tt)at.
,
a. Prouver que, pour tout couple (X,Y) de variables aléatoires positives on a:

rE(XY)- I P(X> ï,Y )y)dxdy.
./R"1xn"1

En déduire que

E(xy) < t [/t 0,,.";(z),s(Hy( r11d,s]d,rdy.
JIR+ xlR+ J0

b. Démontrer que si (X, Y) est un couple de variables aléatoires tel que Q61Qy1
est intégrable (par rapport à la mesure de Lebesgue) sur ]0,1[, alors XY est inté-
grable.

3. Soit A el B deux sous-tribus de F. Que signifie a(A,B): O ? Montrer que
a(A,B) < Ll4.

Première Partie
A

Soit X et Y deux variables intégrables telles qr:e QVlQlv; soit intégrable sur

]0,1[. On note a le coefficient de mélange entre F(X) et F(Y). Le but de ce

paragraphe est d'établir une majoration fine de la covariance entre X et Y.
1.
a. Prouver que XY est intégrable.
b. Montrer que

lP(X ) r,Y > a) - P(X > x)P(Y > y)l < [' n1".r*(x),s<Hv(y))ds.
Jo

2. On suppose que X et Y sont positives. Etablir que

lcov(x, r)l < [" Q*G)Qy(s)ds.
Jo
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3. Démontrer que

fc
lcov(x,Y)l <4 I 8;4(r)8p;(')d'.

Jo

4.
a. Soit 1 < p < *æ,1 < g < *oo et 1 < r ( *oo tels que

Prouver clue si X e [.P et Y € ]Lq on a

lcov(X, y)l < +"' /' llXllollyllr.

b. Prouver que si X € IL* et Y € JL- on a

_1
- 

I.

lcov(X, Y)l < aallXll"" llYll.".

Dans toute la suite du problème, {Xi,j e Z} est une suite slationnaire de
variables aléatoires . Ce qui signifie que pour toute partie finie "I de 71, et tout
entier rn, Ies vecteurs aléatoires (Xi,j € "I) et (Xj**,i e ll ont même loi. Pour
chaque entier j on note M'-r" la tribu engendrée par {X;,i < j} et Ml* la tribu
engendrée par {X;, i > j}. On définit la suite (o,,)rto des coefficients de mélange
de {X;, j €n} par os : L et on: o(Mï-*,Ml*) pour n ) 1. . La fonction
de mélange ù(.) est définie sur IR1 par a(t) : d[t), où [l] désigne la partie entiere
de t. On note Q la fonction de quantile de lX6l. Enfin, pour chaque entier n) 7

on note ,S,, la somme partielle Xr *.'.* Xn. On dit que Ia suite {Xi, j e T'} est
méIangeante si an tend vers 0 lorsque n tend vers ltinfini.
On suppose que X6 est dtespérance nulle.

B
1.
a. Montrer que a(.) est clécroissante puis que le domaine de définition de la

fonction pseudo-inverse o-r est ]0, 1[ lorsque ia suite {X i, j e n} est mélangeante.
b. Prouver que en : a(ML*, UTfrl pour tout j e n.
On considère 1a condition suivante:

(C) lasuite {Xi,j en} est mélangeanteet o-1 Q2 est intégrablesur]0,1[.

2.
a. Lorsque {Xi,,j e %} est une suite de variables aléatoires indépendarrtes

équidistribuées avec Xo de carré intégrable, montrer que (C) est satisfaite. Q.t"
vaut alors Ii "-'(ùQ'(s)ds ?

b. Quancl Xo € n'pour un réel r €]2, oo[ et lorsque la série D"3a,, est con-

vergente, montrer que (C) est réalisée (indication: établir I'identité # ("-t (s))'/'-2 46 :
X,r>o(, ! l)rlr-z (on - or,+t)),

c. Montrer qu'il en est de même lorsque la série D o' est convergente et Xo €
IL-,

i+i+i
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(ii)

On suppose jusqu'à la fin du problème que la condition (C) est réalisée
et on pose

n1

I- I o-'(ùQ'(s)ds.
Jo

3.
a. Montrer que Xe est de carré intégrable.
b. Soit h une fonction numérique de variable réelle. Etablir les identités

.l tu 7t n lt-l(i) *f !h(c""( x;,x)): I tt -l)n{,"v(xs,x6))
i=l j:l I =-n

r : I lo"r 
e, {r)0,

c. Montrer que la série Do'- est convergente dès lors que Xe est presque sure-
rnent non nulle.

4.
a. Démontrer que la série !cov(X6,Xp) est absolument convergente.
b. Etablir I'inégalité

var(,S") 14n1, Vn ) 1.

c. Montrer que jvar(S") converge vers var(Xo) +ZDË, cov(Xs,Xx).

Deuxième Partie

On note désormais o2 la somme de la série var(X6 ) + Z DÊ, cov(X6 ,, Xr).
L'objeciif de cette partie est de démontrer un théorème central limite. Plus

précisément on a en vue d'établir que S"l1/n converge vers la loi normale centrée
et de variance o2 lorsque o2 est supposé non nul.

A
1. Quel est Ie comportement de S"ltfr lorsque o :0 ?

Jusqutà la fin du problème on suppose que o est non nul.
2. Soit (zr,) une suite de lois de probabilité sur IR telle que Ia suite ! a2du"(x)

soit bornée. On suppose en outre que /(iÀ - r)exp(iÀ a)du"(x) tend vers 0 lorsque
n tend vers *oo pour tout réel À. Il s'agit de démontrer que un corLverge faiblement
vers la loi normale centrée réduite.

a. Montrer qu'il en est ainsi si l'on suppose que la suite (zr,) converge faiblement
vers une loi de probabilité z (indication: étudier la fonction caractéristique de z).

b. Conclure.

B
On suppose pour tout ce paragraphe que Xo € IL-. Soit (rnr,) une suite d'entiers

iendant vers foo, telle que 2mnS r?, pour tout n. On pose

Dn: {(/,j) € [1,n] x [1,n] :U - ll<*"],

89



puis, pour tout j € [1,n],

D,,(j) : U e [1,n] : lj - Il < mn].

Soit I/,, : D(,,i)., ^cov(Xi,Xt).
1. Dérnontrer que f "ottt"tge 

vers a2 lorsque n tend vers *oo.

Jusqu'à Ia fin de ce paragraphe B, on suppose n assez grand pour que V" soit

positif et on pose pour tout / € % Yt,n: XtIJV;. On définit ensuite, pour tout

/ € [1, "), 
T*(j): Dre p,( ùYt,n et Tn: Dtr Yr,,,. On fixe enfrn un réel )'

2. Vérifier la validité de la décomposition suivante:

(;,1 - Tn)ei\T. : i),ei\T" An - ei\T" Bn - Cn

otr

An : (1 - t T,(j)Yi,), Bn :lYi,,G - e-i^r"(i) - i^T"(i))
j=7 i=t

fI

C,, : \Y1,,"i^(T" -T"(i))'
j:1

3.
a. Montrer que lsix" - I - ù,rl I À212 f 2, pour tout réel r.
b. En déduire l'existence d'une constante positive -I{1 telle que, pour tout n

assez grancl ElB,,l1 lir?".
c. Démontrer qu'il existe une constante positive I{2 telle que l.u(c,,)l < KrJio,,,n,

pour tout Tr àssez grand.

4. Soitzn€IN, (j,l,j',1')e 7,4 telsque U -lllrnelU'-fllnt'.
a. Si lj - j'l)-2m, montrer que:

lcov(X1X1, X i, X1,)l S +llXo llloti-i, t-2^.

b. Posant /c : min(lj - j' 1, U - l,U - /'l), prouver que:

lcov(XiX1, X i, Xy)l S sllxo llloo.

5. Montrer que An esl d'espérance nulle puis qu'il existe une constante positive

.I(a teile qte E(A2") < Ksmz,ln pour tout n assez grand'

O. a. Dérnontrer que n'Ldm tend vers 0 lorsque rn tend vers *oo. En déduire

I'existence d'une suite d'entiers (rn,) telle que ,/Â,a^. et m,.f 1f,' tendent vers 0

Iorsgue n tend vers I'infini.
b. En conclure que ;}; converge en loi vers Ia loi normale centrée et récluite.

C

Le but de ce paragraphe est d'éiendre le théorèrne central limite dérnontré en B
clu cas borné au cas général (c'est à dire sous Ia seule condition (c)).
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Soit 1'( un réel positif. On introduit

rx@) 
r ;:..iï ,,",, : f

on pose 2,,: --,aLi:, X j, Z',(I{): #,Di:tlf N(Xi) - E(Tx'(Xr))] 
"t

zi:@)-2,,-z'"(K).
1. Etablir la majoration

o

a. Prouver que la série ! cov(fir(Xo), f x(Xe)) est absolument convergente.
b. Soit ulç : ,rur(,fr(Xo)) + 2DË, cov(fiç(Xo),/r(Xr)). Montrer c{ue u1

converge vers o2 lorsque .I{ tend vers f oo.

3. Conclure.

E(zir(/{)) < 3 lr' 
xs (K) 

o-,(")e2(s)ds.
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Rapport sur ltépreuve de Probabilités et statistiques

Le 
'r.o6lè're 

visait à éta|lir un théorème central limite pour cles variables rlépeu-

clantes <léruontré réceÛuDent par Doukharl, Massart et Rio. La preuve origirrale <le

ce théorène s'applrie sur url lh,éorèm" cl'zr,pproxintation martingale cle Gorclin' La

'r.elrve 
alterlative pr.opgsée clans c.e sujet n'utilise que cles notions qr-ri sont al1 Pr'o-

gr..rrr1r" .le I'Agrégatic,n. La notion de clépenclanc.e étrtcliée ici est le mélzrnge dit
iifrrt", q'i f*t intn-,cluit par Rosenblatt. Dans les préliminaires et lzr, première Pztr-

tie, .rr établit une inégalité cle covariance drre à Rio rlont on étttclie lzr. sigrrifir:atiorr

ert terures cle nt.,:.tte1i, ,o.t, cles hypothèses cle rapiclité cle mélall*e c'ollvenables'

Darrs lzr, sec<>1cle partie 6n établit le théorème central limite cl'Ibragiurov Ponr' des

variables b''rées clont les c.oefficients cle mélange sont en sér'ie s.rnmzrllle. On rrtilise

pour. ce faire la rnéthocle cle Stein clécrite en ILA. et mise ell oetlvre da,rls II.B qui est

ia 1-,artie la plus technique clu prolllème. Enfin on achève la preuve en applitlrzr'nt
.,,,.r,." tr()n,,utrrre clont les restes sont contrôlés à I'aicle cles inégalités cle la pretnièr'e

partie.

Les ca..cliclats .nt, clans leur grzr,ncle majorité, travaillé clans les pr'éliÛrinzr'ires et la

Première Partie. Les neiileurs ont traité II.A. et ont aborclé II.B. sans toutef<ris

attacluer les questions les plus clifficiles'

Ext:epti'rr, 11 calcliclat a traité avec brio ltensemble clu problèure, llravol

Vrici r.rn relevé cle qlelques far-rtes graves rencontrées nlaleurettsertlertt fréquem-

meut.

- c''siclèr.er qlre la pseuclo-inverse rl'rure f<rncti'n cle cllreue cle clistributi.n f/ est

r're irrverse arl serlsi sti'ict. En général "l'inversibilité" cle I/ était "jrrstifiée" Par sz'

morrotonie et sa continuité à clroite'

- po1'. prolrver I.A.3. certains utiiisent et parfois "clémontrent" I'inégalité:

lcov(X, Y)l < lcov(lXl' lYl)l
- rrtiliser fa,lsseiriellt ia staticllarité en r:onsiclèratrt cg.re cleux vecteurs zr'lézr't<>ires

qui orrt même loi cle proltaltilité e[genclrent la mê[re tribr-r

- éta't r1.''é L/ sr.rivant la loi unifcrrme sur ]0,1[, consiclèrer que puisque X a'

rnêrrre loi que Q x(U) et Y a [rême loi que Qv(U'), "a,lors" Ie couple (X' y) a mêrne

l<ri qtre le couple (Qx(U),Qv(U))'

E'fin l,arrteur regrette cl'avoir laissé passer une coquille clans 1'énoncé cle I.8.4'll'

oir <rn rlemanclait .liétalrlir une borne er 4n,I au lieu cle 8rz-I. Erreur heureuse[rent

sals cclrséq1e1ce, Ies c.ancliclats a,yant soit oultlié un facteur 2) pensant avoir clé-

'r..tré 
la 561re clelrar.,lé" (ils n'out bieu entenclu pas i:té péilaiisés) s.it lectifié

rl'eux Drêrnes et étaltli la ltorDe correr:te (ils oilt été récompensés).

corrigé de l'épreuve de Probabilités et statistiques
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Préliminaires.

1.a. Soit (e',,) rrne suite clécroissant ver.s r. alors lir.u 1(X > r:,,) - (X >,r;)
clouc P(X I .1,,) tencl eu croissaut vers P(X > r).
b. Par définition cle Qx,, < 8x(") implique Hy(:r) ).s. Potu'étal-,lir que
r > Qx(.s) irnplique Hx(r) 2 ,s, il suffit de vérifier que f/;(Qx(,t)) (.s, car f/;ç
est clécroissante. Soit alors (zr,) une suite clécroissant vers Q2ç(.s) avec Hy(:r,r) ( .s,

la coutinuité à clroite cle f/; perrnet cle conclure.

c. En utilisant b. ou a

-P(A) < P(An B) - P(A)P(B) < P(A)

pernrettent <l'étalrlir tlre

lP(X ):u,l' >'y) - P(X >.r)P(I- > y)l < mil(rr, Hx(*),Hv(ti)

et.<rrr tt.r'rr.rir.: eu rr.tarrt t1re ru.irr(rv,Hy(r),Hv(y)): ff n(r.r.*(e),s<Hy1y;;r/.s.

P(Qx(t/) > ,): P(U < f/.x(')) : flx(r),

Qx(U) a par cousécltteut ruêurefrrnctiou cle queue cle distributionet clonc urêrue loi
cpe X.

d. Qtxt(I/) u urême loi que lXl.

2.a. On applique tout cl'aborcl Fubini pour' établit la forrnule, puis on note que
cl'une 1>art:

P(X > r,X ) a) a Hx(r)n fIy(y)

et cl'zlutre part

f/x(,r) A Hv'(y) : /t n1".r.*(r),s<Hy(y))d.s
Ju

b. D'zr.près 2r.., 1.b. et Fubiui à t.r,r.,'0"o., <lu tire

Elxl-l 
= l*.^o_ / n(e,*11")>,)ï(e' vl")>y)cl.scbd'y

.fr
. Jo

3. a(A,B) : 0 signifie I'iutlépenclauce cle .4 et B. Orr rernarque Par ailleurs
qrre P(A n B) - P(A)P(B) : cov(ï.A,1rl) et var(1la) : P(AX1 - P(A)) < à.
L'iuég:rlité votrlue est alors ture conséqrrelrce rle I'irrégalité cle Cauchy-Schwa,r'2.

Première Partie.

A.1.a. Clf. Lrs pr'éliruirrzriles 2.1-r.

b. L:r. <l<lrfirritiorr dtr r:oefficient jointe au fait que, porlr tout évèuemerrts A, B
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2. D'apr'ès les préliuinaires 2.a.

cov(X, Y): t (P(X ) r,Y > y) - P(X > r)P(Y > 'y))ct:rtty
J[t* <Ft*

cl'oir pzr' 1.b.

lr:.v(X, )')l < t ( /" 0,".H;ç(.r.).s( uv(s)\(1.*1dt'rtu
JRaxFt.r./o

et I'inégalité s'en suit après zr,pplication cles préliminaires 1.b. et cle Frrbini.
o

lcov(X,y)l < lcov(X+,y-)l * lcov(X-,y+)l * lcov(X*,Y- )l* l,:,,v(X-,y-)l

et 3. r'ésrrlte cle 2. en renarquant que 8x+ et Q;ç- sont major'és par Qlxl.
4.a. Se décluit cle 3. en zrppliqr.raut les pr'éliminaires 1.cI. et I'inégzrlité cle Hcilcler.

b. Orr reularqrle clue llXll.', majc,re Qlr; et on utilise 3.

B.1.a. L'eml-roiteurent cles tribus et les préliminaires 3. implicpent ler clécroissalrc.e

<le (a,,) clonc de a(.). Comme rvo : 1 et r:v,, tencl vers 0, le ciomairre cle cléfinitiori
,1" tl-1 est ]0,1[ .

b. S<rit Mr;la tribu errgenclrée par (X;,X,+r,"' ,Xj).La stationarité assru'e qrre,

porrr tolrt errtier rn

a(MJ_,,,, MJI""'.*") : n(Mo_,,,, M""'t").

Mais Ie r'ésultat rle clensité r'appelé en 8. clans l'énoncé permet cle garantil' qr.re p()r-u'

t<rrrt À;, *(MI-,,,,M\I',','*") croit verc a(.ML*,MT+,.) lorscpre rrz croit vers foo,
r:e clui entrzr,ine le résultat vorrhr en passant à la lirnite qua,ncl rn tencl vers f oo <taris

I'identité ci- clesstrs.

2.a, e,r: 0 lrour tout rz ) 1, clonc {Xi,i e n} est mélangea.nte et a-1 : 1.

D'<rir, en rrtilisant les 1>réliminaires 1.c1., / *-tQ' : I Q'2 : E(.X'i) < oo.

b. Notons que (rl2/''-2a,.) clonc a fortiori (a,,) tencl vers 0. De I'iclerrtité

-r Itr, 1 1)ï;.,...,,*,Io :Iu

on tire, elr s()rr]rnant de plus par partie:

71

I @-t ('l)'l'-'z a'' : f (r1' + r)'lr-2 (',, - rv,,*1)
Jo n)o

< t(rr * 1 Ylr-2 - n'l'-'2 o,,.
-,L',

n)0
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La série rrraj<x'arrte est cle même nature que la série cle tenne général n2l'-'2a,, cltri

est c.<lrvergerrte. ()n en clécluit cpr. a-l est cle ptrissance rlr'- 2 irrtégrable. Or'par'
lrylrothèse et les pr'éliurinzr.ires 1.cI., Q2 est cle puissartce rf2 intégral-,Ie, I'iuégtrlité
rle Hirlcler (r'lr'-2 et rl2 sorrt conjugués) garantit clon<: f intégrabilité rle a-t Q'2 et
finalernent entraine (C).

c. It:i elr(:ore a,, terrcl vers 0 est imuiédiat. De plus, procèclant collllrle eu b.,

ruais Q2 S llxoll2 ckxrc (C) est satisfaite.

3.a. Comme cr-l 2 1, I'intégrabilité cle a-lQ2 entraiue celle cle Q2 clonc aussi

celle de Xo2 par les pr'éliminaires 1.c.

b. On utiiise la stationarité et le cléncimbrenteut

Carcl{(2, j)lI <i I n,\ < j 3 rt,,i -i --k} : (n - lkl)+

poru' pr'onver (i). Enfin f : D,,ro(rr * 1) fij*' Q2 "t (ii) en clécoule ert st:rtttttartt

par partie (noter qr.,. ff' Q2 tencl vers 0)

c. Q2 est décroissarrte et Xs est non clégénérée, clouc Q2 est minor'ée ltar uue
colstarrte c strictemerrt 1>ositive sul'un intervalle uou vicle ]0,r0[, il s'en sttit par
applir:atiou rle (ii)

I>tc(a6Ato)
[->0

clorrc lzr série cle terure général ell cor.rver'ge.

4.a. Ou appliclue A.3. puis (ii) et la firritucle de .[.

b.

Io' 
n-t: I*{r,, * tr)(cr,, - û,,*r, 

= I.,,,

var(Srz): t cov(X;,Xi)
I (iSn,l Sjltt

cle (i) appliqué avec /r(r) : l,rl, on tire

var(S,,) S n f |.,.,v(Xo,Xr)l S 2n ! lcov(Xs,Xr)l
k:-tt k:0

qrri 1ra,r A.3. <:onchrit via (ii) à var(S,,) ( Snf

c. Utilisous à uorrveari (i) avet: cette f<ris /r(:r:) : .r:, il vient

lrr,r,'ts.,) : i tt - lÀ'l )c.v(-\,,xft),, "u'\-rr , - 
O-_rrr' ,r.

<rr lir faruille {lr:ov(fu,X*)1, k e T,\ est sourrnable clonc lvar(S,,) (:ol}verge vel's

Dorrr'ov(-{0, f1 ) lliur colrvergellr:e <lourirrtie.
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Deuxième Partie.

4.1. D'après Ia première partie B.4.c., ft .,,rrtrr"rge clans IL2 clortc a,trssi en

lrrobzrbilité vers 0.

2.a. Ncrtorrii pn la fonction caractéristicpre cle v,, ei tp celle de lr. L'hyPothèse se lit
Àp,,()) + pi,()) tencl vers 0. I1 s'agit cl'étzrl-,lir qrle p est dériva,l-rle et tpe gf, .,,rrr-

vel,ge simpler:.rent vers cp'ce qui permettra cl'iclentifier g via l'éqrration cliffér'erltielle

)p()) + g'()) : 9. Soit C un majorant de la suite [:r.'2clu,r(t:) et, potrr 1( > 0 ,

qK rule f91ctiq1 c.oltinue à support corttpact telle qrre I[-/('/(] < llt,; 11. Notorr's

c1r.re C rrrajore égaiement !:r2gy(:r)rlu,r(r). Par a,illeurs la. t:onvel'gellce étroite <le

,-,?ù vers ru eltraite que / *gy(r)du,,(r) ,:onv"rge vers [ ,''gt (r)du(r) cSri est rlorrc

rrraj<rré pa,r C. De même [K^.,r'rlr(,1) < I:r'2ot;(r,')thr(r) 3 C, cl'oir (]omn]e -I'( est

zrrlritraire [ ,r'2 du(r) < C . Donc cl'urte part g est clérivable (par clér'ivation sorrs

I'irrtégrale) et d'autre 1tart, colllllle 7 - g1ç(:r) < +'llotl's avolls

.l lr,l(r - ux(:t:))rl(u I u,,,)(r) < +, cl'otr

lpi,(l)-.p'()) ltl le1;(r).uexp(iÀt')rlt',,(r)- |on{r),"xp(iÀrr;)r/r'(r)l 
+

et err rrtilisant la coltvergetlce étr'oite <le u,, vel's l/

2C

K

limsuplgf,(À) - p'(À)I

cpri impliqtte la, t:onvergellce cle gi,()) vers p'(À). Alors, por.u'totrt ,\, )9())1p'()) :
0, {6rrc p()) : cexp(-)2). rra étant une fcrnction cara,ctéristique. ()lr el} cléchrit cpe

rr : 1 <lorrc ru est la loi nolmale centrée et réduite.

b. La lr<rl1itucle cle Ia sr-rite [:r'2durr(r) assttre, via, I'iuégzrlité cle Markov, clre la

srrite (r,,,,) est t:onltac.te en loi. Mais cl'après a., I'r-uricpe valetrr cl'aclhér'ence pour

<:ette srrite est la loi normale centrée récluite, c'est clouc la limite cle (r.',,)'

B.L. o'2 - 
y- 

-_ 2Du,^.*(1 n (k/n))cov(Xo,Xr) et on conclut Par c.orrvergen(:e

clominée.

2. Immécliat

3.a. On a.ppliqr"re i'inégalité cle Taylor'-Lagrange à I'ordre 2.

b. De 3.a. on tire

^lllxell-?e 
$',, ,'lB,,l < 116: 
l-,r,r,,,

oy JiT,,(.j) a, par stationarité, même loi qr,re S,2nt^+t ce qr.ri, par I.8.4.1,,. iurplicpe,

prrisqrre / S llX,, ll'""(Dr *r ),

v",E(T;z,(j)) < s(znz,, + 1)llxo ll'."(r "*)
À

<l'<rir 'ElB,"l: O(ffi) et 3'b' en cléc'*le via 1'

2C<_
K
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c. R,eruartlrous pr'éalalrlement rlre I.A:4.b. s'étencl au (ras oir l' est à valeru's
complexes, cluitte à rnultiplier la coustante par rÆ. Cl."..-hons à uraj<lrer' porrl torrt
j, c<rv(Xj, exp[zÀ(7,, -7,,(j)]) à I'aicle rle cette irrégalité. On a exP[d 

^(T,, 
-7,,(j)) :

UiVi avec.

alors, Xi étant t:entr'ée,

cov(X1, UiVi) - c,rv([/i ,XiVi) + E(U j)rxrv(Xi,l/;).

D'<rir, puistpre llu;11"" : llVill"" : 1 et llXill"" : llXoll,-

lcou(X i,U iv)l I 8J2a,,,^llXo ll ""

3.t:. s'en suit virr, 1. car E(C,,): (?tu_)D;::r cov(X;,tliV).

4.a. Srrpl>osons j > j', XiX, est Mf-r,-mestlrable et Xi,Xl est Mt-!"-
rnesurable, I'inégalitée souhaitée clér:oule alors cle I.A.4.b.

b. Trois r:as sout à étuclier, les autres s'eu clécluisarrt par syrnétrie par rapl)ort à I
et 1rzr,r penmrtatiorr cle j' et lt, (su1-rposons [ > 0):

(i) / < j et j',1' plus graucls tlue 7

(ii) /,j',/' plus gran<ls rpre j
(iii) j' < j "t'/',/ plus grancls cgue j
(i) se traite tlirectertreut car XtXt est Mt-*-rnesurable et X;,X1, est Mfnt,-
ruesrrrable avec j' A I' - j > k, clonc 1>ar LA.4.ll.

lcov(XiX1, fy,X1, )l < 4llXo lll"n.

Eu vue cle traiter (ii) et (iii), on ét:r'it en prrrfitzurt du ceutrage cles Xl

lcov(X;X1,I,,Xr, )I S le(fi XtX j,Xr,)I * lc-ov(Xi, Xr)IllXo ll3".

Le secorrrl terttre de r:ette nrajoratiorr est rnajoré via LA.4.b. par'4rvlllXull:. P(,ru
le prcrni<'r'teutte, rlirrrs L, <:as (ii) ou isole -{; ct ck'l'clentité <xrv(Xr',XrIr,-Yr,) :
E(XrX$ j,Xt,) ioirrte à I.A.4.b. on tire

l,E(XjXrXi, Xr, )l S 4rr1. llI' llL

Ditrrs le cils (iii), orr pr'or:è<le <le rnêru<: err isolaut cette f<ris X;'. Dans tous lt:s r:trs
otr zr lrir:rr titalrli la" ruajoratiorr clt,nrarrcltie (le <rzrs À; : 0 étant trivial).

ô' 
^

l:,,8(A,,) : v,, - t t <xrv(x1, xi)
t:l l€D"(j)

U; : (expi) t 1't), Vi: exp(iÀ t Yù
l{1-ntn j*nr. (l(rr
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on er] décluit le <:entrage cle A,. 1>ar clé{inition cle V,.' Don<:

V,? E(A?,) : va'ùr[ t X1X | :
(I, j) eI) -

sçirrclg1s cette clelrrièr'e sommation ert clerrx, en clistingnalt les iil<litles teis c|re

l.j -.j,l)_2nt,, (à partir clescy.rels nous f<rrruons la sorrlrrte.s1) cle (leux potu'lesclrrels

l.:j -.i'l <2nt,, (à pzrrtir destpels rlons formons la Fi<)lllrne 's2)'

P6rrr <t1;1trôler .s1, fixgrrs torrt cl'aborcl un entier i et c<lnsiclèrons les irrclices llotrr'
lesqrrels U -.i'l:2rr,,,,f i. Compte tentr rles tr.ontraintes 17 - /l < nt,,,,.ll' -.itl { nt',,

"t i < ..i .i n,le 16n|re cle ces inclices est au plus 2ri, x (2n't,, + 1)'. ()n oirtierrt

al<rls en appliquzr,nt 4.a.

l.rr I < 8n(2nr,, + t)' ll)(rllL(I ";)
i>0

<1',rr\ fl : O1n'l,lrt).

P.r'' <:'1trôler'.s2, il s'agit de fixer urr entier k, rle clénoml-rrer ies inclices satisfaiszr,rrt

arrxcr)rrtrairrtesU- tl 1nr,,, l-.:i'l{nt,rtt73.:i <rt', l.:i -.i'l(2rtr,,et
nrirr(l.i -.i,l,U - /l ,U -fl) : k puis cl'appiiquer' 4.b. Le c-.arclinzll cle I'errseml-rle cles

irr<lices satisfzrisant arrx r:ontlaintes est nlajoré par 6rt'(4rt,, + 1)'. D'oir

l,r, I < 48n(4n.t,,+ 1)' llJ(o llL(I "* I

fr>0

et firrzr,lerrreû E(Al,): ()(rr|l,ln,) via 1.

G.a. (a,,,) est {ét:r.oisszlnte ltositive et sommable clonc nl,Q.nt terr<.1 vers 0 lols<1tre rtl,

tencl vers I'infirri. A pr'éserrt conune ;fr, tend ett croissant vers *oo et vzr,rrt l Por-rr

?)?,:1,.tt ltertt, llour t<^rt entier rr.rt mrl rr,, <léfinir rrz' tel qlre ?? € t#5.î#l
A1rr.s (r2,,) est lrre slite croissante tenclant vers I'infiui. Lzl cléfirrition cle ttr,, im-

1rli,1rre , -, t,
1/za,,,^ ( [(rrr,, lL)au,,)11'z

et t,^ z t t1 /,2
L?/l,rct rll?, -11 '

'/i 
-

et on r:on<:lut car (k * 1)a; terrcl vers 0lorsclrre k tend vers *oo.

6.b. O1 <:Sgisit (ni,,,) ,:c,nulte etl 0.a. Les majorirtions précéclentes entrer,inerrt zr,lors

<*re .u((z) - ?,,)exp(d,\T,,)) terrcl vers 0. on clérlrrit cle II.A.2. qrre 7-,, col)verge er]

l1;i vels la l6i lgrrnale celtr'ée récluite, c.e qui en utilisant 1', suffit à prouver'6'b.

C.1. 01 prçcècle (:orrtlue en I.8.4. (<iir le r:entrzrge rle X0 n'était pas esserrtiel).

S<rit Q la font:tion cle quantile cle Xo -.f x(Xo), orr a:

cov(X1X; , X1, Xi')
(l,i)€D" (tt ,it)eD^

lc<,v(Xg - .f r;(Xo), Xn - .fri(Xt)l 
= 

n 
1,,'r 

8'

98



il s'eu suit, comu)e elr I.8.4.,

E4::'zet1 : \uu.(Ër, - f x(x,)) < 8/o2 )- /"- 4'
,:l 

r" - ' SoJo

niais Q(,s) : Q(.s)1[rçH1xo1(r(), cl'oir C.1. (ici cromme en I.8.4.b. la c<-urstante

r:orrer:te est 8 et nou pas 4).

2.a. Ou a1>pliclue I.A.3. eu relrrarquant que Qlf x(xùl ( Q, alors lcov(/yç(Xr), /L'(Xr)l
est rrrajor'é ltar 4l;r Q'' qtti est le terme géuéral cl'une série couvergente cl'après
I.B.3.l).(ii).

b. P<rtrr chatpre À., cov(/1ç(Xo),f x(X*).-.nverge vers cov(Xs,X6) lorsque If terrd
vers I'iufiui. 2.a. pemret clonc cl'affiuner que ?If c:onverge vers a2 quarrcl -If tencl
vers I'irrfiui (convergenr:e clorninée).

3. S<lit f fixé clans IR. Soit <p(z) :'exp(ifr). Notons que p est bomée 1>zrr 1 et
Lips<ùitzienne cle rapport ltl. Soit G une v.a. suivant la loi nomrale centrée r'écluite.
Alors lE(ç(Z,)) - E(ç(G))l est majoré par

tl(eeiù - E(ç(rl$"r,+ I't[(1 - ,l$r"tct + Etz::(K)t).

Pour chacpe .If, le prernier terme cle cette majoration tencl vers 0 lorsqr.re rr teu<l
vels I'irrfiui en vertu cle B. Par ailleurs, uri c.()rrverge rr"r, o2 et EIZ',lrQi)l (qui est

rnajoré pat lE(Z',','(/f))]t/2) tencl vers 0 lorsque 1{ tencl vers I'infini rurif<x'rnéruerrt
par rapport à n grâce à 1. On en clécluit qle E(ç(2,,)) converge vers E(,p(G)), ce

rlui achève la preuve.
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MATHÉMATIOUES DE L'INFORMATIOUE

Le but de ce problème est de presenter une méthode permettant de tracer des droites
sur un écran d'ordinateur.

I. NornttoNs ET oÉr'INltroNs

Pour tout alphabet ûni /4, on note A* : Urexr4k l'ensemble des mots finis sur "4 et AN

I'ensemble des mots infinis sur ,4 (par convention, "40 est Ie singleton formé du mot vide
noté e). On appelle langage toute partie de "4*. On rappelle que "4* muni de I'opération
de concaténation est un monoide dont l'élément neutre est constitué par le mot vide e.

Si M : Trto...Tmk est un élément 4" ae+t c A* on note lMl : k + 1 la longueur du
mot M et, pour tout élément a de A,lMl" le nombre d'apparitions de la lettre a dans le
mot M : lMl^: Card {n 1k,mn - a}.

Définition. Soit ,t-L:'.tou,t...w... un mot infrni sur A. On appelle facteur de u tout
étément de A* de la forme uh...'uk+tr awc (k,l) e N2, ainsi que le mot vide e.

Pour tout nombre r&I r, on note [r] la partie entière de r, définie par :

["] :s"P{n' €'z,n1n}

et on note {r} la partie fractionnaire de r, définie par {r} : t, - lrl.
II. At conITHME DE CHRISToFFEL

Soit o un nombre reel compris entre 0 et 1. L'algorithme de Christoffel consiste à

approximer Ia droite 2o d'origine 0 et de pente a pa,r I'ensemble C: {(n,[to]),rù € N].
On code alors I'ensemble C par le mot infini c:cocL...cn... sur I'alphabet {.,b} défini
par :

cn: a si [(n, + 1)o] : lnal
cn:b si [(ri, + 1)a] : [rzo] + 1

On dit que c est Ie mot de Christoffel associé à la droite Do.
1) Soient p et q detx nombres entiers strictement positifs, premiers entre eux, et tels que

p < q. Montrer que le mot de Christoffel associé à la droite Dz est périodique, et doru:er

sa plus petite période.
2) Montrer que, dans tout mot de Christoffel, I'un des deru< mots aa ou bb n'apparaît
jamais; est-il possible qu'aucun des deux n'apparaisse?

3) On considère la transformation .R. définie sur [0,1[ p* R"(r) : {x + o}. On pose

/" : [0,1- o[ €t .[p : [1 - o,1[. Montrer que cn: â. si et seulement si ^R[(0) € .I., et

cn :b si et seulement si 4(0) € /b.
4) Soient M et Mt deux facteurs de longueur n de c. Montrer que llMl" - lM'l"l3L.
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III. Mors sruRMrENS

Soit u : Llo?rt...'t.!,n... un mot in-fini sur l'alphabet {a,b}. On note L(u)Ie langage
associé au mot infini u, c'est-à-dire I'ensemble des facteurs de z, et L^(u) I'ensemble
L(u) n {a,b}" des facteurs de u de longueur n.

Définition. On appelle complexité du mot u la suite (P"(n)),ew : (Ca"rd É,"(u)),"eN.

1) Montrer que la suite (P"(r)),".x est croissante.
2) Montrer que, pour tout couple d'entiers (nt,nz), on a Pu(nr * n2) < P*(n)P.(n2).
3) Montrer que, s'il existe au moins un nombre entier no tel que P.,(no) < zno, alors
lim"r.*oo 2-nP.(n):9.
Définition. On dit que Ie mot infr,ni u est périodique de période p si I'on â ulap : 1ù6

pour tout nombre entier i. On dit que Ie mot u est ultimement périodique de période p s'il
existe un nombre entier io tel que L'on ait uil, : ui potw tout nombre entier i supérieur
ou égal à is.

4) Montrer que si le mot u est ultimement périodique, alors la suite (P"(n))reN est bornée.
5) Montrer que, s'il existe un nombre entier no tel que P"(ns) : Pu(no * 1), alors le mot
z est ultimement périodique de période inférieure ou égale.à P"(nù.
6) Montrer que si u est un mot non ultimement périodique, alors pour tout nombre entier
n,Pu(n)>n*L.
Définition. On dit que le mot infrni u est sturmien si, pour tout nombre entier n, Pu(n) :
nlL.
7) Montrer que dans un mot sturmien, tout facteur qui apparaît, apparaît une infinité de
fois.
8)Le but de cette question est de montrer que, si le mot u est un mot infini non ultime-
ment périodique tel que tout couple (U,Iz) de facteurs de u de même longueur vérifie
llt/|" - lyl"l S 1, alors u est un mot sturmien.

Soit u un mot non ultimement périodique et non sturmien. Soit rzo le plus petit nombre
entier tel que Pu(no + 1) > no * 3. Montrer qu'il existe deux mots distincts U et V de
longueur ns tels que [/a, Ub, Va, Vb appartiennent à L(u). En déduire que ^C(z) contient
deux mots Ut et I// tels que ltl'1" - lV'|"> 2.

9) Le but de cette question est de montrer que si z est un mot sturmien, tout couple (U,V)
de facteurs de u de même longueu vérifie llul" - lyl"l < t.

On suppose dans cette question que 4(u) contient deux mots [/ et I/ de même longueur
tels que lt/|" - lVl"> 2.

a) montrer que 4(u) contient deux mots [/' et Vt de même longueur qui vérifient
lu'\" - lvtl^:2.
b) Montrer que dans ce cas on peut supposer, quitte à prendre des mots plus courts,
qu'il eiste un mot 17 (éventuellement vide) tel que LIl : aWa et Vt : bWb.
c) Soit W un mot de longueur minimale satisfaisant à la condition précédente. Mon-
trer que W est un palindrome (c'est-à-dire que, si W:uout...lDn € {a,b}'*1, on
à'tD;:'trn-it pour tout nombre entier i compris entre 0 et n).
d) En déduire que le mot u n'est pas sturmien.
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On a montré :

Théorème. Soit u un mot infini non ultimement périodique sur I'alphabet {"' b}. u est

sturmien si et seulement si tout couple (tI,V) de facteurs de u de même longueur vérifre

llr/1"-lvl"l <1.

10) Montrer que pour tout nombre irrationnel a, Ie mot de Christoffel associé à la droite

Do est sturmien.

IV. SUIIP DE FIBoNAccI

On note (F,,),,ex Ia suite de Fibonacci, définie par tr'g : 1, Fr :2, et Fn+L : F-* Fn-t
pour tout nombre entier n ) L'

1) Calculer, pour tout nombre entier tu, Fn en fonction de n'
Zj Uéterminàr une progression arithmétique {an, lb,n e N} (avec PGCD(a,b) : 1) dont

aucun terme n'appartient à Ia suite de Fibonacci.

3) Montrer que tâut nombre entier n s'écrit de manière unique sous Ia forme n : losonaEa
}'vcc rL4 € {0,1} et nlnaa1: 0 pour tout nombre entier t > 0'

En posant /c : sup{J € N, À; : 1}, on dit qre nknk-r . . .?.ùo € {0, l}t+t est l'écriture

du nombre entier non nul n en base de Fibonacci, et on note Ttknn t .. .Tro: Fib(n)' Pat

convention, on pose 0: Fib(O)'
4) Ecrire un programme Pascal donnant I'écriture de tout nombre entier en base de Fi-
bonacci.
5) Le but de cette question est de caractériser I'ensemble des nombres entiers dont l'écriture

en base de Fibonacci se termine par un 0.

a) On pose { : bf ,et on définit Eo : {["d]-1, rù € N-{0}} et -81 : {lnÔ21-l,n e
N - t0)). Montrer que .Es fi,81 est I'ensemble vide.

b) Môntrer que ^Es (resp. E1) est égal à I'ensemble des nombres entiers n tels que le

mot Fib(n) se termine par 0 (resp. 1).

6) Le but de cette question est d'estimer le nombre moyen de L dans l'écriture des nombres

entiers en base de Fibonacci.
a) Pour tout nombre entier n, calculer Do."* lPib(k)lr en fonction de n'

b) Donner un équivalent de Do.r lFib(k)11 lorsque N tend vers I'infini.

V. MOT DE FIBONACCI 
\

Soit A : {â, b}, et (O.)'lex la suite à valeur dans A* définie par Os : â, Ol : ab, et

orr.*1 : o'(Dn,-l pour tout nombre entier supérieur ou égal à 1.

1) Soit d I'application définie sur ,4.) x ,4N par :

d,(u, ut) - s- itf {neN'z'luf, }

si u I ut et u :'ti,or.tL...ttn. ..,u' : u'oul..'u!". . ., et

d(u,ut) : g

si u:'r.tt.
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Montrer que (,4N, d) est un espace niétrique compact'

2) Soit o Ie rnorphisme de A* défini par :

o(a) : a6 o(b) : a

o (m) : o(Tr,o)o(-,) . .' o(m^) pour tout mot rn : îr,4Tll,l . . . mn e A

On prolonge o à AN par concaténation en posant pour tout mot infini 'tJ,:1r011,t - ' 
"t'Ln 

' ' '

de AN, o(u) - o(us)o(u1) . ' .o(u^) " "
Montrer que a admet un unique point fixe sur AN, que I'on notera À : ÀoÀr''' À" "''

3) Morrtre, qrr" Ia suite (O,,aa. . . 
" '. 

. )r,eN converge-dans (AN, d) verl 'l'
4) pour tout nombre entier n) orL pose /.(n) : frlfo...Àr,1". Montrer que la suite

(/"(n))".N converge et calculer sa limite'

5) Soit N" : {ri e N, un: a}. Montrer que N" : {[" #] --l,tu € N - {0i}

VI. DÉCoMPOSITION CANONIQUE DES SYSTÈMES STURMIENS

Dans toute Ia suite, on note ^9 
I'applicat ion (d,écala.qe) définie sur Ies mots infinis à valeru

dans {a, b} par S(usu1.. .L!,n ' . . ) : uruz- . .L1m!r "'"
A) Mots biprolongeables d'un système stulmien'
1) Soit u un mot sturmien et soit h I'aclhérence dans ,4N de {S'(u),rù € N} (pour ia

tâpologie définie par Ia métrique d, défi.nie à ia question V'1'); montrer que CI est l'ensemble

des mots infinis dont Ie langage est contenu dans L(u), et que c'est un ensernble fermé

invariant par S.

2) Montrer que, pour tout t € O, il existe au moins un élément y de 0 tel que Sy : *'
3i Montrer qu,il existe exactement un éiément z € 0 tel que u soit I'image par décalage

de deux éléments de 0'
4) Montrer que, si u est I'unique élément r1e 0 prolongeable à gauche de deux façons, alors

abu et bau sont dans O.

B) Codage d'un sYstème sturmien.
On notJ o" (resp.o6) le morphisme défini par o"(a) : â et o"(b) : ba (resp' a6(a) :

ab et ou(b) - b).
5) Montrer que, si f,) est le système engendré par un-mot sturmien u, et si bb n'appartient

pu, un langage associé L(u), alors tout élément de fl peut s'écrire o^(a), oir g est un mot

infini sur I'alphabet {a, b}.
6) Montrer que, si g'est un mot infini tel que Sy ne soit pas sturmien, alors o"(y) n'est

pas sturmien,
7) Montrer que, si le langage de o"(g) est inclus dans ie langage de o^(at), alors le langage

de ,9g est inclus dans le langage de ,S3rl.

g) Mlntrer qu'à tout systè-" Ô 
"ng"trdté 

par un mot sturmien, on peut f'aire correspondre

un systèm" 0',.r,g"nàré par rrr, -ot sturmien, et un morphisrne o éga! à o" ou a5, tels

que pour tout y e ç1, il existe un unique y' te| que o(g') - g et' SA' 1Q''
O) tvtorrtrer que, si u est I'unique élémànt biprolongeabte à gauche cle 0, et. si u' est i'unique

éiément biprolongeable à gurr.h" de f,)/, alors abu : o(abut) et bau : o(baut)'
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10) Montrer que, si u est ultimement périodique de période p ) L, alors u/ est de période
p' 1p. Montrer qu'un mot sturmien ne peut pas contenir de plages arbitrairement longues
de a ou de b. En déduire que u ne peut donc pas être périodique, et que son orbite est

dense dans Q.
11) IVlontrer qu'à tout système Q engendré par un mot sturmien, on peut associer une suite
(o.)n>-,denombresentiersstrictementpositifsteIsqueol,_7oI,o
un préfixe de abu, ef oor-roo'ol" ...o1'^ol"^+t(b) est un préfixe de bau.

VII. Mors STURMIENS ET RorATIoNs

Le but de cette partie est de montrer que tous les niots sturmiens sont obtenus par
codage de I'orbite d'un point pour une rotation irrationnelle, de façon analogue aux mots
de Christoffel.

A) Unicité de la rotation associée à un système sturmien.
Dans les questions qui suivent, on montre que si, dans un système sturmien, il existe

un mot infini engendré (au sens donné ci-dessous) par une rotation.Ro, alors tous les mots
infinis de ce système sont engendrés par Ia même rotation.

Soit o un nombre irratiorurel et .Ro la rotation

R.:RfZ-+RlZ r *+ r* a modZ

On note comme dans la partie II /a : [0,1- o[ et .16 : [1 - a;1[ la partition du
domaine fondafnental [0, 1[ de ]R. modulo Z. On note /r I'application qui à a associe
a si z € /., et b si r € 16, et on note Nr I'application qui à o associe le mot infini
Nt(") : rI @)fl(n,(")) ... fI @z(r))., ..

De même, on note J, :]0,1 - o] et Jp :11 - 4,1] Ia partition du domaine fonda-
mentai ]0,1] de IR. modulo Z. On note /r I'application qui à r associe a si r e Ja,
et b si r € J6, et on note Nr l'application qui à r associe le mot infini NJ(r; :
rr @)rr (R.(")) ...rr @:,(r)) .. ..
1) Déterminer l'ensemble des points z teis que Nr(e) # Nr (r). Montrer que même si
Nr(r) # Nt (r),les langages associés aux deux mots infinis sont les mêmes.
2) Montrer que l'application N/ est continue à droite, et que I'application NJ est continue
à gauche.

Dé,finition. On dit qu'un mot infrni u est engendré par une rotation d'angle a si u est de
Ia forme Nt(") ou NJ (r), pour un certain nombre réel r.
3) Soit ?, un mot sturmien, u un élément du système CI associé. Montrer que si u est
engendré par une rotation, alors u est engendré par la même rotation.

B) Existence de la rotation associée à un système sturmien.
4) On considère une rotatiorl Æo, avec a > |. Soit // I'intervalle [0, o[et Ro1y, I'application

de .I/ dars .I/ définie par Rog,(") : RZ@) (r), oir n.(r) est le plus petit nombre entier non
nul n tel que Ri@) e -Il. On dit que Ro;y, est l'application induite de Ro sur I'interrralle
It.

Montrer qu'il existe une homothétie h telle que h o R",V, o h-L soit une rotation stu
I'intervalle [0, 1[ dont on calculera I'angle en fonction de o.
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5) On pose Il : /.1 It et I[: /u O.I/. Avec des notations analogues à celles de la partie

précédente, on définit I'application /r' sur -Il par f I. @) 
= 

a (resp. b) si.r e { (resp.

i;;, 
"t 

I'application Nr' 
^q,ti 

u.ro.ie-le mot infini flt@)fI'(RoV'(")) " 'f I'(4p,(")) "'
au point r de It. Pour tout point r de It, exprimer iVr(") en fonction de N/'(c)'
6) ôue deviennent les résultats précédents lorsque o < l? (indication : on pourra con-

sidérer f intervalle 7tt : [c,1[
Z) On rappelle qr" poni toul nombre o irrationnel de [0,1[ il existe une unique suite de

nombres entiers strictement positifs (o*)n>, telle que

a: lim
nâoo at*

az*"'+-

On dit que la suite (a,,),,àr est le déueloppement en fraction continue de o.

Montrer que dg1-1 oi, o3l . . . olr* o3'^*' (r) est un préfixe du mot infini NJ (1 - o), et

que ag1-1o-1o3" ...oi;oi"+'(bfest un préfixe du mot infini N/(1 - a).

S) O; ruppéIl" qu", iéciproquement, toute suite de nombfes entiers strictement positifs
(an)n>t, est Ie développement en fraction continue d'un unique nombre irrationnel o de

[0,1[. Montrer que tout mot sturmien est engendré par une rotation.

On a montré :

Théorème. (Jn mot infrni ?, su.r {", b} est sturmien si et seulement si il est engendré par

une rctation irrationnelle.

C) Applications.
g) Donner un algorithme permettant de calculer les n premières lettres du mot infini
NJ(1 - o), et une majoration poru son temps de calcul.

10) On pose a -- 9+; calculer Ie développement en fraction continue de a, en déduire le

mot infini N'(1 - a).
11) Quel est le rapport entre ce mot infini et le mot de Fibonacci étudié dans la partie V?
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MATHÉMATIQUES DE L'INFORMATIQUE
CORRIGÉ

L'objet de ce problème est de présenter la notion de mot sturmien, liée à l'étude des

algorithmes permmettant de tracer des droites sur un écran d'ordinateur.
II présente en particulier 3 façons différentes de définir les mots sturmiens. Une première

définition, issue de la théorie des systèmes dynamiques? consiste à appeler mot sturmien
tout mot infini non périodique sur I'alphabet {", b} dont la "complexité" (en un sens à
préciser) est minimale. Une seconde définition, de nature plus combinatoire, consiste à
dire que lorsqu'on déplace une fenêtre de longueur fixée le long de ce mot, on observe
toujours, à I près, Ie même nombre de a et de b. Enfin une troisième définition, de

nature géométrique, consiste à voir un tel mot comme ie codage d'une trajectoire de pente
irrationnelle dans un billard cané.

L'équivalence de ces trois définition fait partie du folklore du sujet (voir les références
données à la fin du texte); I'un des objectifs de ce problème est de donner une démonstration
complète de cette équivalence. Les techniques utilisées concernent la combinatoire, la
théorie des nombres, I'algorithmique et la topologie.

II. Ar,conITHME DE CHRISToFFEL

1) Si a : plQ, on vérifie que [(n+q)a] : lnal*p, donc l(n+q + l)cl -[("*q)a] :
[(n + 1)a] - l"o) et le mot de Christoffel associé est de période q. Montrons que c'est la
plus petite période : si I'on note b,. le nombre de b parmi c0,...tcn-r7 on a bn: lna],
donc a : lim",-oo b.ln. Si q/ est la plus petite période du mot de Christoffel, et p/ le
nombre de b sur une période) on a donc a : p' lq' , puisque bnq, np'; comme q/ divise q

puisque c'est la plus petite période, on a q' : q, sinon plq ne serait pas irréductible.
2) Si a < 712, on a [(n +2)a] < (n* 2)o < naTI < [na]!_2, et donc on ne peut dans
ce cas avoir 2 b de suite. De même, si o > Il2, on a [(n+ 2)a] >- lno] * 1, et on ne peut
alors avoir deux a de suite; si aucun des deux mots n'apparaît, le mot ne peut être que
ababab.. ., eui correspond à a : I12.
3) On anl(O) : {nc.}; or (n*1)a:lnal+{na}*4, cequi montreque cn: âsi
{no} + o ( 1, soit ftl(O) € /., et cn:b si r?l(O) e f6
4) Si M - qi. . . ck+"-r el Mt : cj . . . ciln-rton a lMl6 : [(k+ n)a]-lkal : na* {ka} -
{(k+ n)a}, et lMtl6: lU +n)al- .1"): no+ {ja} - {(j +n)a}. Donc Ia différence

lMlv - lM'lu est égale à {ka} - {(k + n)a} - {j"}+ {(j + n)a}; puisque chacun de ces

termesest positif et strictement inférieur à 1, ona -2 <lMlu-lM'lo < 2, donc, puisqu'il
s'agit d'un entier, llMlu - lM'lol < 1. Or on a lMl : lMl"'l lMla, d'où la même inégalité
pour lMl".

III. Mors STURMIENS

1) II est clair que tout facteur de longueur n du mot infini z est le début d'un facteur de
longueur n I I; autrement dit, I'application qui, à un facteur de longueur n ! 1, associe
son préfixe de longueur n est une application surjective de L-1(u) xu L-(u), donc la
suite (P"(n))rex est croissante. Remarquons que le prolongement d'un mot de longueur
n, n'est en général pas unique, et qu'il faut donc prendre des précautions pour définir
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une application de L.(u) dans f,,,11(z) (par exemple considérer la première occurence du

facteur considéré, et Ie prolongement qui s'en déduit).

2) Tout facteru de longueur nrlnz est produit de concaténation d'un facteur de longueur

n1 et d'un facteur de longueur n2; I'application qui, à un facteur de longueut U + n2i

associe le coupie formé par son préfixe de longueur ny et son suffixe de longueur n2 envoie

donc Ie langage Ln,+n"(z) dans le produit L-r(u) v Lnr(u) et est évidemment injective;

d'où P,(nt-l n2) < P.(n1)P"(n2).
3) Supposons que P.(no) < zno. Pour n quelconque? posons rù : Qno I r; la question

précédente montre que I'on a P,(n) < P.(no)q P.(r) < P-(no)q2' ,, car on a bien sûr

toujours, pour un alphabet à 2lettres, P,(r) <2'.II suit que 2-'P.(n) 3 (P.(no)12 o)n,

et donc limrr*.o 2-nP.(n) :0.
a) Si Ie mot est périodique de période p à partir de I'indice i6, alors, par définition, pour

tout n entier et pour tout k )'jo*p, le facteur uk...?tt"+n-r est égal àun-p" 
"ttk-p+n-r,

et par récurrence à un facteur'u,1"r...'U,lxr!n-r aveck' liolp; ce qui montre que la suite

(P"(r)),ex est bornée par i's-l p.

5) Supposons qu'il existe un nombre entier no tel que P,(no): P"(no]_I). Alors I'ap-
plication qui, à un facteur de longueur ns1_1, associe son préfixe de longueur n0 est une

bijection entre Lnorr (z) et L.o(u)1 autrement dit, tout facteur de longeur ??s s€ prolonge

de façon unique en un facteur de longueur no* 1. Soit F I'application qui, à un facteur de

longueur n0, associe le suffixe de longueur ns de I'unique facteur de longueur no* l qui le
prolonge; c'est une application de Lno(z) dans lui même. Si I'on pose M,; - u,;...'tti+no-Lt
on u pà, définition M;+r : F(M), et plus généralemenl M,;11" : Fr(Mu). Les mots

M6,, potn 0 < ? < P.(ro) ne peuvent être tous distincts; il existe donc deux entiers

0 ( a < b < P-(no) tels que Mo: M6;onendéduit que, pour i) a,ona M6açb-a): M,;,,

et en particulier ui+(b-o) - uti donc le mot u est ultimement périodique, de période

(b-")<P"(no).
6) On déduit des questions précédentes que, si le mot n'est pas ultimement périodique,

la complexité est strictement croissante. Comme on a P,(1) : 2, puisqu'il y a deux
lettres qui doivent apparaître toutes les deux (la suite aaa . . . est périodique), on doit
avoir Pu(n) >- n * 1 poru tout entier n.

7) Soit z un mot sturmien possédant un facteur M de longueur n6 Qui n'apparaît qu'un
nombre fini de fois, et soit zs le rang de dernière apparition. Le mot in-fini 't) :ll6oa1Ltto*2 . . .

ne contient pas le facteur M, et tous ses facteurs sont des facteurs du mot z1 puisque z
est sturmien) on en déduit que P,(ne) < ,o; donc u est ultimement périodique, et donc u
aussi, ce qui est contradictoire.
8) Soit u un mot non ultimement périodique et non sturmien. Soit ne Ie plus petit nombre

entier tel que P.(no + 1) > no * 3. Remarquons d'abord que, puisque P"(0) : 1 et

P.(1):2,onans) 1. Puisqu'il y a noII facteurs de longueur norpar définition de ns,

et au moins noJ_S facteurs de longueur nol1, et qu'un facteur de longueur ??s S€ proionge

d'au moins une façon et d'au plus de deux façons, il existe au moins 2 facteurs U et V de

longueur n6 eui se prolongent de deux façons, c'est-à-dire deux mots U, V de longu€ur ?'ùe

tels que les 4 mots [Ia, Ub, Va, Vb appartiennent à L(").
Montrons que, par définition de ns, U et V ont même suffixe de Iongueut rto - 1; en

effet, sinon, il y aurait deux facteurs de longueur no - 1 qui se prolongent de deux façons

différentes, et on aurait donc Pu(no - 1) < P.(no) - 2 < TLo - I, ce qui contredit Ie résultat
de la question 6.

On peut donc écrire, en échangeant au besoin U el V, U : aM et V : bM, où M
est un facteur de z de longueur no_ L En posant [It :UaetVt-Vb, on voit qtrc Lu
contient deux mots de même longueur qui vérifient lU'1" - lV'l^: 2.
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g) On suppose dans cette question que 4(u) contient deux mots U et' V de même longueur

tels que lt/I" - lvl"> 2.

a) Nàtons t/6 (resp. U) b préfixe de longueur z de I/ (resp' V), et posons n: lvl. Si I'on

nof,e d",i la différence lt/,I" -l[l^, il est clair que ds :0, que deux termes consécutifs de la

suite varient au plus de 1 (d,; est égal à d;+r si (J,i1y et V611 finissent par Ia même lettre,

il y a une vaiiation de 1 sinon), et que par hypothèse d,,, ) 2; donc iI existe lc 1n tel que

dn:2; Un et, Vl, sont les deux mots [// et Vt cherchés'

on a utilisé le "lemme des valeurs intermédiaires" suivant:

Lemme. soit (d,;)6çN une suite à valeurs entières, vérifr.ant ldo+r - dtl < I, et telle que

do : o et d"n : b ) a; alors, pour tout entier c tel que a 1 c I b, iI existe un entier i
compris entre 0 et n tel que dt: c.

Preuve : on peut supposer c) Q,sinonon prend i : 0. Soit A : {i € {0, 1,. ..,n}ldi <
c\; A est fini, et non vide puisqu'il contient 0. Donc A possède un plus grand élément

j < n. On doit avoir par définition d,i I c 3 di+t puisque d,i el d,ial sont deux entiers

qui diffèrent au plus de 1, on a donc dilt: c.

b) On peut supposer que ies mots (Jt et Vt trouvés à la question précédente sont minimaux

avec cette propriété; alors [// doit commencer par a et Vt par b, car sinon, soit ils com-

mencent par Ia même lettre et on peut supprimer cette première lettre, soit on peut écrire
(J' :b[Jtt etVt- aVtt, donc ltl"1" -lV"l^:3, et Ia question précédente montre que Ie

couple (U',V') n'est pas minimal. De même Ut frnit par a et Vt par b. Si I'on définit la
suitl df .o--" dans Ia question précédente, avec ^: lU'l: lV'1, on voit que l'on a dtt:1
et d,l - 2. S'il existe L < k 1 m telque d;" : 2, les préfixes de longueur k de Ut el vl
répondent encore à I'hypothèse, ce qui contredit Ia minimalité; de même si d,ç :0, on peut

considérerlessuffixesde longueur m-k. Ondoit doncavoir dn:I: dk-t si 1< k <m:
ce qui prouve, comme on I'a vu à Ia question précédente, qtte Ut et Vt ont même lettre de

rang ,k. Autrement dit, il existe un mot W teI que [// : aWa et Vt : bWb'
c) Soit I4l un mot de longueur minimale satisfaisant à Ia condition précédente. Si I4l est de

longueur 0 ou 1, il n'y a rien à prouver. On suppose donc queW - w0...'tt)nt avecn2L'
Par hypothèse, Ies mots atue ...lt)nà et btls ...wnb appartiennent à L(").Supposons us

et wn distincts, par exemple tus : â €t lt)n : b; alors L(u) contient aa et bb, et w
n'est pas minimal. Supposons démontrées les égalités wp : 'u)n-kt pour 0 < lç < i. Si

u,a est différent de lon_,i, par exemple w6 : a et, wn-t : b, le langage É(z) contient les

mots [/// : àlt)olrt...ut-tàelVtt :bu)".-i+t...lrn-tLlr"b. Or les mots wowt...wt-tet
,u)n-itL . . .rJ)n-tlD, sont miroirs I'un de I'autre, donc ont le rnême nombre de a et de b;

donc [Jtt el Vtt vérifient lU"l^ - lV"lo : 2, ce qui contredit la minimalité de I4l, donc

'tDi:'tt)n-i et W est un Palindrome.
d) Nous allons raisonner par I'absurde; supposons le mot u sturmien, il possède donc n -l 2

facteurs de longueur nl7, qui sont W et nIL autres mots. Comme aWa et bl'Zb sont

dans ,C(u), Ie mot I,7 peut être prolongé à droite de deux façons, et donc les autres mots

ne peuvent être prolongés à droite que d'une façon (sinon il y aurait plus de n l3 mots de

longueur n*2), et de même tr4l peut être prolongé à gauche de deux façons, et les autres

mots d'une seule.
Au moins I'un des deux mots aW el bIzT peut être prolongé à droite de deux façons,

sinon tout mot de longueur n * 2 se prolongerait d'une seule façon (car un suffixe d'un
mot ayant deux prolongements à droite a aussi deux prolongements à droite; donc aIzT et

bI4/ sont les seuls mots de longueur n + 2 susceptibles d'avoir deux prolongements) et la
suite serait ultimement périodique. Supposons que c'est al4l1 alors les mots al4la, aWb eL

bffb apparaissent dans le mot u, mais pas bl4/a sinon on aurait n l5 mots de longueur

n * 3 et u ne serait pas sturmien.
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Soit i un rang d'apparition de btr4l dans u; la remarque essentielle (et non triviale!)
est que le mot al4l n'est pas facteur de uiu.;ar...u;42n+8. Sinon on aurait al4l :
ur+p...ut+k+n+1, âV€c 0 < k 1nI2. Mais on ne peut avoir k : 0, car ut: b pat
hypothèse, ni k : TL * 2 car u,i.+n+2 : b puisque bl4la n'apparaît pas, Puisque le mot
bwb apparaît au rang i et aW apparaît au rang i + k, oL a wk-r : â €t untr-k : b
(regarder les deux façons de placer IrZ dans ce bloc), ce qui contredit le fait que W est un
palindrome.

Or ily anl3 facteurs de longueur nl2 dans le motu;u61t...ut+2n+3, de longueur
2nI4. Mais le mot infini u admet en tout n *3 facteurs de longueur nl2, tous prolonge-
ables à droite de façon unique, sauf aIrtrl; on en déduit qu'un même facteur de longueur
nl2 apparaît 2 fois dans u;u61r...ut+2n+3, ce eui entraîne que le mot est ultimement
périodique : contradiction.
10) Remarquons d'abord que, si le mot de Christoffel associé à a est périodique, a est
rationnel. En effet, si Wn est le préfixe de longueur n du mot de ChristoffelT on a
par définition lW.;o : [nal; compte tenu de ce que lim,"*oolna]ln: o, si le mot de
Christoffel est périodique de période q et qu'il apparaît p lettres b par période, on a
a : lim,r* * lWnnl lnq : p f q, donc a est rationnel.

Pour tout nombre irrationnel a, le mot de Christoffel associé à la droite 2o n'est donc
pas périodique; on montrerait de même qu'il n'est pas ultimement périodique. Compte
tenu de la question II.4 et du théorème que I'on vient de prouver, on voit que ce mot est
sturmien.

IV. SurrB DE FTBoNACCT

1) Notons Ô: ry et 0: +: -IlÔ les deux racines de l'équation caractéristique
12 - r - 1 - 0. On sait (propriété classique des suites récurrentes) qu'il existe deux réels
Àet p, tels que Fn: 

^Ô 
+ 1l0"i en identifiant pour les deux premières valeurs F6:1"tr

Ft:2onobtient

F- :5 + 3\/5 
6- *u -.t^6 e. : I (ô.*, - gn+z)Ln- 

10 Y ' 10 " - {,
2) La suite des résidus de Fn modulo a est une suite récurrente dans Zf aZ; comme il n'y a
dans Z f aZ qu'un nombre fini de couples de valeurs possibles, et que la suite est entièrement
déterminée par deux valeurs consécutives, cette suite est périodique. La question revient
à savoir si elle prend toutes les valeurs possibles. Le calcul montre que c'est le cas pour
a:2,3,,4,5,6,7; par contre, pour o:8, la suite des résidus est :

r,2,3,5, 0,5, 5,2,7,1,0, 1, 7,2,3,5,. . .

On constate qu'elle ne prend pas les valeurs 4 et 6; les progressions arithmétiques de
la forme 8n I 4 ou 8n * 6 ne contiennent donc aucun terme de la suite de Fibonacci.
Cependant, 8 et 4 ou 6 n'étant pas premiers entre eux) ces progressions ne répondent pas
complètement à l'énoncé; on vérifie que, pour a : 11, les valeurs b : 4.6.7 .9 conr-iennenr.
puisque la suite des résidus modulo 11 est :

7,2,3,5,,8,2,10, 1,0, 1, 1. 2. . . .

Enfait,sipestpremieretcongruà*1 modulo5. l'équatio'.-rl-J--ace'-r:àc:€r
a et B dans Zl5Z, et donc f1,,, qui s'écrit dans ce corps sous ^a :c,:-Ê l1-'- - a- - :1'
est périodique de période p - I d'après le théorème de Ferma:. Cor-e -- ,.- a F :r::::'j
possibles, il y a dans ce cas au moins une valeur qui n'est pas pr:se.
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3) Remarquons d'abord que si ns, TLlt... ,Ttp est une suite finie ne prenant que les vaieurs

0 et 1, et ne prenant pas deux fois de suite la valeur 1, on 
"Dl,-on6F;?,-Fn+t. 

C'est

immédiatement vérifié si k : 0, et se montre facilement par récurrence; on peyt en effet

supposer eue 27": 1, donc TLk-r:0, et par hypothèse de récurrence on u Df:o ntFt:
Pn +Dl:] n;Fa, I Fn * Fr"-r: Fk+r'

O., e"îeauit que si I'écriture demandée existe, elle est unique. En effet si I'on avait une

égalité tf:. ntFt: DLo n!6F; avec deux suites distinctes vérifiant les propriétés données,

on pon.-*it, quitte à-simpiifier les termes de plus haut indice, supposer qre nk : 1 et

nL :0; mais alors la piemière somme serait minorée par Fp, et la deuxième, par la

,é-urqt" qui précède, serait strictement majorée par F6, ce qui est absurde'

Il reste à montrer que tout entier peut s'exprimer de cette manièrei c'est vrai pour

0:0.F0, 1 : 1.Fo et i:1.F1; supposons que ce soit vrai pour tout n /-Fp, avec k22'
Soit n un entier vérifiant Fpln1Fu+t: Fu* Fn-t; onan/:n- Fn l Fk-t, donc,

par hypothè:e, n/ peut s'écri te n' : >i:3 n;Fa, et n : Fk + Df:: n;-4, d'où Ie résultat'

4) Voila un programme donnant l'écriture de N en base de Fibonacci:

PROGRAM Zeckendorff;
VAR N,i:INTEGER;

F,ecr: ARRAY tO..1OOOI OF INTEGER;{on ne permet que des nombres de

1O0O chiffres; de toute façon, Ies entiers du Pascal-, même 1ongs,

ne vont pas jusque Ià)
BEGIN

FOR i:=O T0 1OOO D0 ecr[i]=O;{initialisation à O du développenent}

WRITELN('nombre à décomPoser?' ) ;

READLN(n);
F[O]:=1;
F [1] : =2;
i.=1 .rt

IdHILE F[i]<n D0 {Calcul d'un nombre suff isants de termes

de Ia suite de Fibonacci)
BEGIN

i:=i+1;
F [i] : =5 [i-lJ +F [i-2]

END;

I^IHILE i)= 0 D0 {CaIcuI des chiffres du développenent de n}
BEGIN

IF n>=F[i] THEN

BEGIN
n:=n-F[i];
ecr Ii] : =1

END;

i : =i-1
END;

i:=1OOO {Ecriture du développement, en commençant par
Ie plus haut terme non nul)

I.IHILE ecr [i] =0 do i : =i-1 ;

REPEAT

WRITE(ecr til ) ;

i : =i-1
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UNTIL i<O
END.

5a) Montrons par I'absurde que Es [-l -81 est I'ensemble vide. Supposons I'intersection
non vide; il existe alors deux entiers non nuls p et q vérifiant lpÔl : lqë'1. On a donc

lpô-qô21 < 1, donc lp-qôl ( 1, donc p--lqël oup: lqd+t.
Cas 1 : p : lqô]. On a alors p < qô < p+ I, donc q - Ilô < plô < q. On a en fait

plô < q parce We plô est distinct de q (car ce n'est pas un entier) et donc lplÔl: Q - I,
d'oîr:

p + lpl Ôl :lp(1 + r I ùl : lpÔl

:lqôtl: lq@ + 1)l : lqôl+ q

:p+1+lplël

ce qui est absurde.
Cas 2 i p:lqd+ 1. On ap-1< qô ( p, donc q <plô < ql-lf Q, donclplô]:q.

On conclut comme ci-dessus, par p+lplôl:lpôl:lqôllq: p-L+lplë| ce qui est
absurde.

L'intersection est donc vide.
5b) Nous allons d'abord prouver que -Es el El forment une partition de N.

On peut facilement calculer lFoôl; on a en effet, d'après IV.1), Ftô: (ôi+s - eo+\lJ5
: (ôo+3 -|i+\l\Æi (0;+s - ïc+\l\Æ: Ft+rr (0;+s - 0o+\lJ6; comme d est négatif
et de valeur absolue plus petite que 1, le terme de reste tend vers 0 en alternant de

signe, et donc on voit que [4d] : Ft+t si i est impair, et lF6Ql: Ft+r - 1 sinon; puisque

lFoô21 : lFo(é+ 1)] : [.F',d] | F,;, olvoit que lFoë21: F;+2 si i est pair, et lFoô21: F,i,+z-I
sinon.

On en déduit que sup([tr', é2],[Fu+tÔ]) : Fo+2. Si I'on considère, pour i fixé, Ies segments
initiaux de.Ee t {lnô - 1],0 1n1F;,+r} et de h: {lné'- 1],0 < nl Ft},la question
précédente montre que ces deux ensembles sont disjoints, on vient de voir que tous leurs
éléments sont inférieurs à Ft+z- 1, et il est clair qu'ils ont F,i12 éléments; ils forment donc
une partition de I'ensemble {0, 1,...,Ft+z - 1}. Par récurrence, -Ee el E1 forment une
partition de N.

Il suffit donc, pour avoir le résultat, de prouver que.E6(resp. ,81) est contenu dans
I'ensembles des entiers dont Ie développement de Fibonacci se termine par 0 (resp.1).

Pour cela, nous utiliserons la remarque suivante : si (n6, TLrt. .. , n7") est une suite finie
de 0 et de 1 ne comportant pas deux 1 consécutifs, alors Ia somme Df:on,.Qkrr est plus
petite que 1, et du signe du premier terme non nul (donc positive si le premier terme non
nul est d'indice impair, négatif sinon). En effet, d est négatif, donc Ia série est alternée; elle
estminoréepar 0+03 +...+62k)-r...--l,etmajoréepar02+04+...+02k...:Llô;
le même raisonnement montre que le reste après Ie premier reste non nul est plus petit en
valeur absolue que ce terme, d'otr le résultat.

Soit n :DntF,i un entier quelconque; en utilisant I'expression de.fl trouvée en IV.1,
on peut écrire :

nô : Dror4t - 0Dn61ir1 : I n,;F,i+r + e(n)

On a vu que le signe de e dépend de Ia parité de k : inf{2, n.t : I}; si k est pair, le
reste est négatif; n se termine par un nombre pair de 0, donc lnô) + 1 se termine par un
nombre pair non nul de zeros, et lnQl se termine par ...0101; alors [n/] - 1 se termine par

111



00, résuitat cherché. Si k est impair, un raisonnement du même type montre que l'écriture

en base de Fibonacci de l"d - 1 se termine par un zéro; on a donc le résultat vouiu sur

.Es. Un raisonnement analogue sur [n/2] donne le résultat cherché sur E1'

6)a) Posons S(n) :Dt"<F*lFib(k)lr; ,t.t raisonnement facile montre que I'on a

S(n + 2) : S(n+ 1) + S(n) + F-

S(n) est donc définie par une relation de récurrence d'ordre 2 non homogène' La solution

générale de I'équation homogène est de ia forme:

c$" + d0"

et on recherche une équa,tion particulière de I'équation complète sous la forme

(aô" +bï^)n

La solution générale de l'équation complète est donc de la forme

S(n) : (oô* +b|")n* (cÔ" + d0")

et par identification sur les 4 premières valeurs) on obtient

s(n) : (ryr. *' -r?6 r) ".'#(ô^ - o-)

b) On en déduit que, si I'on pose T(n):Dr.-lFib(k)lr, on a 
'

T(F.) - !rP* - #^ ^r^IogFnb ÔIog@

On peut alors (assez facilement...), par une variante du lemme de Cesaro, montrer en

décomposant n en base de Fibonacci que, polrr tout n, on a :

T(n) - -LnIogn' Dlogp

V. Mor DE FIBoNAccI

1) Il est clair que d(r,ù s'annule si et seulement si r: A,, d est symétrique par définition,

et on a d(r,z) < sup(d(r,ù,,d(y,r)): d est une distance ultramétrique. En effet, si g

difière de r à partir du rang is, et de z à partir du rang jo, on a deux cas: soit io est

différent de jo, disons io z-jo, et dans ce cas r diffère de z à partir du rang is, c'est-à-dire

d,(r, z) : d,(r,g); soit io : jo,et alors r et z ont les mêmes lettres au moins jusqu'au rang

io, donc d(r,z) < d(r,ù.
Les boules ouvertes poru cette distance sont les ensembles de mots dont les n premières

coordonnées sont fixées; on en déduit facilement que la lgRologie définie par d est Ia
topologie produit sru AN; mais A est fini, donc compact, et -4.N, produit d'espaces compacts,

est compact pour la topologie produit, par le théorème de Tychonoff. Une autre manière

de raisonner consiste à montrer, par un raisonnement diagonal, que I'on peut toujours

extraire une sous-suite convergente: supposons que l'on ait extrait d'une suite donnée une

sous-suite (2,,) de mots infinis qui, à partir du rang n, ont les mêmes n premières lettres;

alors, la suite des iettres de rang n I 7 prend I'une des valeurs a ou b une infinité de fois,
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et I'on peut donc extraire une sous-suite qui est égale à la précédente pour les n premiers

termes et dont tous les termes, à partir du rang n I I, ont les mêmes n I I premières

Iettres. On construit ainsi une suite de mots infinis qui converge'

2) Soient u et ut deux mots distincts; s'ils commencent par der:x lettres distinctes, leurs im-
ages commencent toutes deux par a, s'ils ont exactement n lettres en commun, Ieurs images

ont au moins n* 1 lettres en commun) çar elles commencent par o(us)o(u1)...o(u-_y)a.
On a donc :

d,(o (u), o (r')) < e-r d(u,, u')

o est une application strictement contractante sur un espace métrique compact, donc

complet; elle a donc exactement un point fixe.
3) Par définition, O,, est un préfixe de ôp, pour tout p) n; on en déduit que la suite des

mots Ooaa. . . a. . . est de Cauchy (car la longueur de O,., est égale à Fn,, donc les mots
Ooaa...a.., pour p> n ont tous au moins les.Fl" premières lettres identiques); donc elle
converge dans (AN, d) vers un mot infini u.

On vérifie par récurrence que Q,-: o"(a); c'est clair pour n : 0, 1. Supposons le vrai à
I'ordre n) 7, on a ontr (t) : a'(ab) : on(a)on(b) : on(a)on-r (.) : Q,.1,,-t: Orz*1.

Onen déduit que Oo est préfixe de o(ôo)' d.onc on a d(Ooaa... )o(Ooaa...)) < "-Fn,errpassant à la limite onad(u,o(u)):0 (o est continue, puisque contractante) et donc z est
Ie point fixe de o
 ) Onaparconstructionpourtoutn: 1""(.)l:Fn et lo'(a)l^:Fn-t,cequiprouveque
f"(F. - 1) : Fn-tlFn ---, 7lô. En décomposant n en base de Fibonacci, n : Fnr I Fn" *
...lFnx,onvoitque,parconstructiondelasuite,onaF^(n):(fl,r-r*Fnr-r+...+
F^r-ùl(F., * Fn" + ... + Fno),, qui converge aussi vers 7f Q par le lemme de Césaro.
5) Il suffit de montrer que N" est I'ensemble des entiers dont l'écriture en base de Fibonacci
se termine par 0, d'après IV 5 b). Or par construction du mot À, on remarque que si

n - Fn, * Fn, + ... + Frro est l'écriture de n en base de Fibonacci, on a Àr, : a si et
seulement si Àrr-r., : a. Comme Ào : a et Àr : b, on en déduit que N" : Eo et,

Nu : Er.

VI. DÉCOMPOSITION CANONIQUE DES SYSTÈMES STURMIENS

A) Mots biprolongeables dtun système sturmien.
1) Soit r un mot infini dont le langage n'est pas contenu dans ^C(z); il existe alors un
préfixe de r de longueur I qui n'est pas contenu dans L(u), et donc on a) pour tout n,
d(S'(u), r) ) e-t, donc r ne peut appartenir à I'adhérence de I'orbite de z. Si par contre
Ie langage de r est contenu dans ^C(z), alors tous les préfixes finis de r sont contenus dans
L("); donc, pour tout I il existe i7 tel que :Loirr...:tt :'u.it1ttr+t...Irit+r, ce qui entraîne
que d(r, So'(u)) < e-1, donc r appartient à I'adhérence de I'orbite de z.

L'ensemble 0 est fermé par définition; de plus, Ie langage de S(r) est contenu dans celui
de r,donc la caractérisation précédente de 0 montre que S(CI) c CI.

2) On a en fait S(Cr) : 0, car tout facteur de z apparait une infinité de fois, et donc à
des rangs strictement positifs; pour tout élément o € O, on peut donc trouver une suite
(ro);ex d'entiers strictement positifs tels que S-n(u) converge vers r; la suite 5'n-1(z) est
alors bien défi.nie, et par compacité on peut en extraire une sous-suite qui converge vers
un élément g de f); on a évidemment SA : r. En particulier, il existe un élement g de f)
tel que SA : u.
3) On sait que, puisque tout mot de L(u) apparaît une in-finité de fois dans z, tout mot
de L(u) se prolonge à gauche d'au moins une façon; on en déduit que, pour tout entier
positif n, il existe exactement 1 mot qui se prolonge à gauche de deux façons, puisque
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P-(n I I) : P.(n) + 1. Notons Wn ce mot; par construction, les préfixes de tr4l,, se

prolongent à gauche de deux façons, donc ce sont les W; pow i < n. Puisque les I4l", sont
préfixes les uns des autres, cela a un sens de définir la suite tl dont tous les préfixes sont

lesWn. Par construction, aWx elbWn sont dans f,(u) pour tout n, donc par la question
1) au.' et btl sont dans f), et tl est image par décalage de deux éléments distincts. C'est
le seul élément avec cet propriété, car si au et bu sont tous deux dans CI, tous les préfixes

de u sont biprolongeabies à gauche, ce sont donc les tr4l",.

4) Soit u I'unique élément de f,) biprolongeable à gauche; quitte à échanger les lettres, on
peut supposer que u,o : a; alors, le mot aa est dans 4(z), comme préfixe de az, donc
le mot bb n'est pas dans L(u) (on aurait deux mots de même longueur avec 2 a dans le

premier, et aucun dans le second, ce qui est impossible pour un mot sturmien); donc bu
est I'image par ,9 de abz e CI. Soit ,k Ie premier indice tel que un : b; le mot ba. . . ab,
de longueur k+2 avec lc a est dans,C(z) (prefixe de bu); si au est prolongeable à gauche
par a, le mot aau commence par un préfixe de longueur k + 2 ne contenant que des a, ce

qui est impossible; donc au est prolongeable à gauche par b, et abz et baz sont dans f,).

B) Codage dtun système sturmien.
5) Supposons que bb n'appartient pas au langage associé L("); soit r un élément de CI.

Alors, tout b qui apparaît dans r est suivi par un a, et r se décompose de façon unique
en produit de concaténation des mots ba et a (autrement dit: Ie couple de mots (ba, a)
est un code), ce qui revient à dire, en remplaçant le mot bapar b, qu'il existe un mot y
tel que o^(A) : r.
6) Si 

^9gl 
n'est pas sturmien, on peut trouver deux facteurs [/ et V de 

^9gr 
de même longueur

qui vérifient llt/1" - lyl"l ) 1. En appliquant Ie même raisonnement que dans la question
III 9 b), on peut supposer, en prenant U et V minimaux, qu'il existe un mot W lel.
que [/ : aWa et, V : bWb. De plus, U et V ne sont pas des préfixes de g, donc
comme I'image par oa de toute lettre se termine par a, les mots aao^(W)a: ao"([/) et
bao"(I4z)ba: o^(V) apparaissent dans o"(A); le second mot contient Ie mot bao"(IrV)b,
qui a même longueur et deux a de moins que Ie second, donc o.(g) n'est pas sturmien.
7) Soit W w mot qui apparaît dans S3r, mais pas dans ,9gtl; alors, le mot ao"(W) apparaît
dans o"(gr)1 mais comme {ba, a} est un code, ce mot se décompose de façon unique en a et
ba; donc il ne peut apparaître dans o"(gr') qn" comme facteur de o^(aW) ou o"(bl4z) (il
y a ambiguiTé sur la première lettre), ce qui contredit I'hypothèse. Donc si le langage de

o"(y) est inclus dans le langage de o^(gt), alors le langage de Sg est inclus dans le langage

de Syt.
8) Soit f,) un système engendré par un mot sturmien u; supposons que bb n'appartient pas

au langage associé. Alors la question 5 montre que, pour tout 3r € CI, il existe g/ tel que

A: o^A'. La question 6 montre que, si u: o^t.rt,Ie mot Szl est sturmien; il engendre un
système f)/, et la question 7 montre que les mots grl obtenus ci-dessus sont tels qte Syt a
un langage contenu dans celui de Su', donc est contenu dans f)'.

Si c'est aa qui n'appartient pas au langage associé à f,), on raisonne de même en rem-
plaçant os pàr 06.
9) Supposons que ?, commence par a; comme baz est dans Q, le mot aa apparaît dans
le langage associé, donc on peut recoder le langage associé par oa. En posant u : aw,lI
existe u' teI que a"(z') : u), et o^(au'): LL) ce qui montre d'après la question précédente
que u' € çl/. Mais alors abLr : abatl est image de aba/, et de même bau : baatr.r est

image de baul, donc bul et, aut sont tous deux dans f,)/, ce qui prouve que z/ est I'unique
mot biprolongeable à gauche du système sturmien f)/. Donc, d'après la question 4,, abul
et baz/ sont tous deux dans f)/, et on vient de montrer qu'ils ont pour image par a" les

éléments correspondants de CI.
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10) On a un procédé simple pour engendrer u/ à partir de u: si I'on suppose que u ne
contienne pas le facteur bb, il suffit de lire le mot z à partir de la deuxième lettre en
effaçant tous les b et en remplaçant la lettre a par b si elle est précédée par b. Cette
description montre que, si z est ultimement périodique, alors z/ aussi est ultimement
périodique, et que la période de z/ est inférieure ou égale à la période de z; elle ne peut
être égale que si z ne contient pas Ia lettre b à partir d'un certain rang, donc si elle est de
période 1.

Mais un mot sturmien ne peut contenir de plages arbitrairement longues de a, car il
contient la lettre b, donc il la contient plusieurs fois, donc il contient un mot du type
ba'b entre deux occurences de b, et il ne peut donc contenir le mot a'+21 donc le système
associé ne peut pas contenir de suite ultimement constante.

Mais si u était ultimement périodique de période p, le raisonnement suivant nous permet
de construire un autre système sturmien avec un mot biprolongeable ultimement périodique
de période plus petite; en un nombre fini d'étapes, on se ramène à un mot biprolongeable
ultimement constant, ce qui est absurde.

Mais puisque z n'est pas périodique, on a P.(n) ) n* 1; on en déduit que Ie langage
de z est égal au langage associé à C, (il est contenu dans celui-ci, et il a même nombre de
mots d'ordre n), ce qui implique que I'orbite de z est dense dans CI (pour tout 'u e 0, le
préfixe de longueur I de u est dans le langage de 0, donc apparaît à une position n dans
u, et on a d(u,,5^u) < e-I).
11) La question 9) montre que I'on peut recoder un système sturmien par une (et une
seule) des applications o^ et oy,. On peut itérer cette construction, et trouver une suite
ot,o2... de substitutions égales à o" ou au telles que I'on ait, avec les notations évidentes,
abu: oro2...on(abu"-).

Si cette suite était constante et égale à o", le mot bau commencerait par 
"3(b) 

: ba'
pour tout n, donc z serait constantel si Ia suite de substitution était constante à partir
d'un certain rang, le même raisonnement montre que z serait périodique, et on vient de
voir que ce n'est jamais le cas. Les deux substitutions apparaissent donc une infinité de
fois, on peut regrouper les valeurs et écrire abz : o*,-roI'o,fit... of,znoazn+t(abu2'41),
et de même pour bau (le premier terme est en at - I pour tenir compte du fait que la suite
pourrait commencer par o6,, donc la première puissance peut-être nulle, et il faut prendre
ar - 7 ou autoriser le premier terme à être positif, et non strictement positif comme les
suivants).

VII. MoTS STURMIENS ET RoTATIoNS

A) Unicité de la rotation associée à un système sturmien.
1) On afI@): fr@) sauf sir:0ouu:7-e,:,8;t(0).Donc fI@X@D: fr@X@))
sauf si r: Ron(O) ou r: Ron-l(O); les seuls points r tels que l/1(r) + Nr@) sont les
points de I'orbite négative de 0.

Si Nr(r) + Nr @), r est dans I'orbite négative de 0, et les deux suites lft(") et l/r(r)
sont égales au-dela d'un certain rang; en effet, on a pæ définition S"(NI(n)) : NI(r?i(r)),
et pour n assez grand, RT,@) n'est pas dans I'orbite négative de r. Mais on a vu, à Ia
question III 10), que Ie mot NI(r) est sturmienl une démonstration semblable montre que
lf'(") est aussi sturmien. Tout facteur de lft(") apparaît une infinité de fois, donc à des
rangs arbitrairement éievés, donc apparaît aussi dans lfJ(z): les langages associés aux
deux mots infinis sont les mêmes.
2) Une application deRlZ dans ,4N est continue si, pour tout r et tout n, il existe e tel que,
pour lr - Al < e, les mots correspondant à r et g ont leurs n premières lettres identiques.
L'application /1 est évidemment continue à droite; donc i'application r ,--, f I (RZ@D aussi.
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Doncpourtout r, ilexiste en)0 telque, si 0 ( u-ï .,-€ntona fI(RZ!ù: fIgX@D.
Si I'on pose ô", : infr:0...n-t€it on voit que, pour 0 < g --r <,-6*, NI(n) et Nr(g) ont

ieurs n premières lettres identiques, ce qui montre que NI est continue à droite. Une

démonstiation symétrique montre que l/J est continue à gauche.

3) Soit z un mot sturmien, u un élément du système f) associé. On sait qu'alors il existe

une suite n; d'entiers, tendant vers I'infini, telle que lim;*ooSnolr :'t)' Supposons qu'il
existe une rotation irrationnelle Ro pour laquelle on a 1r : lft(r); par compacité, on

peut extraire de la suite R3, @) une suite convergente, de limite 3t, et quitte à extraire
une sous-suite, on peut supposer que la convergence est monotone. Si la suite converge

vers g en décroissant, on a N/(g) : limi*oo 1çIçRnt(")) : lim;*oo Sno'tl: u, donc o est

"ng"rrdré 
par la même rotation. Si la suite )onverge en croissant, on peut remplacer Nr

par NJ po;gLr n,i assez grand, d'après la question 1, et utiliser la continuité à gauche de

lf'; t" rui.onn"-ent esi semblable si z est de Ia forme ltrJ(r).
On a donc bien montré que si une rotation engendre un élément d'un système sturmien,

elle engendre tous les éléments de ce système.

B) Existence de la rotation associée à un système sturmien.
4) L'application Ro envoie I'intervalle [0,t - a[ sur [o,1[, disjoint de -Il, et [a,1[ sur

l2o - 1, a[, qui est contenu dans .I/. Elle envoie le complémentaire de [0, 1 - a[ dans

l', I'int".',rulle [1 - a,al, sur [0,2a - I[, Qui est aussi contenu dans 1/. Il en résulte que

I'application induite Rolr,,, définie sur [0, a[, envoie [0, 1 - a[ sur l2o - 1, a[ et [1 - a, o[
sur [0, 2a - I[. En conjuguant par I'homothétie de rapport If a, on vérifie qu'on obtient la

rotation d'angle (2o - L) 1".
5) L'application /1' est simplement la restriction à ,I/ d" 

"f 
1; la suite RZtr,@) est une suite

extraite de n!(r) (c'est la suite des,R!(r) qui sont contenus dans 1/), donc NI'(r) est

une suite extraite de NI(r). On vérifie facilement que, si r e IL, alors Ro(r) appartient

à -16 mais pas à It, et n'"@) : Rolr,(r) appartient à It. Par contre, si r € It À Ia7 on a
R.(r): R.,lr,@) e It.

Donc, si Nr(r) : (u;);ex, et si Ia suite extraite N/'(r) est (r,,n)rex, oir n; est une suite

strictement croissante d'entiers, on voit que, si 'u,nn : b' alors TL;+I : nt I L (autrement

dit, le terme suivant de NI(r) est encore dans NI'(r)) et-si 1lnr: a, alors nô+I:nt *2
et ,ttnn * 1 : b (autrement dit, le a qui apparaît dans N/(r) est suivi par un b que I'on

enlève pour passer à .ôy'I'(r); ce qui montre que :

ryt(") : oo (lrt'1";)

6) Si a ( â, on considère I'application induite sur.f'l : la,l[; elle est conjuguée par une

homothétie e ta rotation d'angle alO - a), et on montre avec les notations évidentes que :

lrt(') : o" (N1"("))

7) On peut itérer les questions précédentes : partant d'une rotation sur un intervalle

7 : Iot on induit sur un intervalle It : It ol Itt, puis sur un intervalle Iz, etc".; on

obtient ainsi une suite d'intervalle In, et, pour r € fn, des mots Nt'(") satisfaisant à

NI.-t(r) : o(NI.(r)), avec o: oa ou o: db. L'étude des deux cas possibles montre
que le point de discontinuité ! - a de Ëo appartient toujours à I'intervalle d'induction .I/
o'u ft' (en fait, c'est dans ce but que I'on a choisi cette méthode d'induction), donc par

récurrence il appartient à I'intersection des .I,,, et pour tout n c'est le point de discontinuité

de I'application induite. Par définition, NI'(r) commence par b et NJ'(r) commence pax
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a: donc. si Ia suite d'induction est o';, on voit qre oro2"'o*(u) (resp' b) est un préfixe

du mot infini Nr(1 - a) (resp. N1(1 - a).

La suite (o,,)rà* peut se regrouper en plages consécutives de a" ou dpl il reste à identi-

fier la longuàur'd" .", plug"r *. Ie développement en fraction continue de a' Remarquons

que le type d'induction q-ue I'on fait dépend des longueurs respective de -I" et 'I5, et que

l,induction revient a soustraire au plus grand des deux intervalles la longueru de I'autre;

donc on fait le même type d'induction aritant de fois que l'on peut soustraire le plus grand

au plus petit; ce qui à.t dét"rrninant est donc le rapport (1 - o) f a, et I'on vérifre sans

peine que :

l-o'
:Lll-a-T-

Si a ( Lf2, c'esf-à-dire si (1 - a)la>
- 1 fois, et I'on finit Par obtenir :

e2+-
uJ -r '.. -l- 

-

anl"'
1, ou o1 ) 1, on induit avec oa; on peut Ie faire

a2+-
0s*' anI."

A partir de là on induit pâr op, ce qui compte est alors le rapport inverse alQ- a1a)

soit az +Il ...; on peut aiois induire a2 fois pâ,r o6, avant de revenir à Ia situation initiale,

ur". à, - 1 rempluàé pu, û,3; une récurrence simple donne alors Ie résultat cherché'

g) II s'agit d'un simple assemblage des questions précédentes : soit u une suite sturmienne,

Si t" .yriCme associé, et u I'unique *of biptolongeable à gauche de 0' .On a montré dans

la partie vI, question tt;, qu'à f) on peut associer une suite d'entiers (o,,,) permettant de

.oà", abu et bau; à cette suite d'entiers, on peut associer l'unique réel irrationnel a dont

elle est Ie développement en fraction continue. La question précédente montre qu'alors

abu (resp. baui est égat à Nr(l - o) (resp. N/(1 - o)); donc z est engendré par la

rotation Ro. La questiù VII 3) montre qu'alors, u est aussi engendré par -Ro, donc toute

suite sturmienne est engendrée par une rotation irrationnelle.

Remarquons la signification géométrique du mot biproiongeable: c'est le mot correspon-

dant à a, qui est bi-prolongeable à gauche parce que I'image réciproque de a est 0, dont

I'appartenance à I; ou ,16 est une question de convention, puisqu'il est sur la frontière

des deux intervalles. une fois choisie cette convention, le codage de 1 - o est déterminé,

puisque, Ies intervalles étant semi-ouverts, il doit être opposé à celui de 0'

C) Applications.
9)'L'atgorithme consiste à calculer les n premiers ue de a' puis

iJ pteni" de NJ(t - a) en itérant les substitutions composer les

substitutions, il est plus simple de procéder dans I , - oL ' ' 'ontt
(Jn-r:r,-1(a) et 

-W-t: 
rr-r(b). Si o,,, : o!, on a (Jn: rn-!o|(a) : rn-t(a) : Un-t,

et v) : rn--l1a(b) : r,,-r(b"*) : W-fl*-t.
On pose ao". ûo : à, Vo : b, on calcule la suite k donnée par ky - o,r - I, k6 : a';

pou.i > 1, otr (a,i) est Ia fraction continue de a, et on construit Ia suite de couples de

mots (U,,, Vn) par :

(Jn : (Jn-r Vn : Vn-tU*lt si n est impair

(Jn : U.-1V!:1 Vn : Vn-r si n est Pair
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Comme la suite k,, est strictement positive à partir du rang 2, il est clair que la longueur

d,e[Inet V," est au moins égale à Fn-r, donc la longueur de ces mots croit exponentiellement

vite (plus vite que I{((1+ JB) l2)^. Le temps de calcul pour obtenir les n premières lettres

est dànc en log n, si I'on compte comme opérations le calcul de Ia fraction continue et les

concaténations de mots.
10) Un calcul simple montre que le développement en fraction continue de a : f est

2,L,I,1,. . . ; Le début de ltrJ(t - a) est donc donné par oaoboaob...("). Autrement dit,

si i'on pose T : oaobt." -oi infini est le point fixe de r qui commence par a (on peut

montrer que 7 aamet exactement 2 points fixes, dont I'un commence par a et I'autre par

b).
f i; fe mot que I'on vient de calculer est le point fixe commençant par a de la substitution

T : a r- aba b -, ba; ce point fixe commence par les préfixes r"(a)' Le mot de

Fibonacci, 1ui, est point fixe de Ia substitution o définie à Ia partie IV, ou de son carré

o2 : a -, aba b r-+ ab, et débute par o2n(a). Ces deux substitutions ne diffèrent que par

l'ordre des lettres; donc la proportion lz'(a)l^llr'@)1 : lo2'(a)l"llo2'(u)l de a dans Ie

mot est la même pour r'(a) et o2'(a). La proportion asymptotique de a est donc la même

pour les delx points fixes. Comme on a vu que ces deux points fixes sont sturmiens, ils

appartiennent au même système, puique I'angle o est égal à la proportion asymptotique de

b. par construction, le point fixe de r est le deuxième antécédent du mot biprolongeable

du sytème. D'autre puri, les mots aa et ba-apparaissent dans Ie mot de Fibonacci, donc

u,rr.i or.1a)o2-(a) [t oi^(b)a2'(a); mals o2n(a) finit par a, et o2'(b) finit par b, donc

i"r rrrot, àoâ.1"j étVot^çà) sont aâmissibles; on en déduit que tous les mots o2'(a) sont

biprolongeables à gauche, donc le mot de Fibonacci est biprolongeable à gauche.

Le mot de Fibonacci est donc le point fixe de z, privé de ses deux premières lettres, ce

qui correspond à N'(o); on pourrait d'ailleurs donner de ce fait une preuve directe'

Autre démonstration : nous allons montrer par récurrence que? pour tout 2 ) 0, on a

r.(a)ba : abo2n(a) et r,(b)ab :bao2n(b). La vérification pour n:0,1 est immédiate;

supposons-le prouvé jusqu'à un ordre n ) 0. On a alors:

"'+t 
(a)ba : z'(aba)ba : r* (a)r" (b)r" (a)ba

: rn(a)rn(b)abo2'(a)
: r'(a)bao2*çb7o2'ça7

: abo2n (a) o2^ ça7 02^ ça7

: abo2n(aba) : abo2n+2(a)

z'+1 1b; ab 
: ;: [î]::il[f' 

(a)ab

: rn(b)rn-11a;""1U;at

- rn (b)r^-1 1a; bao2' 1b;

::::):::;;: t?:;;:'1,
- 6uo2n-2 (abaab) : bao2'"+2 (b)

ce qui prouve bien le résultat. Or les mots r'(a) sont préfixes ies uns des autres, donc

ro.rf l"r préfixes du point fixe z de z commençant par a; de même, les mots "'(b) sont les
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préfixes du point fixe de r commençant par b, et les mots o2'(a) sont préfixes du mot À

de Fibonacci. Les relations prouvées ci-dessus entraînent donc à la limite :

z: abÀ u: baÀ
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[CH] E.M. Coven, G.A. Hedlund, Sequences with minimal blocle growth, Math. Systems Theory 7
(1973),138-153.

tH] G.A. Hedlund, Sturmian minimal sets, Amer. J. Math. 66 (1944),605-620.

tMH] M. Morse, G.A. Hedlund, Symbolic d,ynamics II: Sturmian trajectories, Amer. J. Math. 62 (1940),

t-42.
tP] M. Paul, Minimal sgmbolic fl,outs hauing minimal block growth, Math. Syst. Th. 8 (1974), 309-315.

tRl G. Rauzy, Mots infinis en arithmétique, Automata on infinite words, LNCS 192, Springer-Verlag,
1985, pp. 165-171.
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AGREGATION DE MATHEMATIQUES
(Session de 199 $

ORGA^I|SAT|ON des EPREUVES ORALES

1") Le candidat tire au sorl une enveloppe contenanl deux sujels au choix. A I'issue

des trois heures de préparation, il indique au jury celui des deux sujets qu'il a choisi.

Pendant la préparation, le candidat peut utiliser les ouvrages qui se lrouvent sur
place (bibliothèque de I'agrégation). ll peut également utiliser des ouvrages de référence qu'il a
apportés lui-même. Ces ouvrages doi'rent être imprimés, vendus dans le commerce, et ne pas

comporter de noles manuscrites. lls seront contrôlés par le Jury qui peul s'opposer à

I'utilisation de certains ouvrages s'il juge qu'elle risque de dénaturer le travail de préparation.

La liste de la bibliothèque de I'agrégation est publiée chaque année dans le rapport du

concours précédent.

2.) Sur le sujet choisi le candidat n'a pas à bâtir une leçon détaillée destinée à une

classe d'un niveau déterminé ou correspondant à un nombre limité d'heures de cours. ll lui est

demandé surtout une étude de synlhèse construite à partir d'une base de connaissance ne

dépassant pas les limites du programme d'oral. Le candidat a le libre choix du niveau auquel il

place son exposé ; le niveau d'une classe de terminale risque cependant d'êlre insuffisant et

d'autre part les connaissances exposées doivent être réellement maîtrisées.

3') L'épreuve commence par la présentation, en quinze à vingt minutes, d'un plan

d'étude qui ne doil être ni une énumération de paragraphes, ni un exposé complet avec
développement des démonstratio ns.

ll s'agit de définir avec précision les notions introduites, de donner des énoncés
complets des résuliats fondamentaux, de citer des exemples et des applications, et d'insister sur

I'enchaînement des idées.

4') Après la présentation du plan le candidat est invité à fournir au iury une liste

d'au moins deux points qu'il juge importants dans son étude. C'est parmi ces points que le jury

choisit le thème d'un exposé, qui peut être soit le développement détaillé d'une parlie bien

délimitée du plan, soit la démonstration d'un lhéorème, soit la présenlation d'un exemple

significatif. La netteté et la clarté de cet exposé, l'aisance el la sÛreté avec lesquelles il est

présenté, constituent pour le jury un facteur important d'appréciation.

5.) L'exposé est suivi d'une discussion au cours de laquelle le jury s'assure de la
solidité des connaissances du candidat sur les questions abordées dans le plan et I'exposé, el

éventuellement sur tout autre point en rapport avec le sujel et figurant au programme de l'oral.

Cette discussion permet ainsi au candidat de dévelcpper, de justifier et d'illuslrer son point de

vue, en même temps qu'elle met en valeur sa culture mathématique'

Un ou plusieurs exercices peuvent êlre proposés par le jury.

6.) Les candidats sont invités, nolamment pour illustrer et compléter une leçon, à

utiliser leurs connaissances en matière de méthodes numériques, d'algorilhme, et de

programmation des ordinateurs.

120



I-econs d'ALGEBRE 1994 : Liste des Sujets d'Oral

1 Les séries formelles à une indéterminée, séries génératnces, applications.

2 Exemples de problèmes de dénombrement (on pourra se limiter au cas frni).

3 Groupes abéliens de type fini ; sous-groupes de Zn .

4 Exemples de sous-groupes distingués et de gloupes quotients. Applications.

5 Parties gén&atnces d'un groupe ; exemples ; applications.

6 Exemples de groupes frnis.

7 Groupes opérant sur un ensemble, orbites. Applications.

8 Groupe des permutations d'un ensemble frni. Applications.

9 Groupe linéaire. Exemples de sous-groupes.

10 Sous-groupes frnis de O (2 , R) , O (3 , R) . Polygones et polyèdres réguliers.

11 Exemples d'idéaux et d'anneaux quotients d'un anneau commutatif unitaire.

72 Congruences dans Z,Z lnZ. Applications.

l^il Anneaux factoriels, anneaux principaux. Exemples.

L4 Propriétés élémentaires des nombres premiers.

15 Anneaux principaux : PGCD, PPCM, théorème de Bézout, algorithme de calcul.

16 Exemples de corps.

17 Corps frnis. Applications.

18 corps de rupture d'un polynôme irréductible. Applications.

19 Polynômes irréductibles à une indéterminée. Exemples et applications.

n Corps des nombres complexes.

2l Groupe multiplicatif des nombres complexes. Exponentielle complexe.

Racines de I'unité.
n Racines des polynômes à coeffrcients réels ou complexes. Localisation des racines.

% Algèbres des polynômes à n indéterminées (n > 1) . Applications.

2L Racines des polynômes à une indéterminée. Résultant.

25 Polynômes symétriques. Relations entre les coeffrcients et les racines d'un polynôme.

% Fractions rationnelles à une indéterminée sur un corps commutatif.

Décomposition en éléments simples. Applications.

n Dimension d'un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension frnie).

Rang d'une application linéaire.

A Rang d'une application linéaire. Matrices équivalentes.

m La dualité en algèbre linéaire ; applications (on se limitera au cas de la dimension

finie).
30 Résolution d'un système de n équations linéaires à p inconnues.

Méthodes pratiques de résolution exactes ou approchées.

31 Opérations élémentaires sur les lignes et colonnes des matrices.

Applications : systèmes linéaires, inversion des matrices ...

n Déterminant. Applications en algèbre, géométrie ...
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33 Vecteurs propres, valeurs propres et réduction des endomorphismes.
gL Applications de la réduction d'un endomorphisme.

35 Polynômes en un endomorphisme. Polynômes minimal et caractéristique.

36 Formes bilinéaires symétriques, orthogonalité, isotropie. Applications.
gl Décompositions en carrés d'une forme quadratique. Applications.

38 Espaces vectoriels euclidiens (de dimension frnie). Groupe orthogonal.

39 Espaces vectoriels hermitiens (de dimension frnie). Groupe unitaire.
40 Groupe orthogonal d'un espace vectoriel euclidien de dimension frnie.

4L Application de la théorie des formes quadratiques à l'étude affrne des quadriques en

dimension 3.

42 Réduction des endomorphismes normaux. Applications.
43 Réduction des endomorphismes symétriques d'un espace vectoriel euclidien.

Applications.
4 Isométries d'un espace affine euclidien de dimension frnie ; formes réduites.

Cas des dimensions 2 et 3.

45 Exemples de groupes d'isométries en géométrie du plan ou de I'espace.

Æ Coniques dans le plan affrne euclidien.
47 Quadriques de I'espace afflrne euclidien de dimension 3.

I Etude métrique locale des surfaces dans un espace euclidien de dimension 3.

Courbure. Application de Gauss.

49 Barycentres dans un espace affrne. Applications.

50 Angles.
51 Exemples de problèmes dangles et de distances en géométrie.

52 Exemples de propriétés affines et de propriétés métriques en géométrie plane.

53 L'inversion plane. Le groupe circulaire.
il La sphère de Riemann. Les homographies.

55 Cercles et sphères. Familles linéaires de cercles.

56 Etude locale des courbes dans le plan ou I'espace de dimension 3. Exemples.

57 Propriétés métriques des courbes dans le plan ou I'espace de dimension 3. Exemples.

58 Exemples de recherche et d'étude d'enveloppes dans le plan.

59 Applications géométriques des nombres complexes.

æ Convexité dans les espaces affines réels de dimension frnie.

61 Etude affrne locale des surfaces dans I'espace de dimension 3.

æ Recherche de courbes satisfaisant à une condition différentielle.
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Epreuve d'algèbre.

De l'utilisation du temps de préparation

De façon génér'ale, on peut donner aux étudiants Ie conseil suivant:
puisque les trois heules de prépalation ne sont que lalement suflisantes pour
découvril des notions totalement neuves, il est pr'éférable pour eux de les
consacl'et à rnettle en oldle leurs connaissances à ce sujet, et à construile un
plan cohérent et quelque peu consistant. Sous la pression de l'épreuve, il est
peu probable qu'ils poun'ont assimiler une dérrrclnstration entièrement
nouvelle, ou les conséquences d'un résultat qu'ils viennent de rencontrer. Des
candidats sér'ieux peuvent obtenil des notes excellentes grâce à une
organisation réfléchie de leuls connaissances, sans pour autant faire du
funambulisme sur la simplicite de Anoule lemme de Hensel.

Reste le choix du sujet, parmi les deux proposés. Il n'est que trop certain
que la géométrie est systématiquement reléguée pat'les candidats. La cause ?

Sans doute le fait que la géométrie n'est enseignée à I'heure actuelle, dans sa
version élémentail'e, que dans les classes pr'éparatoires (et encole, avec un
succès probablement tr'ès mitigé). Elle I'est aussi dans les lycées ; mais, pour
une raison ou poul' une autre, éloignement chronologique ou hiatus
intellectuel, les candidats ne maîtrisent pas toujouts les programmes de
I'actuelle terminale C. Quant à I'univelsité et aux pr'éparations à I'agr'égation,
elles supposent manifestement connues des notions tout aussi
manifestement ignor'ées. Peut-êtle conviendrait-il que les candidats décident
de ne pas faire I'impasse sur cette matière, qui a palfois été représentée deux
fois dans un même titage. Cela leur pelmettrait par ailleurs d'éviter Ie choix
forcé d'un sujet d'algèble pule trop conceptuel pour eux.

Les étudiants ne doivent pas prendle pour argent comptant les
affirmations relevées dans les ouvrages. Une coquille, une ellipse, voire une
erreul', sont toujours possibles ; qu'elles soient reproduites sans broncher est
plus inquiétant que leur simple existence. Le candidat ne doit pas non plus
oublier qu'un ouwage est un tout, qui polte souvent en lui-même ses propres
motivations, et qui peut mal suppolter de se voir dépecer; ainsi, il y a un côté
absurde à démontrer qu'un sous-col'ps d'un colps à pn éléments est un corps à
pm éléments, avec m divisant n, en s'appuyant sur Ie fait que le groupe
multiplicatif d'un corps fini est cyclique : et cela même si un ouwage propose
cette démonstration ! De même, donnel comme exemple d'anneau principal
l'anneau K[X,Yy(Y-X2) n'a pas de sens, malgr'é la référence bibliographique.
Notons aussi, puisque le jury en fait les fr'ais depuis de longues années, qu'un
ouvrage donne du théorème de d'Alembelt-Gauss une démonstration très
algébrique et fort intéressante, mais laisse dans I'ombre une justification
concel'nant une explession symétrique en une famille de scalaires.
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De la présentation au tableau.

L'agr'égation étant ull concout's de lectutement d'enseignants, Ôn

compt'ettîra q,.re le july accorde aux qualités pédagogiques une-importance
signifrcative. Recopiet-.,n plan au tableau est un acte psychologiquement
dé"sastr.eux et pédàgogiquément inefficace. Ce comporteme-nt induit un
désinterêt pnur iu leçon-, d'abold chez Ie candidat, ensuite chez les auditeuls.
Le r.ythmè a" la pensée devient disloqué, le ton monocorde, l'écriture
mécanique. Le candidat se r'ésume à u r dos, tnuni d'une feuille et d'une craie.
Ainsi, ilïe peut per.cevoir les réactions du july face à d'éventuelles erreurs, et
laisse planôr unïoute sul sa capacité à restituel spontanément le contenu de

son plan.- Le désintérêt systérnatique vis-à-vis d'une Iangue correcte, pour'
exceptionnel qu'il soii, peut conduire un candidat à présente.r un plan
vernioulu de fautes d'oltliographe ; se rappelant à nouveau que I'agrégation
est destinée à choisir des enseignants, le jury en tirera les conséquences'

Il n'est pas inutile de commencer la leçon p,ar une ou deux phrases de

présentation, évoquant les rnotivations ou les objectifs. Cette pér'iode doit
néanrnoins, compt-e tenu du t.emps très limité accordé, êtle réduite au stlict
nécessait'e.

De la construction des leçons.

Le candidat doit savoir faile appel à des notions ou résultats
pédagogiquement et logiquement antérieuls à une leçon donng_e. Illustrons
ôeci iu-trà'g"r.. du sujel "Èspaces hermitiens, groupe unitaire". Il est exclu de

commencer. cette lèçon par de longues considér'ations sul les formes
sesquilinéaires hermiliennes. Une phrase intloductive du style : "cette leçon
suppose corlnues les notions de formes sesquilinéaires et quadratiques
heimitlennes, ainsi que les r'ésultats généraux qui s'y rapportent dans Ie cadre
des C-espaces vectoriels de dimension finie" devrait lat'gement suffu'e. De la
même façon, il convient d'éviter', sur un sujet tel que "Parties génératrices
d'un groupei', les attendus que supposerait une leçon sur les groupes- Très
généùlemeni, l"s leçons dont le title débute par "Applications de la théorie X"
doivent commencer là oir la tlléolie X se termine.

De la terminologie.

L'utilisation d'une terminologie adaptée devrait être I'un des soucis des

candidats. La leçon "Corps finis, exemples, applications" peut illustrer ce

propos. Il n'est pas rare qu'apr'ès un palagraphe entier consacré aux cor.ps

hnii, et notamment à leur deicriptio r complète, apparaisse le théor'ème de

Wedder-burn, énoncé sous la forme suivante : "tout corps fini est commutatif'.
Cela suggère que les corps considér'és au préalable n'étaient pas supposés
.o--rt-ùifs ;- or., i[ est bien nécessaire qu'ils le soient si I'on veut leur
appliquer. les théorèmes lelatifs aux polynômes à une indéterminée,
essentiels pour l'étude des col'ps (commutatifs) finis.

Cette incongruité poullait être évitée si I'on décidait qu'ul colps est
nécessairement co-or.,latif, et si I'on désignait par "anneau à division" ou
encor-e "algèbr.e à division" une structure d'anneau, où tous les éléments non
nuls sont i-nver.sibles ("algèb1e" r'envoyant alols à la structule d'algèbre sul. le
centr.e). Le théorème de Wedderùurn poun'ait ainsi s'énoncer' : " tout anneau à
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division, fini, est commutatif', ce tlui est tout de même plus par'lant que
l'énoncé suivant : "tout col'ps non commutatif iini est commutatif."

Des contenus.

La réduction complète de Jordan, sul'un corps algébriquement clos, est
parfois pr'ésentée par des candidats soit blillants, soit témérailes. Rappelons
à ces det'niers qu'il est alols nécessaire de bien mesurel sa formulation : par
exemple, des blocs distincts peuvent posséder les mêmes termes diagonaux et
avoir même taille. L'intloduction d'un tel théorème doit être fortement
motivée. Il est absurde de I'appliquel au calcul des puissances d'un
endomorphisme f, qui ne nécessite que la connaissance d'un polynôme
annulateur, ou éventuellernent la décomposition souvent désignée par
"décomposition de Dunford" (c'est-à-dire : f=d+n, dn=nd, n nilpotent, d
diagonalisable). En réalité, la réduction de Joldan ne présente d'intérêt que si
l'on recherche les olbites de Mr.(C) sous I'action (pal conjugaison) de GLn(C),
ou si l'on cherche à résoudle des problèmes complexes tels que la recherche
des espaces stables pal'f, ou encore le commutant de C[f].

L'introduction du sous-gloupe dér'ivé D(G) d'un gloupe G devrait êtle
I'occasion de déterminer celtains homomorphismes de G dans un gloupe
abélien H. On sait en effet qu'un tel homomolphisme se factorise au tlavers
du quotient GiD(G). Pal exemple, une f<ris dételminé le sous-groupe dérivé de
GLn(K), il est plausible de rechercher les homomorphismes de GLn(K) dans
Kt.

Poul traiter la notion de résultant, le candidat pourra par exemple
penser à l'élimination, qui illustre pratiquement les résultats théoriques
obtenus (existence d'une condition d'élimination). On peut aussi tlouver des
implications topologiques : pal'exemple, le fait que les endomorphismes d'un
C-espace vectoriel de dimension finie n ayant n valeurs propres (distinctes)
forment un ouvert de I'espace de tous les endomorphismes.

De certaines leçons.

La leçon "Propriétés élémentaires des nombres premiers" n'est pas
nécessairement une leçon facile, quoi qu'en puissent penser les candidats.
L'attribut "élémentaire" signifie d'une part que les candidats ne sont pas
réputés s'attaquer à la théorie analytique des nombles, et d'autre part que les
propriétés les plus ...élémentailes ne doivent pas faire défaut. Il est
indispensable à cette occasion de parler de la décomposition en facteurs
premiers dans I'anneau des entiers relatifs, et de s'intéresser aux congruences
modulo un nombre pt'emier'. La nature de la sér'ie des inverses des nombres
plemiers relève elle aussi de techniques élémentaires.

La leçon "Racines des polynômes à coefficients r'éels ou complexes ;

localisation des racines" n'est pas une leçon sur les racines des polynômes à
une indéterminée. Elle doit s'appuyer sul les résultats généraux, supposés
connus, et mettre en oeuvle les spécificités de R (oldle), ou de C (caractère
algébriquement clos). Dans les deux cas, la stlucture de corps valué est
fondamentale, et doit êtle mise en valeul au travers de procédés analytiques
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de lechelche des lacines. I.a sépalation des t'acines a palfaitement sa place
dans une telle leçon. Elle petrt en outle constibuel une illustlation facile de la
notion de discliminant.

La leçon "Racines des polynôrnes à une indételminée" débute dans de

nombreux cas par : "Soit A un anneau comrnutatif ; considér'ons un élément
de AtXl ; etc". Le jury fi'émit. f)'expérience, il sait que deux cas sont possibles :

- ou trien le candidat énonce une liste de théorèmes faux (si I'on peut se
permettre cet oxyrnot'on), pat'exemple : "un polynôme non nul de AIX] admet
un nombt'e fini de racines" ;

- ou bien le candidat folmule quelques résultats généraux, sans application
aucune, et n'entle dans le vif du sujet qu'apr'ès avoil r'éintégr'é le giron des
ânneaux intègles, voit'e des colps. Autant dile qu'il aura perdu Son temps.

Bien eniendu, on ne peul pas exclure qu'un jour, un candidat illustre le
cadre général dans lequel il s'est placé : il poun'a alors déterminer les
inversibles de A[X], ou bien r'éduire un polynôrne à coefficients dans Z modulo
un entier non plemier'. Non, on ne peut pas complètement I'exclure...

A contrarlo, certains étudiants pal tlop précautionneux situeront la
leçon dans le cadre des corps de caractér'istique nulle, puis énonceront le
théorème de Wilson.

Ces situations illustrenl, la double nécessité de se placer dans un cadre
suffrsamment lalge pour traiter les applications envisagées, et d'évitel des
généralisations sans substance.

La leçon "Groupe linéaire ; exemples de sous-groupes" nécessite certes
de parler de I'importante notion d'opération élémentaire, et des matrices
assôciées ; elle ne peut en aucun cas s'y réduile. Si I'on n'oublie pas que la
première qualité d'un candidat est de pouvoir investir ses connaissances dans
un sujet, il paraît clair que On(R), SO,'(R), les groupes des matrices diagonales
inversibles, tt'iangulaires s upér'ieules inversibles, triangulaires supérieules
inversibles à diagonale folrnée de 1, le gl'oupe des matrices de permutation, le
gloupe des matrices invet'sibles de R[A], oir A est dans Mn(R), sont des
exemples de sous-groupes de GLr.(R) immédintement accessibles'

La leçon "Exemples de plopliétés affrnes et de propriétés métriques en
géométlie" dnit être I'occasion de comparer deux structures sul un espace
réel, une structure affine et une structure euclidienne, ou de manièr'e
équivalente d'illustrer les actions de deux groupes sur cet espace. Il est donc
indispensable d'examinel au pr'éalable ce qui lelève de I'une ou I'autre notion.
On peut aussi donner des exemples de situations ot) ces notions s'éclairent
I'uné I'autre (groupes d'applications affines laissant stable un sous-ensemble
compact). De façon génér'ale, Ies espaces affines devt'aient êtle mieux aimés
des candidats, pour que cettx-ci soient mieux appréciés par le jury ; ils sont
soul'ce de nornbreuses quest.ions, et de peu de réponses.

Les leçons contenant des théorèmes d'existence doivent, autant que
possible, déboucher sur des plocédés effectifs de constt'uction : décomposition
de "Dunford" d'une matt'ice (le july en pl'oposera peut-êtt'e une, de taille
petite), écliture d'un élément de SL"(X) colnme produit de matlices de
tlansvection, r'echerche dc bases orthogonales pour une forme quadratique,
écliture d'un polynôme symétrique à I'aide des polynômes symétriques
élémentailes, calcul d'un polynôme cyclotomique (lolsque le candidat cite
cette notion dans son plan), etc.
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La leçon sur les enveloppes, dans sa formulation, contient les
enveloppes de familles de coulbes, qui doivent donc êtle évoquées. La théor:ie
n'est d'ailleuls pas sensiblement diftérente de celle élabor'ée pour les f'amilles
de droites. On poulra, dans cette leçon, évoquer les contoul's apparents de
surfaces réglées, les équations tangentielles des coniques, les caustiques pal'
r'éflexion, et la dualité. Il est nécessaile de donner un cadre théor{que
satisfaisant, même minimal, de donner des conditions suffisantes d'existence,
d'appliquer la théolie aux développées, et de tlaitel un exemple d'équation
différentielle conduisant à ce problème (Clairaut).

Cette année, les candidats ont démontré une meilleure connaissance des

règles du concours et, pattant, ont amélior'é leurs plestations, à contenu
scientifique équivalent. Ôela traduit un souci réel de la performance, sensible
probablement davantage chez les candidats mo
peu solides, handicapés par des faiblesses so
èurieusement, des candidats a priori briliants
capacités.- 

Ces candidats commettent ainsi une double erreur : la première, celle de

laisser d'eux une image peu flatteuse, voire de se tlouver dans la nécessité de

se représenter', ce qui, Compte tenu du nombre de places poulvues, relève de

I'exploit. La seconde est plus loulde de conséquences. Une préparation à

I'agr égation deyrait êrre lbccasion, pour ces étudiants munis d'une solidité
scientlfique manifestement suffrsante, de faire un examen de conscience
mathématique, en s'interlogeant sul la qualité des relations qu'ils nouent, au
coru.s de leur activité intellectuelle, entre les connaissances acquises. Savoir'
faire un erposé de synthèse, donner différents éclairages conceptueis à un
même objet ou, au contraire, illustler une notion en élargissant ses horizons,
fair.e mirbiter d'un $'oupe de matrices les différentes f'acettes, dire de la
géoméh.ie, de I'arithmétique et de I'analyse en parlant de formesquadratiques,
r:éaliser un corps fini comme un quotient d'anneau de polynômes' une
extension de corps ou une algèbre de matrices, parler d'opérations
élémentaires, de délerminants et de réseaux poul discuter des gl'oupes libres
de type fini, considérer que les opérations de groupes créent, gr'âge à un
langag'e approprié, une problématique qui concenh e et qui élargit, voiià, dans
le càdr:e d une planche dblgèbre, des motivations réalistes pour ces candidats.
II ne leur faudrait pas oublier que cette période de leur vie, ou ils sont sur le
point de franchir la frontière qui les sépare de la spécialisation, est une
ôccasion de se créer une cultuie, qui soit leur, et qui euichisse ceiie des

autres.

Les candidats qui, SanS Sulvoler le progTamme de I'agrégation, sont
parvenus à en cerner- les contours, ont fourni les gros bataillons de I'oral. La
plupart d'entre eux ont su suivre une stratégie minimale, consistant à

préÀenter un plan cohérent, à proposer des développements bien appris, et à
iépondre sanÀ hâte excessive à des questions dont le jury a bien pris soin de

mèsurer la difficulté. Cette sb'atégie a indiscutablement été payante.
Tout au plus peut-on regletter que cerlains des postulants à I'ag'égation

soient alés jusqù'à écrire-duranL le plan les démonstrations de leurs
développements, èamouÏlées pal'une ribambelle de lemmes si minuscules que
le jury ie plus indulgent n'aurait pu manquer d'y voir une manræuvre. Il
conviént dbnc de rappeler que le développement doit être I'occasion pour le
candidat de montrer une certaine compr'éhension du sujet traité, ce qui sigrufie
pour I'agrégatif un recoru's minimal aux notes, et une certaine aptitude à
répondle au.x questions à ce sujet.
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I-econs d'AI,IALYSE 1994 : Liste des Sujets d'Oral

1 Utilisation de la notion de compacité en analyse.

2 Exemples d'espaces compacts.

3 Espaces homéomorphes. Exemples et contre-exemples.

4 Connexité : applications.

5 Espaces complets. Exemples et applications.

6 Théorème(s) du point frxe ; applications.

7 Prolongement de fonctions : exemples.

8 Continuité uniforme. Applications, exemples et contre-exemples.

9 Donner une construction de R ; en déduire les principales propriétés de R.

10 Propriétés topologiques de R et sous-ensembles remarquables de R.

11 Exemples d'utilisation de la dénombrabilité en analyse.

12 Exemples d'utilisation de la notion de parties denses en analyse.

U! Utilisation de la continuité uniforme en analyse.

L4 Espaces vectoriels normés. Exemples. Applications.

15 Exemples d'utilisation d'espaces de Hilbert en analyse.

16 Espaces vectoriels normés de dimension frnie ; exemples ; propriétés ; applications.

17 Exemples d'applications linéaires continues d'un espace vectoriel normé dans un

autre et de calcul de leurs norrnes.

18 Espaces de Hilbert. Exemples et applications.

l9 Continuité et dérivabilité de fonctions réelles d'une variable réelle. Exemple et contre-

exemples.

n Fonctions convexes d'une variable réelle ; applications.

2I Développements limités, applications.

n Exemples de développements asymptotiques.

% Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynomiales.

ZL Fonctions différentiables défrnies sur un ouvert de IR" . Applications.

% Théorème des accroissements frnis et applications pour les fonctions de plusieurs

variables.

% Différentes formules de Taylor. Majoration des restes. Applications.

n Problèmes d'extremum.

A Applications réciproques : théorèmes d'existence ; exemples.

n Exemples d'étude de fonctions défrnies implicitement.

30 Exemples d'utilisation du théorème des fonctions implicites.

31 Exemples d'utilisation de changements de variables en analyse et en géométrie.

P Illustrer par des exemples et contre-exemples la théorie des séries numériques.

33 Exemples d'études de suites de nombres réels ou complexes. Applications.

U Exemples d'études de suites réelles ou complexes défrnies par divers types de rela-

tions de récurrence. Applications.
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35 Séries numériques : différentes notions de convergence ; applications.

36 Exemples d'étude d'une fonction défrnie par une série.
g Différentes notions de convergence d'une suite de fonctions. Exemples.

38 Séries de fonctions, convergence uniforme, convergence normale. Exemples.

39 Convergence d'une série entière. Propriétés de la sorrme.

410 Exemples de développement d'une fonction en série entière. Applications.

4l Représentation d'une fonction périodique par une série de Fourier. Applications.

42 Exemples d'applications des séries de Fourier.
43 Equations différentielles y' = f (x,y) . Solutions maximales ; exemples.

44 Equations différentielles linéaires.
45 Etude détaillée, sur un petit nombre d'exemples, d'équations différentielles non

linéaires ; illustrations géométriques.

6 Exemples de problèmes conduisant à des équations différentielles.
47 Exemples d'étude qualitative des solutions ou des courbes intégrales d'une équation

différentielle.
48 Illustrer par des exemples la résolution approchée d'équations différentielles.
49 Intégrales impropres. Exemples.

50 Problèmes d'interversion d'une limite et d'une intégrale. Exemples.

51 Continuité et dérivabilité d'une fonction défrnie par une intégrale.

52 Exemples d'étude de fonctions défrnies par une intégrale.
53 Exemples de calcul d'intégrales.
& Comparaison d'une série et d'une intégrale. Applications.

56 Exemples de problèmes d'interversion de limites.
56 Etude, sur des exemples, de la rapidité de convergence d'une suite ou d'une série de

nombres réels ; applications.
57 Calcul approché de solutions des équations f (x) = 0 ; illustration par des exemples.

58 Calcul approché de la somme d'une série numérique.

59 Méthodes de calcul approché d'intégrales.
60 Théorèmes limites en calcul des probabilités ; applications.
61 Le jeu de pile ou face (suites de variables de Bernoulli indépendantes).

æ Probabilité conditionnelle. Applications.

63 Loi binomiale, loi de Poisson. Applications.
U Indépendance d'événements et de variables aléatoires. Exemples.
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Rapport sur I'oral d'Analyse

Une remarque sur les sujets

Les leçons portant sur les probabilités ont atteint cette année leur
régime " de croisière n. Le jury espère que cette fréquence incitera les
candidats à ne pas négliger cet aspect de I'analyse.

Le plan

Sil arrive encore que des candidats mal préparés présentent des plans
trop pauvres, le niveau général des plans présentés est en progrès. Cette
constatation optimiste doit cependant être tempérée, et les observations des
rapports d'oral des années passées restent valables. T?op de candidats
dominent mal leur sujet, ou présentent des plans incohérents. Tantôt les
énoncés ne sont pas présentés dans I'ordre logique de leur démonstration,
tantôt le candidat ne se rend pas compte qu'il formule plusieurs fois de suite
le même énoncé, avec une terminologie différente.

Le jury regrette une fois encore la pauvreté de certains exemples
proposés. Citer le corps des nombres réels comme seul exemple d'espace
complet est très insuffrsant. Dans l'étude d'une fonction défrnie par une
intégrale ou une série, étudier une fonction qui s'exprime simplement à
I'aide des fonctions usuelles est maladroit.

Les propositions d' exposé

Tïop de candidats ont répété cette année des erreurs maintes fois
signalées :

- Propositions d'exposé hors sujet (peut-être pour tenter de se replier
sur une leçon voisine mieux préparée?)

- Propositions d'exposé triviales, sans rapport avec I'ambition
affrchée du plan.

- Prôpositions "avec réserves". Le candidat qui déclare au jury qu'il
propose le sujet A, ou, à, la rigueur le sujet B, ne doit pas s'attendre à
beaucoup de compréhension de la part du jury, surtout si I'exposé A est très
court ou hors sujet.

L'exposé

Le jury regrette d'avoir dfr préciser à de trop nombreux candidats que
I'exposé ne se fait pas les yeux fixés sur des notes tenues à la main.

Les raisonnements sont beaucoup trop souvent imprécis : hypothèses et
conclusions sont mélangées, les variables sont mal définies, les suites
confondues avec ler.rrs termes, les expressions pas ou mal quantifiées. Il ne
s'agit pas de noyer I'exposé dans un déluge de quantiflrcateurs-il est
toujours préférable de les remplacer par leur équivalent en langage

naturel- mais à I'opposé une phrase telle que nsoit C I'ensemble des suites

telles que pour e > 0 il existe IN..., annonce inéluctablement une
démonstration vide de sens. L'accumulation de telles négligences dans un
exposé peut lui ôter beaucoup de sa valeur.
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Aussi les candidats ne doivent-ils pas se sentir outragés si on les
intenompt pour leur faire préciser une hypothèse ou un raisonnement, mais
plutôt voir dans cette intervention le désir sincère de valorisel' au mieu-x
leur prestation.

Enfin, la crainte de manquer de temps ne doit pas les conduire à abuser
des sigles et abréviations, tels que .EDL, TCL, TAF, TFI, TTL, S.W., d'A.G.,
LASS u, eu€ I'on laisse au lecteur le plaisir de déchiffrer.

Remarques sur quelques leçons

Le lecteur futur candidat est invité à relire les rapports des années
passées, toujours d'actualité. Voici quelques observations, forcément
incomplètes, faites au fil des interrogations.

Corps des réels

Si dans I'intitulé de la leçon une construction des réels est demandée,
en donner un schéma précis, mais ne pas en faire I'unique objet du plan. Si

la construction n'est pas demandée, préciser clairement les propriétés de IR
qui seront postulées ou admises.

Ne pas oublier les homéomorphismes entre inter"valles de IR.

Fonctions d'une uariable réelle

Les plans et les exposés restent souvent trop élémentaires. Sans
chercher systématiquement des exemples monstrtteux, on peut citer des
exemples de fonctions continues non dérivables, etc....

Déueloppements limités et asymptotiques

Les théorèmes d'existence de développements limités, notamment pour
les fonctions réciproques, sont trop souvent négligés.

Espaces complets

La précompacité et le théorème de projection sur un convexe complet
d'un espace préhilbertien sont fréquemment oubliés.

Uniforme continuité

Les leçons sur ce sujet sont souvent décevantes. Faute d'avoir réfléchi
au sujet, beaucoup de candidats sont incapables de résoudre les exercices les
plus simples sur le comportement à I'infrni des fonctions uniformément
continues, sur les fonctions holderiennes, etc...

Intégration, fonrtions défi,nies par des intégrales

Les candidats sont de plus en plus nombreux à utiliser I'intégrale de
Lebesgue, et le jury ne peut que les en féliciter. Il faut qu'ils soient
conscients, néanmoins, que cela ne leur évitera pas d'avoir à étudier la
convergence, éventuellement uniforme par rapport à un paramètre,
d'intégrales impropres non absolument convergentes. Le choix de I'intégrale
de Riemann peut s'avérer raisonnable pour certains candidats.
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Cu.lcul upproché d' intégrales

Les candidats semblent éprouver des diffrcultés à trouver un équilibre
entre les méthodes, pratiques mais un peu obsolètes, des trapèzes et de
Simpson, et des considérations vagues sur I'interpolation qollmomiale.
Citohs comme autres pistes qu'on pourrait suivre : La méthode de Romberg,
épaulée par la formule d'Euler-Maclaurin, et la méthode de Gauss, justifiée
par des techniques hilbertiennes.

Formules de Taylor

L'erreur classique qui conduit à utiliser l'égalité de Taylor-Lagrange
pour des fonctions vectorielles n'est pas toujours évitée.

Les formules de Taylor pour des fonctions de plusieurs variables, et
notamment leur application aux recherches d'extrema, ont mis en difficulté
beaucoup de candidats qui dominaient mal le calcul différentiel. Notamment

les questions portant sur la signification exacte de D"f( x).h reçoivent souvent

des réponses surprenantes.

F o ncti ons différ enti ab les

Les candidats ont parfois une vision si abstraite de la différentiabilite
qu'ils sont incapables de I'utiliser dans les cas les plus sim,ples. Le théorème
de Schwarz, la caractérisation des formes différentielles exactes sont
souvent oubliés.

F onctions définies impliciternent.

De nombreux candidats confondent la notion de fonction implicite avec
celle de fonction ne s'exprimant pas à I'aide des fonctions usuelles. Précisons
que l'étude de la fonction Gamma, par
qu'acrobatiquement dans le cadre de cette
semblerait naturel d'y voir étudier un exem
deux surfaces...

Séries entières

L'étude au bord du disque de convergence, même dans les cas les plus
simples, laisse perplexes deJ candidats qui ont pourtant mis dans leur plan
des versions sophistiquées du théorème d'Abel.

Une fois q,r'ott a etabli la continuité et la dérivabilité terme à terme de

la somme d'une série entière dans le disque ouvert de convergence, son
intégration terme à terme ne mérite plus les longs déveloPPepenls qu'on lui
conùcre parfois. En revanche les méthodes de recherche de développements
en série entière sont souvent négligées.

Rappelons que I'exposé de la notion de série composée demSnde du
soin. Enirn les âpplications des séries entières au calcul intégral et à la
résolution d'équâlions différentielles sont intéressantes et faciles à

expliquer.

Séries de Fourier

La convergence en moyenne quadratique est trop souvent oubliée.
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BIBLIOTHEQUE DE L'AGREGATION

pcndanr la préparation dc l'oral. lcs candidars pcuvent utiliscr lcs ouvragcs mis à lcu:

disposirion sur placc, donr la tisæ figurc ci-après. ou lcs ouvrag,Ès qu'ils ont apportés eux-mêmcs,

à conditioo qu'il s'agissc dc livrcs imprimés, diffusés dans lc cornocrcc ct dépourvus dc notcs

ûranuscntcs.

En ourc, lcs Ecolcs Normalcs Supéricures déposcnt un nombrc important d'ou'vragcs à la

bibliuh{uc dc l'agrégadon pcndant la dr:réc du concor:rs : ccs ouwagcs Pcuvèr'lt bien cnændu êcc

conzulùs pa tous lcs candidas-

l: dæurrcnradon uriliséc par lcs candidas nc saurait contcnir dcs ouwagcs quc ccux-cl

n,auraicnt qu'à recopicr, cc qui ôtcrait toua si'nification à l'éprcu tc.lt ju.y s" réscrve donc le

dmir dc rE pas auttriscr un ouvragc &, æ, typc, mêm muni du dépot légat

D'autrc pan la rcstriction aux ouvratcs imprlmés et di-ffusé5 drnc le cornsrercc répond à

un sorri d'quiÉ : tour cand.idar doit pouvoir cn principc sc procurcr touidocurncnt aulorisé-

pour ccs raisons, lc ju.y n'autorisc pas l'usagc dc montagcs 'raisonnés' d'cxuaits

phorocopiés d'arriclcs dc rcvucs ou d'cncyclofdics ; l'utilisation publiquc dc tcls rDonBges

contreyLnt cn outrc aux lois sr:r lc copyright-

I-c j*y artirc cnfin l'aræntion dcs candidats sur lc fait que l'usagc ou la æntativc d'usagc dc

docurrrns noo auorisés pcndant Ia pnéparation dcs éprcuvcs oralcs constiruc unc fraudc ou unc

rcntati\'€ dc fraudc à un concours public ct scrait sancdOnné comrnc tcl.
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BIBLIOTHEQUE DE t.', AGREG^ï'ION

DE M,,\TIIE'Mr\TIQUES EN 199 +

ARNAUDITS

ARNOI D
ARTIN

BASS

A\E,
BERGER

BERCER ct GOSTIALX

BIRIGIOFF ct MACIANE

BI.ANO]ARD

BOURBAKI

BOLIWER ct RICHAR-D

BREZIS

BROUSSE

CABANNES

CÂRTAN

CARTAN

C}I"AMBADAL a OVAERT

CTIEVAI-IARD ct ROU-A.ND

clrOQUET

CI-ARLET

CCLTTY

CIii )UZE[ a MIGNCT

Cours dc Mathém:trqucs, tonrc : Âlgèhrc

Eq ua tions dLf fércnoel le s onJ ina-rres

Algèbrc Géornéu-rquc

Cours dc Mâûéoreriqucs, torf,s I ct 2

Calcul drfTércnciel

GéonÉu-ic. indcx, torncs I à 5

ftoblàncs dc GéonÉ.u-rc nédigés a comrncntés

Géorrérrie différe n tic llc

Al gèbrc : L Str.rcnrres fonda-u'rnte.le

2.l-r.s gands ùéonèrocs

lrs corps non conurruuofs

[rs volurnes suivanLs :

Théoric dcs clscmblcs

Algèbn

Fonctions d\ne variablc nécllc

Tcpologic géûz.'1.

Espaccs vectcicls topolo giq rr s

lntégration

Groupcs

Analy sc forrti qr-æ.lle

Mécaniqw

Cours dc méraniquc généraic

Fonctions aruJytiqæs

Forrrs différenticllcs

C.atcul différentid

Cor.rrs dc MatHnadqucs, rom I ct 2

Thésie dcs séries

Cor-rs d'analysc

L'enscigrrcrn nt d. le géooéric

lncroductiqr à l'aru,lysc mau-icidle ct à

l'optimisation

Analysc

Analysc nucoériqrr dcs équarioru

différcnricUcs

CAGNAQ Râ.\flS, COMI{EAU Notrveau cours dc M.arMmariquo SÉcialcs

CAGNAC ct THIBERCE Géærérie, classcs rnninales C

TMIR)

(Gauthicr- Villats)

(M.asrcn)

(CEDIC-Nuhân)

(Cotin)

(Cotin)

(Gauùkr-Villars)

(P.U-F.)

fttcrmann)

Glcnornn)

(Cotin)

(Dunod)

(lv{a$oo)

Qv{.esson)

Gtrmann)
(tlcrmann)

Gtcrmrnn)
(Cnuùk-Viltlrs)
(cEDIC)

(l'Ltsson)

Gtcrmrnn)

(Masson)

(Colin)

(Mrsrcn)
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DEHELNTEIJ

DIEUDONNE

DDCv{IER

DUBREIL

DUBUC

EXBBAYATcT MA-EI-
FADEEV d SOMINSKY

FELLER

FERRIER

FT,ORY

FRENICEL

GANTMAO{ER

GENET

CODEMENT

I-IARDY ct WRICI{l'

FIETINEQ(I.{ ct TORTRA.T

HER\Æ

JACIfBSON

KERBRAT

KNUTH

FC"EE

KRTVTNE

TANG

t,EBORGNE

D. LEHMAN}{-C. SAC".E

LEI-.ONC-FERP.AND cr

ARNAUDIES

LET.ONG-FERRAND

LTNDSAY

MALLIAWN

Fqrrrcs Qurdrariqrci ct G:Dopcs classiqucs

Algèbrc tinlairc et géonré=: élérrrnnrc

Sur lcs goupcs classiquc-s

Calcul rnfrnitésimai

Elémcnts d'analysc, tomcs . :r 2

Analysc M.P.

I-.cçoos d'al gèbrc modcrne

Gémétric planc

Al gèbrc, Anal ysc, Toçnlogc

Rccucil d'cxcrçiccs d'al gèbrc su pÉricut

An inÈrofuction to prrobabiliry ùcory and

is applications, lorrrs I cr 2

MatMmatiqucs pour la liccnæ

Excrciccs dc Topologic ct d'Analysc.

toæslà4
Algèbrc a Céométric

Géoméric por:r l'élèvc profcsscu :'

Thésic dcs matriccs

Mcsr-rc ct inÉgration

AJgèùrc

An intro<Jugtion to thc tlrco-,,trf nrrrrrlx:r:

(5ù cdiûon)

Théûric dcs pro'babilirés ct qLrclqucs

applicrtions

L-cs forroons anal iiq ucs

Basic algcbra" rocrrs I ci l
Gcmécric dcs courbcs cr dcs surtaccs

Thc art of cornputcr programming,

(vol. 12,3)

Incrodrction aux srathéroadqucs appl rqu écs

Tlrésric ariomadqtrc dcs cnssmblcs

Inrroduction aux variérés diffé rcnriabics

Algèbrc

Lincar AJgcbra

Calcul différcnciel ct géoaréu:c

GeouÉ cric différcn ricllc dcs s'rCa-c-c s

Cours dc mathémariqrrcs, romcs I à .1

C{c'rrÉ cric différc n ric Uc

A concrctc inrnoduction ro highcr algcbra

Géoméric dj ffé rcntic llc in rnnsèquc

(P.U.F.)

(llcmra;ln)

(l-lcrn':rnn)

( I 'l c rer ei;r \.

(Cauùi::-\jij igs)

(Gauù;cr-Vilia;s'r

@rrnod)

(P U.F.l

ffn)

(Wrlcy)

(Vuibcn)

ftIcrmarn)

(Dunod.r

0/uibcn)

ftIcrmann)

(Oxftrd)

Masson)
(1'U F;
€'recrnaa)

ftlermanr)

(Addison-Wcslc;1

(Dunod)

cP u.F.)

(Addison-Wcslc_, )

(I'U.F.)

tDunod)
(Masson)

ft{crmann)
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NE\,EU
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BF-NIER
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Exercices et hoblèmcs, Classes

Pépanrtoircs ct ler cyclc,

Âlgùbrc (vol. [), Analysc (vol It
Coun <.1'algèbrc

Problcrns and thcorcrns in analvsrs

(tomes I ct 2)

Elémenu dc révision pour le prograrffæ

d'anajyse à l'écrit dc I'Agrégaoon

Coun d'analysc

Algèb're

A first coursc in nrrrrrrical analysis

I.,{at}rématiques sffcides (omes I à 5)

Exercices dc calcul différcnricl

L-cçon s d'an aiysc foncrionnc llc

Rcal and cornplcx arulysis

(CEDIC-Nathan)

(E.N.SJ.F.)

(Springer)

(Univ.PARIS VI
(Masson)

(Cotinl

(t'{ec Graw-HiUl

O{asson)

(Flerrnann)
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(Mac Graw-Ff.U)
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Topologie Généralc ct Analysc fqrctionælle Gfcrmrnn)
AJgorithms (Addison-V/eslc1')

Cours d'arithrnétique (P.Uf.1

Géomérie projective (P.Uf.)

Quelques poina dc Maùémaoqucs généralesl

pour l'Agrégation (Univ. PARIS Vl
The thecny of fr:nctions (2nd edition) (Oxf6d)
Cours d'analyse (tomes I et 2) (Màsson)

[r,s probabitit6 (Hermann)

Srucrurcs algébriques frrnies Gfachcuc)

"^ cotr rse oI modern enaissis"
"Cours de Harhémaciques" (gaicion Dunoi)

"|-{eclrodes numériques" (gaition }fi r)
"Advanced machemacics for sciencists(Hc Grar,r hil:)
"Compléoencs sur les équac ions
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J.P.DEMAILLY

DEVANEY

T.W.KORNER

A.POMMELET

H.S.WILF

Géométrie 1 et 2

Algebra , tonre 1

( Nathan)

(J Wiley)

(Armand Collin )
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lnst. E.CARTAN
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( Masson )

(Ellipses)

(Acad.Press)

Analyse nurnérique et éqtrations différentielles (P.U'G.)

An introdLrction to chaotic dynamical (Addison Wesley)

systems
Fourier Analysis (Cambridge Univ, Press)

,géornétrie (Armand Collin )LESIEUR- MEYER- Algèbre linéaire
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J. MAWI] IN
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01 Ain
8. rue Maoenta
01 01 1 Bo-urg-en-Bresse Cedex
74 23 69 55

02 Aisne
Avenue de la Fépublique
02000 Laon - 23 20 45 60

03 Allier
Château de Bellevue - BP 1 1 1

03403 Yzeure - 70 46 07 66
04 Alpes de Haute-Provence

22. avenue des Charrois
04000 Digne - 92 31 05 87

05 Hautes-Alpes
14. avenue du Maréchal-Foch

07 Ardèche
23, avenue de la Gare - BP 71 3
07007 Privas Cedex - 75 64 04 1 5

08 Ardennes
I, rue Voltaire
081 09 Charleville-Mézières Cedex
2457 51 58

09 Arièae
31 b'.'av du Général-de-Gaulle
BP i24 - 09007 Foix Cedex
61 65 08 48

10 Aube
8, avenue des Lombards - BP 1068
1 0009 Troyes Cedex - 25 75 20 79

11 Aude
5ô, avenue du Docteur-Henri-Gout
BP 583 - 1 1009 Carcassonne Cedex
68 47 05 02

12 Avevron
'1, bciulevard Francois-Fabié
1 2006 Rodez Cedex - 65 ô8 1 3 53

13 AIX-MARSEILLE
31, boulevard d'Athènes
13232 l\4arseille Cedex 1 - 91 91 92 1 7

13 Bouche*du-Rhône
Collège Pythéas - 1 5. rue des Gardians
1 3014 l\4arseille -91 67 90 56

14 CAEN
21 , rue du Moulin-au-Rov - BP 5152
'l 4040 Caen Cedex - 31'47 1 6 05

15 Cantal
Rue de l'Ecole normale
15013 Aurillac Cedex-7'1 48 60 26

16 Charente
Château de I'Oisellerie - BP 42
1 6400 La Couronne - 45 67 74 74

17 Charente-lllaritime
2, rue Louis-Braille
17028 La Rochelle Cedex - 46 43 95 95

18 Cher
9, rue Edouard-Branly
1 8000 Bourges - 48 24 54 91

19 Conèze
Rue Sylvain-Combes - BP 225
19012 Tulle Cedex-55 26 32 BB

20 coRsE
8, cours Général-Leclerc - BP 836
201 92 Ajaccio Cedex - 95 21 70 68

20 Haute-Corse
Boulevard Benoite-Danesi
20200 Bastia-95 31 17 92

21 DIJON
Campus universitarre de Montmuzard
Boulevard Gabriel - BP 490
21 01 3 Dijon Cedex - 80 73 85 00

22 Côtes-d'Armor
30, rue Brizeux
2201 5 Saint-Brieux Cedex
96 61 90 31

23 Crcuse
2 bis. avenue de la Réoublioue
2301 1 Guéret Cédex -'55 52 35 56

24 Dordoone
39. ruePaul Mæv
24000 Périgueux'- 53 09 85 83

25 BESANCON
O, ruêGlFusttes - BP 1153
25003 Besançon Cedex - 81 83 41 33

25 Doubs
Place Dorian - Les Halles - BP 296
25205 l\ilontbéliard Cedex - 81 91 15 75

26 Drôme
10, rue de la lVanutention - BP 21 1 0
26021 Valence Cedex - 75 43 41 33

27 Eure
3 bis, rue de Verdun
27000 Evreux -32 39 00 91

28 Eure-et-Loir
1 , rue du 14 juillet - BP 27
28001 Chartres Cedex - 37 35 69 88

29 Finistère
26, place de la Tour-d'Auvergne
29000 Quimper - 98 55 31 04

29 Brest
16, avenue Clémenceau
29283 BresT Cedex - 98 80 06 95
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58. rue Rouoet-de-Lrsle
30000 Nîme-s - 66 67 85 1 I

31 TOULOUSE
3, rue Roquelaine
31 069 Toulouse Cedex

31 Haute-Garcnne
3, rue Roquelaine
31 069 Toulouse Cedex

-61 99 48 48

-61 99 48 78

50 Manche
Rue des Palliers - BP 490
50010 Sainllô Cedex - 33 57 52 34

51 REIMS

75270 Paris Cedex 06 - 42 60 37 01

76 ROUEN

47, rue Simon - BP 387
51 063 Reims Cedex - 26 49 58 58

51 Marne
1 , rue du Dr-Calmette - BP 518
51 007 Châlons-sur-l\4arne Cedex
26 64 52 96

52 Haute-llhrne
20, rue Haeusler
52000 Chaumont -25 03 12 85

53 Mayenne
22. ue du Docteur Cone
53000 Laval - 43 68 08 83

54 NANCY-METZ
99, rue de Metz - CO 3320
5401 4 Nancy Cedex - 83 35 07 79

55 Meuse
Place de I'Ecole normale, Pilviteuil
55000 Bar-le-Duc - 29 45 3273

56 Morbihan
20. rue Jean-Gouoaud - BP 1 1 10
56014 Vannes CeTex - 97 63 21 37

57 Moselle
58, rue de Reims- BP 829
571 58 Montigny-lès-Metz - 87 50 75 83

58 IVIèvre
1 bis, rue Charles-Rov
58000 Nevers - 86 61'45 90

59 LILLE
3, rue Jean-Bart - BP 1 99
5901 8 Lille Cedex - 20 57 78 02

59 Nord
3, rue Jean-Bart - BP 1 99
5901 8 Lille Cedex - 20 57 78 02

60 Orse
22.avenue Vrctor-Huoo - BP 321
60ô30 Beauvais Cedex-44 45 25 30

61 Orne
29, rue de I'Ecole normale
61 000 Alençon - 33 29 58 77

62 Pas-de-Calais
39, rue aux Ours
6201 2 Anas Cedex - 21 71 60 1 0

63 CLERMONT.FERRAND
15, rue d'Amboise
63037 ClermonlFerrand Cedex 1

73 91 86 90
64 Py ré née s- Atl antiques

3,avenue Nitot-BP 1605
64016 Pau Cedex-59 30 23 18

65
noac-8P1615
- 62 93 07 18

66 ùrénées-Orientales
Place Jean-Moulin
66000 Perpignan - 68 50 76 80

67 STRASBOURG
23, rue du l\4aréchal-Juin - BP 279-R7
67007 Srasbourg Cedex - 88 61 49 94

68 Haut-Rhin
Ecole normale - 12, rue Messimy
68025 Cdmar-89 23 30 51

69 LYON
47. rue Philiooe-de-Lassalle
6931 6 Lyon'Ôedex 04 - 72 OO 76 O0

70 Haute-Saône
5, cours FranÇois-Villon - BP 2 AN 1

70000 Vesoul- 8475 14 34
71 Saônect-Loirc

2, rue Jean-Bouvet
71000Mâcon -85387177

72 Sarthe
21, boulevard Lyautey
72016 Le lVans Cedex -438' 4370

73 Savoie
289, rue Marcoz
73000 Chambéry - 79 69 50 72

74 Haut+Savoie
2, rue des Aravis
74000 Annecy-50 23 79 36

75 PARIS
37, rue Jacob

76 Seine-Maritime
14, rue Clovis
76600 Le Havre - 35 42 1 3 53

77 Seine-et-Marne
8. rue de l'Hôoital
77007 l\ilelun'Cedex - 64 525228

78 Versailles
3, boulevard de Lesseps
78000 Versailles -30 83 41 01

78 Yvelines
10, rue de l'Armorique
78'l 80 Montiqnyle-Bretonneux
30 43 89 79

79 Deux-Sèvres
4, rue Camille-Desmoulins
79009 Niort Cedex - 4979 4265

80 AMIENS

32 Gers
Centre administratif
Rue Boissv-d'Anolas
3201 1 Auih Cedéx - 62 05 86 1 1

33 BORDEAUX
75, cours d'Alsace-Lonaine
33075 Bordeaux Cedex - 56 81 12 92

33 Gironde
Rue Veyri - BP 267
33698 Mérignac Cedex- 56 47 05 81

34 MONTPELLIER
Allée de la Citadelle
34064 Montpellier Cedex -67 60 74 66

34 Hérault
17, rue de I'Abbé-de-l'Eoée
34000 Montpellier- 67 720620

35 RENNES
92, rue d'Antrain-BP 158
35003 Rennes Cedex-99 28 78 58

36 lndre
1, boulevard Saint-Denis
36000 Châteauroux - 54 22 24 24

37 Indrect-loire
Quartier Beaujardin - 3, place Raspail
37000 Tours -'47 05 42 94

38 GRENOBLE
1 1. avenue du Général-Champon
38031 Grenoble Cedex - 76747474

39 Jura
1, rue Anne-Frank - BP 324
39015 Lons-le-Saunier -84 47 2286

40 Landes
Ecole du Pevrouat - BP 401
40012 Mont:de-Marsan-58 75 43 1 1

41 Loirct-Cher
39, rue des écoles
41000 Blois-54780434

42 Loire
Jardin des Plantes -Allée Michel-Ange
42031 Saint-Etienne Cedex 02
77 252091

43 HauteLoire
10, rue Jules-Vallès - BP 340
43012 Le Puy Cedex - 71 09 2ô 82

44 NANTES
Chemin de I'Herberoement
44072 Nantes Cede"x 03 - 40 74 85 1 9

45 ORLÉANS-TOURS
55, rue N.D.-de-la-Recouvrance
BP 2219
45012 Orléans Cedex 1 - 38 62 23 90

46 Lot
48, rue Montaudié
4ô000 Cahors - 65 35 1 ô 87

4l Lol+t-Garonne
48 bis, rue René-Cassin
47000 Agen - 53 98 06 83

48 Lozère
12, avenue du Père-Coudrin - BP 1 18
48005 Mende Cedex - 66 49 1 0 32

49 Maine-et-Loire
14, rue Anne-Frank
49043 Angers Cedex -41 66 91 31

2, rue du Dr-Fleury - BP 88
761 32 Mont-StAignan Cedex
35741685

45, rue Saint-Leu - BP 2605
80026 Amiens Cedex-229207 08

81 Tarn
97, boulevard Soult
B1 01 3 Albi Cedex - 63 54 26 97

82 Tarn-et-Garonne
65, avenue de Beausoleil - BP 751
8201 3 Montauban Cedex - 63 03 51 1 I

83 Var
llot de la Visitation - Rue des Remparts
83000 Toulon - 94 09 73 73

M Vaucluse
8, rue Frédéric-Mistral
84000 Avignon - 90 86 49 1 2

85 Vendée
18, rue Luneau
85000 La Roche-sur-Yon -51 62 71 88

86 POITIERS
6, rue Sainte-Catherine
86034 Poitiers Cedex - 49 60 67 00

87 LIMOGES
23, avenue Alexis-Carrel
8703ô Limoges Cedex - 55 01 32 50

87 HauteVienne
44. cours Gay-Lussac
87031 Limoges Cedex - 55 79 89 79

88 Yosdes
2, ruË dp l'École normale
88025 Epinal Cedex - 29 34 22 36

89 Yonne
28, rueThéodore-de-Bèze BP 84
8901 1 Auxene Cedex - 86 52 57 14

90 Territohe de Beltort
Tour des Quatre-As
Rue de I'As-de-Carreau - BP 27
90001 Belfort Cedex - 84 28 50 27

9'l Essonne
1 1 0, place de I'Agora - BP 163
91 006 Evry Cedex - 64 97 83 83

92 Hauts-de-Seine
41, avenue du Roule
92200 Neuilly-sur-Seine - 47 45 53 53

93 SerneSarnl-Denis
48 - 50, rue Anizan-Cadillon
93350 Le Bourget- 499217 17

94 CRETEIL
20, rue Danièle-Casanova
941 70 Le Peneux-sur-lvlarne
48 7270 70

94 Val4e Marne
Ouartier du Palais
14, rue Raymond-Poincaré
94000 Créiei
4207 8635e14207 27 37

95 Val4'Oise
2, boulevard des Cordeliers
95300 Pontoise- 34 24 08 88

97 ANTILLE$GUYANE
Route du Phare
(Pointe-des-Nèores) - BP 529
Ô7202 Fort-de-Ëranôe Cedex
(1 9 596) 61 45 79 et 61 48 79

97 Guadeloupe
PetilPérou Abvmes - BP 378
971 62 Pointe-â-Pitre Cedex
(1 I 590) 82 09 56

97 Guyane
Boulevard de la Republique - BP 762
97305 Cayenne - (1 I 594) 30 24 90

97 LA REUNION
1 6, rue Jean-Chatel
97489 Saint-Denis Cedex
(19 262) 21 35 97
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