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composition de mathématiques appliquées
Durée : 6 »he(’lre,é“(

ANALYSE NUMERIQUE

La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction (y compris Uorthographe et la présentation)
constitueront des éléments importants dans ’appréciation des copies.

L’objet du probléme est I’étude d’un algorithme d’encadrement de toutes les racines d’un polyndme a coefficients
complexes avec une précision arbitrairement choisie.

Dans tout le probleme on notera € le corps des complexes, IR le corps des réels.

Chaque fois qu’il est question de nombre de zéros d’un polyndme, il faut tenir compte des ordres de multiplicité
de ces zéros.

Sauf mention contraire, les termes boule et disque signifient respectivement boule ouverte et disque ouvert.

Les parties II et III (sauf III 8) sont indépendantes de la partie I; I 3 et II 4 ne sont pas nécessaires pour la
suite du probléme; IV 2 et IV 3 sont indépendantes de II et III mais utilisent I 1 et I 2.

I Arithmétique circulaire

On étudie dans cette partie la propagation des incertitudes dans les opérations arithmétiques élémentaires
sur €. On représentera un complexe z connu avec une incertitude par un disque fermé Z, , de centre q, rayon r,
contenant toutes les valeurs possibles de z.

I1) Montrer que Vz € Z,,. Vz' € Zy 2+ 2 € Zojar rar

Vz€ Zay V7' € Zuy zz' € Zaa! Jajr'+]a! [r4rr
etsi 0¢ Z,, V2€ Z,, 1/z € Z_3 r
[a]? =72 [a|2—r2

pour la troisiéme formule on pourra étudier image du bord du disque par la transformation z — 1/2.

On prendra ces inclusions pour définitions de trois opérations arithmétiques sur les disques d’incertitudes,
analogues aux opérations sur £ : Zow+ Zor p ZayZat g Z, 1

cette derniére opération n’est définie que si 0 ¢ Z, .. Un complexe sera assimilé a un disque de rayon nul.
L’addition et la multiplication définies ci dessus sur les disques d’incertitude sont manifestement commutatives,
on admettra sans démonstration qu’elles sont associatives.

I2) Que peut on dire de la distributivité?

13) Calculer (Z, )" . Montrer qu’on peut définir 3/Z, , par Z_ , si |a| < 7, par la réunion des n
' ' 0, ¥/ r+lal

disques Z,, ,, ot p = ¥la| — ¥/]a| — |r| et les a; sont les n racines niémes de a, lorsque |a| > r. Cette définition
n’est pas optimale ; on ne cherchera pas d !’améliorer.
Si Z,,» est un disque d’incertitude, déterminer un disque d’incertitude pour exp(z) lorsque z € Z, ..

II Perturbation d’un polynoéme: Influence sur les racines.
II1) Soit D un disque fermé du plan complexe, I son bord, f une fonction holomorphe sur un voisinage

de D, qui ne s’annule pas sur I'. Montrer que le nombre de racines de f contenues dans D est égal a

1 1
- / f(—z)dz. (Les candidats peuvent supposer s'ils le souhaitent f polynomiale).
2ir Jr f(2)

II 2) Soit D un disque fermé du plan complexe, I" son bord, f et g deux fonctions holomorphes sur un
voisinage de D, telles que Vz e T |f(2)—g(z)| < |f(z)]. Montrer que f et g ont le méme nombre de zéros
dans D. (Les candidats peuvent supposer s'ils le souhaitent f et g polynomiales, mais cela ne simplifie pas
sensiblement la démonstration). (Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Rouché).
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1I 3) On suppose que la racine zo # 0 du polynéme P(z) = z™ + an_12""} + an_22™ 2 + - - + ag est

simple. Soit €, 0 < € < |z| tel que le disque ouvert de centre 2o, rayon €, ne contienne aucune autre racine de
P. Soit k < n un entier fixé. Montrer qu'il existe p > 0 tel que pour tout h € € tel que |h| < p le polynéme
Q(2) = P(z) + hz* ait une racine et une seule ¢ dans le disque de centre z,, rayon €, et que 'application h +— ¢

est C*°, et méme holomorphe. Calculer gﬁ- au point A = 0.

Application au polynéme (z + 1)(z + 2)(z + 3)...(z + 19)(z + 20) pour k = 19: Estimer numériquement gﬁ-
pour la racine zp = —20. Que conclure de ce résultat?

II 4) Soient zp, z1,...,2n,-1 n complexes distincts. On pose
P(2)=(z-2)(z~21) (2= 2p-1) = 2" +Gn_12" L+ an_2z"" 2+ +ap
Montrer qu’il existe p > 0ete, 0 <e < %n;m |zi — z;| tels que, pour tout élément (;)i=o...n—1 de £™ vérifiant
i#]

Vie[0...n—1] |a;—ai| < p le polynéme Q(z) = 2" + Z o zF ait pour tout i une racine (; et une seule
0<k<n—1

dans le disque de centre z; et rayon £. Montrer que I'application de la boule de centre (2;) rayon p de €™ dans

" définie par (a;) — ((:) est de classe C*°.

III Localisation des zéros d’un polynéme complexe
A certaines étapes des algorithmes étudiés ci dessous, il pourra arriver que, alors qu’on attend un polynéme @
de degré d, une annulation accidentelle du coefficient du terme de degré d donne en fait un polynéme de degré
d’' < d Pour éviter de traiter & part un grand nombre de cas particuliers, on dira que Q est de degré formel d
et on appliquera I’algorithme avec des coefficients nuls pour X<, X9-1, ... X 4+1 Par abus de langage, on dira
qu'un polynéme de degré formel d et degré effectif ' (d' < d) admet oo pour zéro de multiplicité d — d’ et on
posera 1/0 =00, 1/00 = 0.
Pour tout polyndme @, on notera Z(@) le nombre de zéros de Q@ de module strictement inférieur a 1.

d

Soit d un entier positif et Q(z) = Z arz* un polynéme de degré formel d. On appelle polynéme d-réciproque
k=0

d
de Q le polynéme Q*(z) = Z arz®*, et on appelle transformée de Schur d'ordre d de @ le polynéme de degré

k=0
formel d—1: T3Q = apQ —aqQ*. On utilisera aussi les itérés de la transformation définis par récurrence par
7;k+lQ = Ty—+ TfQ, ol k est un entier positif.
Dans toute cette partie n est un entier strictement positif fixé et P un polynéme de degré n.

IIT 1)  Montrer que si w; ... w, sont les zéros d’un polynéme Q de degré formel n, les zéros de Q* sont
les 1/wx, les ordres de multiplicité étant conservés.

IIT 2)  Montrer que Vz |z| =1 = |P*(2)| = |P(z)]

III 3)  Vérifier que pour tout k > 0 7,¥P(0) est réel. Montrer que si P n’a pas de racine dans le disque
D={z]lz) <1},alorssi 0<k<mn, TFXP(0) est strictement positif.
On pourra montrer d’abord que T,P(0) > O puis montrer d laide du théoréme de Rouché que T, P ne s’annule
pas sur D.

III 4)  Réciproquement, montrer que si pour tout k € [L...n] 7¥P(0) > 0, P ne s’annule pas sur D.
On pourra commencer par étudier T'P.

III 5) Montrer que si 7,7P(0) # 0, aucun des polynémes 7.*P, 0 < k < n ne s’annule sur le cercle
T:lz|=1 '

IIT 6)  Montrer que
TEP(0) >0 = Z(TrP)=Z(T}'P)
TIP(0) <0 = Z(T;P)= Z((Tf'P)")
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II17) Onnotek; j=1...m lesindices k pour lesquels T*P(0) < 0. Montrer que si tous les 7, P(0)
sont non nuls o
Z(P)=Y (-1y! n+1—k»)

i=1

111 8) En présence d’incertitudes, comment peut on exploiter la partie I pour savoir si le résultat de la
formule III 7 est digne de confiance?

111 9 Soit P(z) = ag+a12+---+an—12" "1 +2z" un polynéme unitaire de degré n a coefficients complexes.
Montrer qu’il existe un unique R > 0 tel que R™ = |ag| + |a1|R + -+ - + |an—1|R™}. Montrer que tous les zéros
de P sont contenus dans D(0, R).

Déterminer un majorant de R s’exprimant de facon simple en fonction des a;.

IV  Encadrement simultané des racines, Algorithme de Newton-Henrici

IV 1) Méthode de Newton classique, Accélération de convergence
¢ étant une racine simple d’un polyndome P telle que P"({) # 0, montrer que si le complexe (o est assez proche

de ( la suite ({x) définie pour k¥ > 0 par (i = (k-1 — II:I((? 1)) converge vers . Montrer que la suite ((x)
IVIRY

définie par Cx = ¢ — —(-E—Ck;l—-c—c'c—))— converge vers ¢ <« plus vite que ({i) > c’est & dire que '(k -~ Cl [ — Clex
k-2 — Ck—1

ou la suite (gx) tend vers zéro lorsque k tend vers Uinfini.
Dans toute la suite de cette partie P est un polynéme de degré n dont toutes les racines, notées z; ... z,, sont
simples. On suppose connus des disques d’incertitude deux & deux disjoints pour toutes les racines z;,¢ =1...n

notés Za, r;, ou plus brievement Z;. Les opérations sur les disques d’incertitude ont été définies d la partie I.

1V 2) Montrer que, sous réserve de conditions sur les a; et les r; que 'on précisera, si z € Z,

P(z)

n—1
1
- P(z)g —

/—
Z, =z—

est un disque d’incertitude pour z,.

1V 3) On définit pour chaque racine z;,7 = 1...n une suite de disques d’incertitude Z( ™) = =2 o™ plm)

par le procédé itératif suivant (algorithme de Newton-Henrlcl) :
OZ?=Z,; 1=1...n

m P (m) )
. ZZ"H:as ) - (a) ) i=1...n
P(a{™) = Plal™)Y —=—r 7
j#i &

On pose ey = max{r\™ |i=1...n}  pm =mm{|ai )— g-m)l li=1l...n,j=1...n,i#j}

Montrer que, sous réserve d’une condition qu’on précisera sur ey et po, la suite €, vérifie Vn  €n41 < Aed, ot A
est une constante qu’on déterminera.

Comparer a la méthode de Newton classique.

IV 4) Si P est un polynéme n’ayant que des racines simples, comment peut on utiliser les techniques
étudiées dans la partie III pour construire les encadrements initiaux Z; utilisés au démarrage de l’algorithme
de Newton-Henrici? La méthode peut elle échouer?

Peut on adapter i l'algorithme de Newton-Henrici en arithmétique circulaire le procédé d’accélération de
convergence étudiée en IV 1 pour la méthode de Newton classique?
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MECANIQUE GENERALE

Rappels et notations

1. Angles d’Euler. On note (Xo,Ys, Zo) la base canonique de R?, et on suppose R® muni du
produit scalaire usuel, et de l'orientation définie par (Xo, Ys, Zg). Si (X,Y, Z) est une autre base
orthonormée directe, telle que le plan défini par (X,Y) intersecte le plan défini par (Xo,Ys) en
une droite D, on introduit la base intermédiaire (n,v,Z), o n est le vecteur directeur unitaire de
D tel que 'angle v défini par (Xo,n) soit dans [—7/2,7/2[, et o0 v = Z A n. On note 6 'angle
(Zo,Z), (donc 8 € | — 7,0[ U |0, =), et on note ¢ 'angle (n, X), que ’on suppose dans l'intervalle
] = 7, [ (tous ces angles étant comptés avec les orientations usuelles des plans correspondants).

2. Soient M € N* et O un ouvert de RM. Si f est une fonction dérivable d’un intervalle ouvert
I de R dans O, on note fla fonction de I dans O x RM définie pour ¢ € I par f(t) =(f(t), f'(t)),
la fonction f’ de I dans RM étant la dérivée de f.

3. On appellera lagrangien dans O x RM une fonction F de O x RM dans R, de classe
C*. Notons ¢ = (¢m) un point courant de O et ¢ = (¢») un point courant de RM. Soit f une
fonction deux fois dérivable d’un intervalle I dans O, on notera [F]f l’application de I dans RY
dont les composantes [F]£ sont données par l’expression suivante (dans laquelle le signe ' désigne

la dérivée), ou m € {1,...,M} :
[FIf, =

OF ~' OF .

(35, °7)

Odm

On rappelle que la fonction f est solution des équations de Lagrange associées ¢ F lorsque la

fonction [F]/ est nulle dans I.

4. Un lagrangien F dans O x RM sera dit classique s'il s’écrit F(q,¢) = T(q,4) — U(q), ou U
est une fonction de classe C* de O dans R et T une fonction de classe C*= de O x RM dans R
telle que pour tout ¢ € O, la fonction partielle définie par ¢ — T(g, ¢) soit une forme quadratique
définie positive dans RM.

5. Dans la premiére partie du probléme, N sera un entier > 2, et K sera un entier vérifiant
1< K £ N —1. On réservera les lettres [, m,n pour désigner des indices variant entre 1 et N, les
lettres i, j, k pour désigner des indices variant entre 1 et K, enfin les lettres a, 3,7 pour les indices

variant entre K + 1 et N. On demande au candidat de respecter ces conventions.

6.a. Soit £ = {4y, K+ 1 < a < N} un ensemble de N — K fonctions A4, définies et de
classe C*® dans un ouvert O de RV, i valeurs dans R". On note A,, la composante d’ordre n
de Aq, soit Aq = (Aan)i<n<n. Les relations de liaison (non holonomes en général) associées aux

fonctions A, sont définies par les N — K égalités suivantes

N
Y Aan(g)in =0, (¢€0, §=(4.)€RY), K+1<a<N

n=1
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On notera N(€), ou seulement N, 'ensemble des relations de liaison ainsi définies.

6.b. Soit L un lagrangien dans O x R" (o O est un ouvert de R"). On rappelle qu'une
fonction f deux fois dérivable d’un intervalle I de R dans O est solution des équations de Lagrange
associées & L en présence des liaisons N lorsqu’il existe N — K fonctions Ao, K +1<a < N, de

I dans R telles que

N
@) LM = ) Xal®).Aacf(t), Viel

a=K+1

N
(i) Y (Aanof(t) . fa(t)=0, Vtel; K+1<a<N

Premiére partie

N
Dans cette partie, O désigne un pavé ouvert de RV, de la forme O = I'I1 Jn, ou les J, sont
n=

des intervalles ouverts de R. On considére un lagrangien classique L défini dans O x RY. On a
donc L(q,q) = T(q,4) — U(g). On suppose de plus que T et U ne dépendent pas des coordonnées
do, pour K +1 < a < N, il en est donc de méme de L. On notera W = kIII; Jk, et f,f,fj les
fonctions définies dans W x RV, W x RY et W respectivement, naturellement déduites de L, T, U.

Les points de O x R seront notés (g, ¢), avec ¢ = (gn) €t ¢ = (¢n), 1 < n < N. Les points
de W x R¥ seront notés (y,9), avec y = (yx) et § = (§n), 1 <k < K et 1 <n < N. Les points
de W x RE seront notés (z,z), avec z = (zk) et £ = (2x), 1 < k < K. Les points de W seront
indifféremment notés z = (zx) ou y = (y&).

On donne comme dans les rappels un ensemble £ = {A,, K + 1 < a < N} de fonctions de
classe C* de O dans R", et on note encore .\ Pensemble des relations de liaison associées 3 £.
On suppose de plus que Aqo = —1 (fonction constante) pour a € {K +1,...,N} et Aqs = 0 pour
(a,3) € {K +1,...,N}?, avec a # 3. Les relations de liaiscn s’écrivent donc

K
Go =Y Aai(q)d:
=1

On supposera enfin chaque fonction A, indépendante des ¢4, pour 3 € {K +1,..., N}, et on notera
A = (Aan) les fonctions de W dans R¥ naturellement déduites des A,, pour a € {K +1, ..., N}.

On note ¢ l’application de W x RX dans W x RN définie par o(z,z) = (y,9), avec y = z,
K

k=2 pour l < k< K, et g, = ZZQ,-(x):'ci pour A +1 < a < N. On note T la fonction de
=1

W x RE dans R définie par T = T o ¢, et on note £ la fonction de W x RX dans R définie par

L(z,2)=T(z,z) - U(z).

I.1. Démontrer que £ est un lagrangien classique dans W x R¥ .,

I.2. Soit g = (gx) une fonction deux fois dérivable d’un intervalle ouvert I de R dans W. On
pose g = (g,9') et h=¢pog.

I.2.a. Démontrer que pour 1 < k < K,
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a—?o_fj:ioh + i (gyz—oh)(Aakog)
a=K+1 a

~

oL OAa :
ok 9=5-y—k—oh +a§+];(—oh)(ax: g)gj

0Aak _ OAq; Démontrer que pour 1 < k < K,

L.2.b. On pose B,ji =

Oz; Oz
oL ' 8 Y oT ~
£k = (@ °h> - 51—1%0h a§+1(5y:°h)’(‘4""°g) ,,._XA:H;(—Oh)(B‘”k og)g]

1.3. On conserve les notations de 1.2, et on note h = (hk,izn), 1<k<Ketl<n<Nles
composantes de la fonction k. Soient cg41,...,cn des constantes réelles, et to un point donné de
I. A la fonction g, on associe la fonction f de I dans O définie par fy = g pour 1 <k < K, et

¢
fa@®) = | hao(s)ds+cqa, a€{K+1,..,N}

to

1.3.a. Montrer que si f est solution des équations de Lagrange associées & L en présence

des liaisons A, avec les notations des rappels,

aT
Llj==-)g=(=—0h v K+1,.,N
(L] = =X (ayﬂO) Be{K+ }
En déduire qu’alors :
N K
£k Z Z('—_Oh)(BaJkOg)gp Vk e {1,..,K} (E)
a=K+1 j=1

1.3.b. Réciproquement, montrer que si g est solution des équations (E), et si f est cons-
truite comme au début de la question pour des constantes arbitraires ¢,, la fonction f est solution

des équations de Lagrange associées a L en présence des liaisons V.

N N

1.4. On suppose maintenant que f(y,g)) Z Z T,.m(y)ynym, les fonctions Ty étant
n—l m=1

de classe C* dans 'ouvert W et vérifiant Ty, = Tpn pour (n,m) € {1,...,N}?. On donne de

plus un réel ¢ > 0, et on suppose que Toa = u (fonction constante) et Ton = 0 si c # n, pour

1
K+1<as<Netl<n<N.OnposeCijy = p( Z AaiBajk)- Vérifier que Cijx = —Ciy,
a=K+1
pour (7,7, k) € {1,..., K}3. Montrer que les équations (E) s’écrivent

[‘C]g = Z Z(C:]k o g)gng

=1 j=1
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Deuxiéme partie

K .
Dans cette partie, on note K un entier > 1, W = kIII Ji un pavé ouvert de R¥ (les Ji sont

des intervalles de R), (z,#) un point courant de W x R et on donne un lagrangien classique £
dans W x RE. On note L(z,%) = T(z,1) — U(z), avec U de classe C™ et

K K
T(e,)= 3 3 3. T@)iid;
_ i=1 j=1
ot les fonctions 7;; sont de classe C> de W dans R et vérifient T;; = 7}; pour (3,7) € {1,..., K}%
On donne de plus un ensemble C = {Ciji, (3,7,k) € {1,..., K}*} de fonctions de classe C> de W
dans R, qui vérifient C;;x = —Cij, pour (3,5, k) € {1,..., K}°.
On se propose dans cette partie d’étudier les points d’équilibre et certaines solutions parti-

culieres des équations différentielles (ol I'inconnue est la fonction g) :

K K
(€ =YY (Cijkog)glg;, ke{l,..K} (*)

=1 j=1
I1.1. Démontrer que le point z, € W est un point d’équilibre pour I'équation (*) (i.e. la
fonction constante ¢ — z. est solution) si et seulement si la différentielle de & au point z. est nulle.

11.2. Soit z, un point d’équilibre. Vérifier que les équations linéarisées autour de z. (obtenues
ici en posant g = z. + u, écrivant que la fonction g est solution, et négligeant les termes d’ordre

au moins 2 en u et ses dérivées) sont données par

X K 5%y
n ;i _
E Ti(ze)uy + § B2.020 (z)ui =0, ke{l,...K} (%)

i=1 =1

I1.3. On note toujours z. un point d’équilibre. On suppose dans cette question que T (zr.) =0
si¢# k. On pose u} =v;, 1 <i < K.

I1.3.a. Ecrire les équations (**) comme systéme différentiel d’ordre 1 dans R?¥, de la
forme w' = Muw, ol w est la matrice colonne de composantes uj, ..., Uk, V1, ..., VK, €t ou M est
une matrice carrée d’ordre 2K. Montrer que le polynéme caractéristique de ce systéme est bicarré.

11.3.b. Montrer qu'une condition nécessaire pour que le systéme linéaire (**) soit stable
pour t — +oc (dans un sens a préciser) est que toutes ses valeurs propres aient une partie réelle

nulle.

II1.4. On suppose maintenant que K > 2 et que les fonctions 7,U, C;;x ne dépendent pas de
la premiére coordonnée z;. On note zo = (zp;) un point de W, et w € R.
I1.4.a. Donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction g de R dans
1V, définie par g;(t) = wt + To1, gi(t) = zoi pour 2 < i < K, soit solution des équations ().
11.4.b. On suppose les conditions précédentes vérifiées. Montrer que les équations linéari-
sées autour de la solution g, obtenues ici en posant f = g + u, écrivant que f est solution de (*),

et négligeant les termes d’ordre au moins 2 en u et ses dérivées, sont données par



AGREGATION DE MATHEMATIQUES 25
Options 8/27

K K
0T 0Th;
ikl u:.l + —_— —— ik — C; u:
d " Tir(zo)ul +w ;=1 [( 32, B Crik - C 11:)(550)}

i=1

(% x %)

K 2 2 a2
(2 T 00

—_ —_ i =0, k 1’.", .

+ i [(azkaxi 2 9z.0z; oz, )(ilio):l u; =0 €{ K)

Note. Cette question exige d’assez longs calculs, qui devront étre rédigés avec la plus grande
q g g q g plus g

clarté pour étre pris en compte.

Le deuziéme terme des équations (x * *) laisse supposer que leur stabilité dépend du signe de
w. On donne dans la suite du probléme un ezemple de systéme mécanique concret dans lequel cette

propriété se rencontre.

Troisi¢me partie

Dans cette partie, on note (X, Yy, Zo) la base canonique de R?, que I'on suppose muni de sa
structure euclidienne canonique et orienté par la base (Xg, Yo, Zg). On identifie I'espace physique a
R3, on suppose qu’il existe un champ de pesanteur constant défini par —~gZ,. On note © l'origine
de R3 et H, le plan horizontal défini par (0, Xy,Ys). On note Rq le repére fixe (©, X,, Yy, Zg).

On considére un solide de révolution S, dont la section méridienne est décrite dans la figure ci-
dessous. Cette section est composée d’un rectangle de longueur 2/ > 0 et de largeur 2r > 0, auquel

sont accolés deux demi-disques de rayon r. Le solide

géométrique S a pour axe de révolution A, et est

I symétrique par rapport au plan II, dont I'intersection
avec le plan de la figure est tracée en pointillés. Le

/ solide S est donc symétrique par rapport au point C,

A intersection de II et A. On notera u la masse de S

1 et X son centre d’inertie, que 'on suppose situé dans

c 'i A le plan II ; la distance C'E sera notée d. On notera

R = |+ r (rayon de S autour de A), et h = R—d
(distance de T au cercle frontiere de S N1II).

- On définit un premier repére orthonormé direct
lié au solide, R s, d’origine ¥ et de base (Xs,Ys, Zs),

L I I R el e e T, U iuyi e,

ou Ys est le vecteur de II défini par Ys = (lifé, ou

€

Zs est un vecteur directeur unitaire (quelconque) de
Aet Xs=Ys A Zs.

On définit un second repére orthonormé direct R, d’origine L, et de base (X,Y, Z) telle que
'opérateur d’inertie T de S s’écrive dans (X,Y, Z) sous forme diagonale. On note I, I, I, les
moments d’inertie de S relatifs aux axes ©X, XY, £Z respectivement. On suppose que les vecteurs
Ys et Y sont égaux, les vecteurs X et Z sont donc dans le plan orthogonal a Yg, on notera v
Pangle défini par (Z,Zs) (= (X, Xs)), le plan orthogonal & Y étant orienté par la base (Z, X), on
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suppose enfin que vy € [0,7/2[. On remarquera donc que si v # 0 et si I; # I, la répartition de
masse du solide S n’est pas symétrique relativement a II.
On suppose que le solide S est astreint a rouler sans glisser sur le plan H,. On se propose

dans les trois parties suivantes d’étudier quelques propriétés de son mouvement.

I1I.1. On suppose que la position du solide permet d’utiliser les angles d’Euler définis en
rappel 1. On note (¢s,8s,¢s) les angles d’Euler repérant la base (Xg,Ys, Z5) relativement a
(Xo,Ys,2Zs). On note (1,6, ¢) les angles d’Euler repérant (X, Y, Z) relativement a (Xo, Yo, Zo).

1I1.1.a. Vérifier que (6s,ps5) = (7/2,0) lorsque (8,¢) = (7/2,0). Montrer que lorsque

. . . cotgd
(¢,¢5) €] —m/2,7/2[%, cosfs = sinysinfsinp+cosycos b, et tan g, = cosytany —sin~y :osg .
@

I11.1.b. En déduire les développements de Taylor a ’ordre 2 (c’est a dire contenant tous les
termes d’ordre < 2) des fonctions sin8s(8, ), cos0s(8,¢), sinps(8,¢), cosps(6,¢) au voisinage
de (8,¢) = (7/2,0).

III.1.c. Vérifier que pour tout rectangle A de la forme |7 — 6o, % + 6o[ X ] ~ e, ol
contenu dans le rectangle ]0,7[ x ] — X, X[ et assez petit, application A de A dans R? définie par
A(8,¢) = (85(8,¢),05(8,¢)), est un difffomorphisme de classe C* sur son image.

Dans la suite du probléme, on supposera que (6,p) appartient d un tel rectangle A.

II1.2. On note P le point de contact de S sur Hy. Exprimer les coordonnées (zp,yp.zp) du

point P dans le repére Rg, en fonction de r,1,d, 8s,¢s.

I11.3. On pose pour toute la suite du probléme g = 6-— 7/2, E = Rsin’v + rcos?7,
F = Isinvycosv, G = Rcos? v + rsin? .
II1.3.a. Exprimer les coordonnées (£,7,() de P dans le repére R = (L, X, Y, Z).
II1.3.b. Montrer que | £(6, @)= ~Ff — G + O3

20, 0)= ~h + 5(EF 2 +2Fp + G¢?) + Os

((0,¢)= Ef + Fe + Oy

la notation O3 désignant les restes d’ordre au moins trois dans les développements.

III.4. On note (n,v, Z) la base intermédiaire associé & la base (X,Y, Z) (voir rappels 1.).

IIT.4.a. Déterminer les coordonnées (a,b,c) du point P dans le repére (X,n,v,Z), en

fonction de (¢, 7, ().

I11.4.b. Montrer que * a(8, )= —F§ - (G—h)p + O3

b6, p)= —h+ 5(E8 = (G — h)¢?) + 0

c(0,p)= Ef+ Fp+0; o
II1.5. On note (zo,yo,20) les coordonnées du centre d’inertie £ de S dans le repere fixe
Ro, et (Zo,Y0, 20) les coordonnées de son vecteur vitesse par rapport & Ry, écrites dans ce méme

repere. On note 2 le vecteur rotation instantanée de S relativement au repére fixe. On note enfin
Q=92 +6n+¢pZ.
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II1.5.a. Montrer que les équations de liaison exprimant le roulement sans glissement de S

sur le plan H, ont la forme suivante
To= (asiny + (bcos b — csinﬂ)cosw)z/; — (bsind +ccos€)sinz/)é + (acos@siny + beostp) ¢
jo=(—acos + (bcos @ — csin ) sin ¥) v + (bsind + ccos §) cos ) § + (—acosfcosy + bsin )

Z=(csinf — bcos ) — asin ¢

II1.5.b. Vérifier que la derniére de ces relations est en fait holonome.
II1.5.c. Vénfier que &y = % et que Yo = —-%—Z—o.

II1.6. On rappelle que g désigne I'accéleration de la pesanteur.

II11.6.a. Vérifier que ’énergie potentielle du systéme, en présence de la seule liaison

holonome traduisant le contact sur Hy, est donnée par

U(¥,0,¢,%0,¥0) = —ig (6(0, @)siné + c(6,¢) cos 9)
Vérifier que U ne dépend pas de ¥, zg, yo- ,
II1.6.b. Etablir que le développement de Taylor a 'ordre 2 de la fonction U au voisinage
de (8,¢) = (7/2,0) s’écrit

U=pgh+%[(E—h)§2+2F§¢+(G—h)cp2] + 0;

IT1.7. Etablir que ’énergie cinétique du systéme, en présence de la seule liaison holonome

traduisant le contact sur Hy, est donnée par

.. . 2
T(L’»‘,e,%l’o, y0’¢797¢$i07!}0) = g [((CSino- bCOSG)g —-asmﬂc,b) +I.% +g(2)]

1 : . . . .
+ 5 [I,(sin&singpz/) + cosp 8)? + I(sinfcos¢ 1) — sin p 8)? + I,(cos8y + 9:)2}

Vérifier que T ne dépend pas de ¥, zg, Yo-

II1.8. On reprend maintenant les notations de la premiére partie, avec N = 5 et K = 3, les
variables q;, g2, g3 sont respectivement ici ¥, 8, ¢, et les variables g4, g5 sont zg et yg.
II1.8.a. Montrer que le lagrangien classique £, obtenu en tenant compte (comme dans la

premiére partie) des liaisons non-holonomes dans ’énergie cinétique 7, est indépendant de .
II1.8.b. Vérifier que
2 2

I, +2/‘h o‘z + I, +2l‘h ¢2

.. I, .
T(p,7/2,0,9,6,¢) = 3” ¥+

IIL.8.c. On conserve les notations de la premiére partie pour les deux relations de liaison

non holonomes, que 'on écrit

i(l = Z«ll(w’ 9& ‘P) 'd’ + 142(1#, 97 SO) 9 + 243(1/)7 67 SO) ¢
go = As1(¥,6,0) % + As2(¥,8,5) 8 + Ass(4,6,0) ¢
On note encore By ;i et Ciji les fonctions qui s’en déduisent, définies dans les questions 1.2. et 1.4.

Démontrer que les fonctions Cjji sont indépendantes de .
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Quatriéme partie

Le but de cette partie est d’étudier le point d’équilibre du systéme mécanique précédent, obtenu
lorsque le centre d’inertie & est d la hauteur minimale. On conserve les hypothéses et les notations

de la partie III, en particulier de la question II1.8.

IV.1. Montrer que le point (¢,8,¢) = (0,7/2,0) est un point d’équilibre pour le systeme (*)
(voir la partie II) défini par £ et les fonctions C, .

IV.2. Déterminer les équations linéarisées (x*) autour de ce point fixe, les écrire comme
'Sté diffé iel d 1 d "= ) l i 1
systeme érentiel du premier ordre w' = Mw, ot w est la matrice colonne de composantes

uy, U2, us, v1,v2,v3, avec v; = u;. Montrer que le polynome caractéristique de la matrice de ce

systéme s’écrit P(A) = A2(M\ + 702 4 6)

v~ M (g (E — [ R - - Y
od T = yrp (UG =) + IUE - b)) et 6 = [I;I;J (R—h)(r — h), avec I = ph? + I, et
I = uh? + I,.

IV.3. Etablir qu’une condition nécessaire de stabilité du systéme linéarisé est r > h, en
donner une interprétation mécanique.
Cinquiéme partie
Le but de cette partie est de metire en évidence un comportement dissymétrigue pour le mouve-
ment du solide S en rotation autour d’un aze vertical D contenant L, le point T étant & la hauteur
minimale. On conserve les hypothéses et les notations de la partie III, en particulier de la question
II1.8.
V.1. Indiquer comment modifier la définition des angles d’Euler pour que I’étude de la partie
I1I garde un sens lorsque ¥ € R, dans le cas de mouvements voisins de la rotation autour de 'axe
D. Montrer alors que pour w € R*, la fonction g définie dans R par ses composantes : (t) = wt,
6(t) = m/2, ¢(t) = 0, est solution du systéme d’équations (*) de la partie II.
V.2. Montrer que les équations (* * *) associées & la fonction g se mettent sous la forme
suivante :
uy =0
uy + Qufy + Qaaug + Raguz + Razuz =0
uf + Qsauh + Qazus + Raous + Razusg =0

ou les Q;; et R;; sont des coefficients qu’'on ne cherchera pas a expliciter dans cette question.

V.3. Ecrire le systéme précédent sous forme d’un-systéme du premier ordre w' = Bw, ou w
est la matrice colonne de composantes u;, us, ua, vy, 2, vs3, avec v; = ul. Montrer que le polyndme

caractéristique de B s’écrit
Q(/\) = >\2(/\4 + d3/\3 + dg/\2 +di A+ do)

II - Iz . )
avec ds = w—I—,Ir,th, oull =uh?+ 1, et I, = uh? + 1I,.
V.4. Etudier 'influence du signe de w sur la stabilité du systéme linéaire précédent. In-

terprétation mécanique.



RS

AGREGATION DE MATHEMATIQUES 29
Options 12/27

PROBABILITES ET STATISTIQUES

Notations, Définitions, Rappels.

Soit (£2,.4, P) un espace probabilisé.

1. v.a.r. est ’abréviation de variable aléatoire réelle.

2. Si X est une v.a.r. intégrable ou positive, on note F(X) I’espérance mathématique de
X, E(X)= [XdP.

3. Si F est une sous-tribu de A, le symbole E(X | F) désigne ’espérance conditionnelle de
la v.a.r. intégrable X par rapport a la tribu F, ou plutét un représentant de cette espérance
conditionnelle.

On rappelle I'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles: si ¢ est une fonction
convexe, si X est une v.a.r. intégrable telle que ¢(X) soit intégrable, alors p.s.

¢(E(X | F)) < E((X) | F).

4. Pour tout p > 1, L? désigne ’espace des v.a.r. X telles que | X |P soit intégrable. Pour
tout p > 1 et pour toute mesure de probabilité u sur R, £LP(dy) désigne ’espace des fonctions
f de R dans lui-méme telles que | f |P soit intégrable sur R muni de la mesure px.

Pour une fonction f bornée on note ||f|] = sup{| f(z)|;z € R}. Pour une probabilité u sur
R, on note {1 la probabilité image de u par I’application z — —z.

3. Si(Fn,n > 0) est une suite de sous-tribus de A, croissante pour l'inclusion (F,, C Fn41),
et si (Xn,n > 0) est une suite de v.a.r. intégrables, on dit que (X,,n > 0) est une martingale
adaptée a (F,, n > 0) si chaque X, est un représentant de l’espérance conditionnelle
E(Xnt+1 | Fn) ps. . On admettra sans le démontrer le résultat suivant: toute martingale
positive converge p.s..

6. On dit qu’une loi de probabilité p sur R est de classe ME si son support est R (c’est-a-dire
si on a p([a, +0of) > 0 et u(] —oo,a]) > 0 pour tout a réel) et si elle vérifie: [e’“du(z) < oo
pour tout f réel. On dit qu'une v.a.r X est de classe ME si sa loi est de classe ME. Si X, de
loi i, est de classe ME on définit la fonction L, de R dans R (dite log-Laplace de p) par la
formule:

L,(0)=lnEe’X =1n / e du(z).

On admettra que I’application qui & tout y de classe ME associe L, est injective.
On définit la fonction h, de R dans R U {400} (dite transformée de Cramer de ) par la
formule:

hu(z) = g‘elg{gl' — Lu(0)}.

7. Si pt et v sont deux mesures positives on note pv leur produit de convolution, ¢’est-a-dire
la mesure telle que

/ f(z) d(u % v)(z) = / F(z + v) du(z) dv(y)

pour toute f mesurable positive. On définit par récurrence p*(¥+1) = %% 4 ;. Si 4 est une
probabilité et f un élément de £!(du) on note u* f la fonction définie par

prf@) = [ 1= 9)duty)
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8. Un espace mesuré (E,&,m) est dit c—fint si E s’exprime comme réunion au plus
dénombrable d’ensembles mesurables de mesure finie.

On rappelle I'énoncé du théoréme de Fubini pour une fonction positive:

soit (E;, &, m;)i=1,2 deux espaces mesurés o-finis et f une application mesurable et positive,
définie sur (F; x Ey, &, @ E,), alors les applications

iz — . flzy,z2)dma(zy), fo:z2— . flz1,z2) dmy(z))

sont mesurables. De plus

/ fdimy@my)= [ fidmi= [ fodm,.
-E1XE2 *El 'Ei’

Préliminaires

A
Dans toute cette partie on considére une v.a.r. X de loi g de classe M E. Pour simplifier on
notera L au lieu de L, et h au lieu de hy,.
1) Montrer que X appartient a tous les L? pour p > 1. et que pour tout f réel et p > 1, la
va. |X|P X appartient 3 L!.
2)
a) Montrer que L est indéfiniment dérivable.
b) Calculer EX en fonction de L.
¢) Calculer la dérivée seconde L”, et montrer qu’elle est strictement positive.

3) Montrer que lim —L—@ = 400 et que L’ est une bijection de R sur R.
§ — +oo |0
4)
a) Montrer que h est finie, convexe et que dans la formule de définition de h{z) le sup est
atteint en un unique point qu’on notera 8(z).
b) En déduire que h est indéfiniment dérivable. Sion désigne par &’ la dérivée de A , montrer
que h' est la bijection de R sur lui-méme réciproque de L’.
c¢) Montrer que h est une fonction positive s’annulant uniquement en EX.

d) En déduire que pour tout § € R on a:

L(#) = sup{fz — h{r)}.
z€R

e) En déduire que deux lois p et v sur R de classe ME ayant méme transformée de Cramer

sont identiques.
. - . . » . 2
5) Calculer L et h si X suit une loi normale d’espérance m et de variance o~.

B
Dans toute cette partie, on se donne p €]1, 2].
1) Montrer que pour tout a > 0 la fonction z +— (z + a)? — zP est croissante et concave sur

[0, +o0].
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2) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires positives, appartenant & L? et
indépendantes, alors E[(X +Y)P] — E(XP) < E[(Y + EX)P] - (EX)P.

3) On note pour T € L?, v,(T) = E(TP) — (ET)?. Montrer alors que si Ty et T, sont
positives, indépendantes et dans L? alors

vp(T1 + T2) < vp(Th) + vp(T2).

4) En déduire que si T3, ..,T,, sont positives, indépendantes et dans L? et si les ¢; sont des
réels positifs, alors

UP(Z ¢iT;) < Z(Ci)p”p(Ti)-
i=1 i=1

Premieére Partie

On se propose dans cette partie de démontrer des résultats de grandes déviations par rapport
a la moyenne.

1) Montrer que si X est une v.a.r., alors pour tout § > 0, on a P(X > 0) < E(e?X).

Jusqu'a la fin de cette premiére partie on supposera que X1, Xs,...,X,,... sont des v.a.r.
indépendantes de méme loi p de classe ME.

2)

a) Montrer que pour tout # > 0 et tout a € R,

Xi+Xo+...+X,
( n

P > a) < exp—n(fa — L,(9)).

b) En déduire, pour a > EX,

Xi+Xo+...+Xn
( -

P > a) < exp —nh,(a).

et pour a < FX,
(X1+X2+---+Xn

n

P < a) < exp —nhy(a).

3) On pose pour § € R, dpg(z) = exp(6z — L,(8)) du(z) .

a) Calculer la log-Laplace de la loi ug, son espérance et sa transformée de Cramer.
b) Exprimer (ug)*" en fonction de p*™.

¢) Montrer pour tout § > 0 et tous ¢ > b,

p " (Inb, nel) > (1) " (Ind, nel) exp —nlfc — L,(6)].
d) Montrer que pour tout d €]b,¢[, il existe une constante K telle que pour tout n > 0 on

ait,
(ko(ay)™™(nb,ncl) > 1 — 275"
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e) En déduire, pour a > EX,

.1 . n
hm——lnP(X1+Y2+ +X >a) > —hy(a)
n n
et pour a < FX,
1 4¥ JY") n
lim — I P~ = X0 a) > —hu(a)

Deuxiéme Partie
On se propose d’étudier désormais des sommes de v.a.r. définies sur un arbre dyadique.

On désigne par U l'ensemble des suites finies d’éléments de {0, 1}. La longueur d’un élément
u de U, notée | u| est le cardinal associé: s1 u = ujuz...un avec u; = 0 ou 1 pour tout
i €[l,..,n] on a |u|=n. Pour tout n > 0. on note zp I'ensemble des u de U de longueur
n. Soit Q = RV l'ensemble des fonctions de U dans R. Pour u € U, on désigne par
X, lapplication coordonnée Xy (w) = w(u). On munit Q de la tribu F engendrée par les
X..u € U et on note pour tout n > 0 : Fp, = o(Xy;| u} < n). On se donne une loi p sur
R de classe ME et on munit ’espace (. F) de la probabilité produit P = u®Y . Pour tout
n> 0 et tout u = uUs ... uUn, on note Sy = Xy, + Nujus + -+ Nujuy u,- Pour simphfier
on notera ici aussi L au lieu de L, et h au lieu de h,. Si §, désigne la masse de Dirac au
point a € R. on note Zy = & et pour n > 0

Zn= Y &g,
UE Iy
de sorte que si B est un borélien de R.. on a:
Zn(B) = card {u € z, : Sy € B}.

On notera pour f mesurable positive.

i) = [ 1@V iza@) = L S50

u € zn

Enfin, pour tout § € R on note W,(6) = 27" Z exp[0S, — nL(9)].
UE In

A

1
a) Montrer que pour tout n > 1 et toute fonction g mesurable positive, on a:

E(Za(9)) = 2" (9).

b) Montrer que l'égalité p.s.:

E[Za(9) | Fact] = 2Zas(ii %) =2 / g d(yx Zn_1)
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est vraie dans les deux cas suivants:

g est continue bornée,

il existe 6 réel tel que g(z) = €% pour tout z réel.
c) Montrer que I'inégalité p.s.:

E[(Z0(9))" | Fa1] < [2Za-1(i % 9)F + 2201 (% (9))

est vrale dans les deux cas suivants:
p = 2 et g est continue bornée,
p €]1,2[ et g est positive et appartient & LP(du).
d) Montrer que pour toute fonction g continue bornée et tout n > 1, on a:

E(Zn(9) = 2Zn-1(2 % 9))* < 2"||g]|>.

2) Montrer que pour 6 € R fixé la suite W,(6),n > 0 est une F, - martingale. En déduire
que W, () converge p.s. quand n — 400 vers une v.a. notée W(4).

3) Montrer que pour tout a tel que h(a) < In 2, il existe p > 1 tel que la martingale W, (8(a))
soit bornée dans LP c’est-a-dire que sup,, o E{W,(8(a))?] < co. En déduire que dans ce cas
Wna(6(a)) converge dans L! vers W(6(a)).

4) On pose, pour tout n > 0, ¢ > 0 et § € R: ¢n(t,0) = Elexp —tW,(8)]. Donner une
expression de Flexp —tW, () | ¥1]. En déduire que pour tout n > 0 on a:

ont,0) = [ [ as(5e% = L0),0) aua)]

5) Montrer que pour h(a) < In2 on a: P(W(8(a)) =0) = 0.
6)
a) Montrer que pour tout p > 1 et tout § > 0 on a:

[Wa(6)F > Wa(p8) exp [ (L(p6) — pL(8) + (1 — p) n2)].

b) En déduire que si h(a) > In2, alors p.s. quand n — oo , Wy, (8(a)) — 0.
B

Dans toute la suite du probléme on suppose y centrée c’est-a-dire vérifiant [ zdu(z) = 0.
1) Montrer que si a > 0 et h(a) > In2, pour P-presque tout w il existe no tel que
Zn([na, +o0[) = 0 pour tout n > ng.

2) Montrer que pour tout a > 0 et tout n on a: Z,([na, +oo[) < 2"~ "MW, (8(a)) .

3) En déduire quesia > 0 et h(a) <In2onaps.:

m%ln Zn([na,+o0[) < —=h(a) + In2.

4) On se propose de montrer une minoration similaire.
a) On se donnea >0 et 0 < € < a. On pose

I, = Z exp[f(a)S, — nL(6(a))].
u € zp: Sy &[n(e—e),n(a+e)]
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Montrer que
2 Wa(6(a)) < Zn([n(a - €), +oo]) expln(a + )9(a) — nL(8(a))] + T
et que Z 27" E(T'y) < 0o. (On pourra penser a utiliser la question 3) de la Premiére partie)
b) En dréduire que sia >0 et h(a) <In2on aps.:
lim - In Z([na, +ool) > ~h(a) +1n2.

5)
a) Montrer qu’il existe un unique ¢ > 0 tel que h{c) = In2.
b) Soit M, = max{Sy;u € z,}. Prouver que p.s. quand n — +oo , limM,/n = c.

C
On se propose dans cette partie de montrer un théoréeme du type limite centrale.
On suppose que la loi , centrée, a une variance o := [ zdu(z) et on pose pour tout t € R,
1 t2
welt) = expl(——=).
YC’( ) 0\/5-7; p( 20,2)

Soit ¢ une fonction continue bornée de R dans R.
1)
a) Montrer que pour tout 2 € R et tout n € N, on a, quand & — +00 :

/ o =) du ) — / 9(9)¢0 () dy.

b) En déduire que pour tout n, p.s. quand k¥ — 400 :

27" // g(%)du"k(y) dZn(z) ﬂ/y(w)soa(x)dw-

c) Montrer que pour tout n, quand k — 400 :
—-n r4y % 4 / 2
E2 du* dZ,(z) — 2V (x)dz|” — 0.
27 [[ 2L ) dZa(@) - [ g(=)a(e) o

2) On fixe net k > 0, et pour 0 < j < k— 1. on pose
y; = 27Dz (D gy — 27 Z (D ),

(Par convention, g*®xg =g ).
a) Montrer que les v.a.r. y; sont orthogonales, c’est-a-dire qu’elles vérifient Ev;y; = 0 pour

i et j différents.
b) En déduire que pour tout n et tout k on a:

E[2- 0z, () — 27" Za (1 % )2 < 27" g2

3) Montrer que lorsque n — +o0,

B [ sa/ VA dZa(z) - [ ole)ee(@)dz] 0.



e

AGREGATION DE MATHEMATIQUES 35

Options 18/27

MATHEMATIQUES DE L'INFORMATIQUE

Le probleme est consacré & Uétude des algorithmes d’approximation de nombres irrationnels

définis par certains développements en fraction continue.

On note N V'ensemble des entiers naturels, Z 'anneau des entiers rationnels, et Q (resp. R) le
corps des nombres rationnels (resp. réels). Si M et N sont dans Z, avec M < N, on note [M, N]

Iensemble des m € Z tels que M<m < N.

Un tableau T indexé de M a N 2 valeurs dans un ensemble X est une application T : m a, de

{M, N] dans X. La longueur de T est égale A N-M + 1. On écrit aussi T = {ayg, -5 ay)-

Cette partie définit les fractions continues et donne les procédures de calcul des réduites.

La procédure Réd(S, T, n) ci-dessous a pour entrées une variable S prenant les valeurs (+, - },
untableauT = (a,, ..., a o) & valeurs dans I'ensemble des nombres réels > 1 (resp. > 1), et une variable

ne N. Elle utilise comme variables internes une variable z prenant les valeurs {+ 1, ~ 1} et un entier
m e N. Elle a pour sortie le nombre £ = §§(T) € R.
procédure Réd(S, T, n) ;
début
siS=+alorsz:=+1;
siS=-alorsz:=-1;
x=a_;

pour m:=n-12a0 faire
X = am+(z/x);

§i=x;
fin;

Les nombres é;(T) (resp. & (T)) s'appellent les réduites d’ordre na signes positifs (resp. a signes
négatifs) définies par le tableau T.

a) pour n = 0, on pose

1 1

[ao,...,an]*=a0+———1-—— . [ag, ...,an]'=ao-——'—f— ;
al + _1_ 8.1 e 1
vee + an cve an
S
montrer que §_(T) = lag, ..., an]S pour S € {+, -} et pour n 2 0 (procéder par récurrence sur la

longueur de T, et considérer le tableau T’ = (ag, ...,a })
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La procédure Suite(S, T, F) ci-dessous a pour entrées une variable S prenant les valeurs {(+, -},
un tableau T = (a,, ..., ay) & valeurs dans la partie N* (resp. N7) de N formé des entiers naturels > 1

(resp. > 2), et une variable F prenant les valeurs {Num, Dén}. Elle utilise comme variables internes
une variable z prenant les valeurs {+ 1, — 1}, deux variables u o etu_, a valeurs dans N, et une

variable n prenant ses valeurs dans [0, N]. La sortie est le tableau
US(T, F) = (ug(T, B), ..., upy(T, F)).

procédure Suite(S, T, F) ;
début

siS=+alorsz:=+1;

siS=-alorsz:=-1;
si F = Num alors
début
u ,:=0;
u_,:=1;
fin;
si F = Dén alors
début
U 5:=2;
u_1:=0;
fin ;
pourn:= 04N faire
u =a u 420, o}
fin ;

SiT = {a, ..., ay} est un tableau a valeurs dans NS, et si 0 < n <N, on pose

+ + + Py

P, = u, (T, Num), q, = u, (T, Dén), Xp = i ,
- - I
r, = u, (T, Num), s, = w,(T, Dén), Xn=g
n

S
b) Calculer xg et x? pour S € {+, ~ ). Montrer que pour 0 S n < N et pour S € (+, -}, les nombres xi
sont les réduites du tableau T, c’est-a-dire que l'on a
]S

S
Xy = (a8, ..., 2y

(On pourra procéder comme suit. Les définitions précédentes gardent un sens si T = (a,, ..., a )} est

un tableau a valeurs dans ’ensemble des nombres rationnels > 1 (resp. >1). Pour 0 s n < N -1,

considérer le tableau

L y N y
T’ = {ao, ey an} ou a;= ania ,
n+l

montrer que a  , uS(T’, F,n)= uS(T, F, n + 1), remarquer que {a,, ..., a ., 1]S = [ao, ey a;]s, puis

établir le résultat par récurrence).



LN

AGREGATION DE MATHEMATIQUES 37
Options 20/27

¢) Application numérique. — Exécuter la procédure Suite(S, T, F) pour les deux valeurs de F et pour
S=+T=(3,7,15,1), e S=-T={4,2,22,22,2,17}.

Calculer les réduites. Qu'observe-t-on ?

Cette partie est consacrée au développement en fraction continue d’'un nombre irrationnel.

On note I I'ensemble des nombres irrationnels > 1. Si a € I, le plafond de a est 'unique entier

[a]” € N~ tel que
[ -1<a<(a],

et le plancher de a est 'unique entier [a]* € N* tel que
[o]*<a<[a]*+ 1.

La procédure FracCont(S, o, n) ci-dessous a pour entrées une variable S prenant les valeurs

{+,-), un nombre a € I, un entierne N , et pour sorties un tableau FC5(a, n) = [aﬁ, ey ai] a valeurs

dans NS et un nombre as el
n+l _

Procédure FracCont(S, o, n) ;

début
X:=0o;
pourm: =0 an faire
début
S S.
ap = [x]7;
xi=1/la —x ;
fin;
Gpe1-=X;

. 8 . .
a) Exprimer o, en fonction de ai +1pourn20 et pour S e {+, —}. En déduire que

S S S S
a=[ao, ceny an, an+ 1] .

‘- b) Application numérique. — On prend a = & = 3,1415927...; exécuter la procédure FracCont(S, a, n)

avec S =+, n = 3 d'une part et S = —, n = 7 d’autre part. Pour quels indices n et k a-t-on on; = a]: +1?

¢) Application numérique. — Exécuter la procédure FracCont(S, «, n) pour a = V7 avec S = +,n=5

d'une part et S = -, n = 3 d’autre part, en calculant les valeurs exactes des nombres a: dans le corps

Q(¥7). Pour quels indices n et k a-t-on or; = a; + 1 ? Pour quels indices p et q a-t-on ag = 0‘2 ?
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Ondit qu'une suite (b)), , o est périodique de période m 2 1 a partir du terme d’ordre s si

b b

s+km+c” “s+c

pour 0 <c<m —1et pour k > 1, autrement dit si le tableau T défini par cette suite s’écrit

T=(bg, ..., b, _1,b,, ... b

s—1'"g

b, ..., b )

s+m-1 *“g+m-1

d) Application numérique. — Montrer en utilisant les résultats de la question précédente que les

tableaux FC~(N7, n) et FC*(¥7, n) sont périodiques & partir du deuxiéme terme.

e) Application numérique. — Exécuter la procédure Suite(S, T, F) pour les deux valeurs de F et

pour
S =+, T = FracCont(+, V7, 5) e¢ S =—, T = FracCont(-, V7, 3).

Calculer les réduites correspondantes. Qu’observe-t-on ?

Cette partie traduit la notion de fraction continue en termes de matrices.

On note GL(2, Z) le groupe des matrices carrées a deux lignes et deux colonnes a coefficients
dans Z et de déterminant + 1, et SL(2, Z) le sous-groupe de GL(2, Z) formé des matrices de

déterminant 1. Siae ZetsiSe {+,-),on pose

ail
Ms(&) ‘—‘\. 1 O

suivant la valeur de S. Si T = {a,, ..., a;} estun tableau a valeurs dans NS, on pose, pourn1:
DY) =M@y ... M¥a ).
a) Montrer que lon a, avec les notations de la partie I
A o R P
b) Montrer que pour n 2 0, les nombres p, et q, (resp. r, et s,) sont premiers entre eux.

Siae I, etsiM e GL(2, Z), on pose

M.a=aa+b
co +d

si M=[22/[c que,.
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c)MontrerqueMS(a).Be IsiSe {+,~),sipeletac NS. SioeI,siSe (+ —), et si n20, montrer
que

S S .
o> =MYa ), si FCo,n) = {8y, r )

d) Soient T = (a, ..., a ) un tableau a valeurs dans NS, ot Se {+ -}, et B e I. Montrer que les

conditions suivantes sont équivalentes :

@ FCa,m=T,etp=c, ;

(ii) o« = DS(T).B.

(pour montrer que (i) = (ii), poser B _ = Ms(am) Ms(an).B pour 0 <m < n ; montrer que B € I, et

. S
établir par récurrence que FCS(et, m) = {ag, .nagletBy, =0y, 1)

- -

Dans cette partie, on établit comment un nombre est approché par les réduites de sa fraction

continue.

Si a € I, soient r_ et s le numérateur et le dénominateur de la réduite x; a signes négatifs

définie par le tableau FC™(a, n) = {by, ..., bn} défini dans la question II.

a) Montrer que les suites d’entiers (r ) , et (s ) ,_, sont strictement croissantes (remarquer

que b, 22 pourn2 0).

b) Montrer que la suite (x ), , o est décroissante.

¢) En utilisant le résultat de la question III.d, montrer que pourn=>0ona

1

rn——sna=

$p%n+17 551

d) Montrer que pourn20on a
1

ro—-s o= T —.
&g e Oy

e) Montrer que 0 < r, —s o <1 pour tout n 20, et que la suite (r, —s,0), 5, est strictement

décroissante.

f) Montrer que la suite (r, —s,a), 5, tend vers 0 (on peut remarquer que b 2 3 pour une infinité

d’entiers n).
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On compare dans cette partie le développement d’'un nombre en fraction continue a signes

positifs et en fraction continue 4 signes négatifs.

On pose

Soit ce N.
a) Montrer que M*(c + 1) = KUV® et M~(2)° = UVU~ L,
b) Montrer que M*(©) =M (c + D K=KM(2)°~ 1 U.
¢) Soit k un entier pair 2 0 ; montrer que I'on a
M*(cg) M*(c;) ... M¥(e,) M*(c) = M(cy + DM @1 ™1 . M(¢, +2)M2° "1 U
quels que soient les entiers naturels Cgs -vs Cp-

d) Soit o € I et k un entier pair. On pose, pourk 2 2 :
FCYa,k-1)= {Co» €1 €95 g5 os € _ 9 € _ 1) vik)=c; +eg+...+¢ ;.

Montrer que a\,—(k) = a; +1, et

cp—-1 ck-1-1
e Ae— oAy
FC(a,vk)-1)= g +1,2, ..., 2, Ca+2,..,0,+2,2, .., 2]).

e) Montrer que x4, _; = x; -1

f) Application numérique. — Vérifier les calculs faits en ILb, c’est-a-dire calculer FC~(n, 7)

connaissant FC*(x, 3) ; expliquer les constatations faites en I.c et ILb.

g) Application numérique. — Calculer v(k) pour tout k pair > 2 lorsque a = V7. Vérifier les calculs
faits en Il.c, c’est-a-dire calculer FC‘(\E, 3) connaissant FC*(17 , T) ; expliquer les constatations

faites en Il.c.

h) Application numérique. — Comparer les longueurs des tableaux FC*(x, k — 1) et FC (e, v(k) - 1)

pour
=7, 0=v2=[1,2,22,.. 1, a=V5=1[2,4,4,4,..71"

Calculer les tableaux FC(a, n) pour ces valeurs de a, et comparer les vitesses d’approximation vers

a des suites de réduites (x;)n >pet (x;)n >0
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Dans cette partie, on étudie comment le développement en fraction continue d’'un nombre

irrationnel a peut s’interpréter géométriquement comme l'approximation de la droite de pente o par

des vecteurs & coordonnées entiéres.
Soit & € I ; on note D(a) la droite de R engendrée par le vecteur (1, o) € R2, et pour n > 0 on pose
- _ 2 +_ 2
Xn"(sn, rn)e R 1) Xn—(qn:pn)e R i

a) Montrer que les vecteurs X; sont situés au-dessus de la droite D(a), et que la distance euclidienne

des vecteurs X a cette droite tend vers 0.

b) Soit k un entier pair > 0. Pour Se¢ {+, -}, on pose FCS(a, n) = Ti. Montrer en utilisant V.c et V.d

quesic=lona

D'TyYM*(© = D (T)U oit v=vk) +c-1,
ol on a posé v(0) = 0, et ot les matrices DS(Ti) sont définies en IIl.a.

¢) En observant que pour n 2 0 et pour Se (+,~},ona
Xy =WDTDe, one;=1,0) e W= o],
montrer quesi0<c<g¢, ,k ,,ona
X, =Xy _1+cXy,
et que les vecteurs X sont alignés sur le segment d’origine X; _1 et d’extrémité X,: +1

d)Pour 0 <c< ¢, , 1» calculer la réduite x, en fonction des numérateurs et des dénominateurs des

réduites x; _qet x; .

e) Application numérique. — Calculer les vecteurs X; lorsque o = 7 pour — 1 £ n < 7 A partir des

vecteurs X; pour -1<n<3.
- Vil -

On établit un lien entre les formes quadratiques et le développement en fraction continue de

leurs racines & travers la notion de forme dérivée.

Soit D € N non carré. On note Q(D) 'ensemble des formes quadratiques

QX,Y) = AX2 + BXY + CY?
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avecA,B,Ce Zet B2 — 4AC = D. On note aussi Q = [A, B, C] une telle forme quadratique. Si on pose

a(Q)=B+\/_D= 2A a,(Q)=B—\/I_)= 2A
2 " gD 2C " B+vD’

les formules de résolution de Péquation du second degré impliquent Q = C (a(QX + Y) (a’(QX + Y).
Si Q € Q(D), on pose

QoMX,Y) = Q@aX +bY,cX+dY)  si M=['5cl };}e GL(, 2).

La forme dérivée 0Q d’une forme Q € Q(D) est la forme

Q=QoT®), ot b=[a@QI" et Tb) =MD * =[ (1) B ﬂ

(cette notion n’a rien A voir avec la notion de dérivée introduite en analyse).
a) Montrer que 0Q = [A*, B*, C*], ou

A*=C; B*=2bC-B;C*=A-Bb+Cb2
b) Si Q e Q(D), montrer que a(3"Q) = «(Q), pour tout n 2 0.

¢) Pour n > 0 on pose D, = D™(T ) et F, = *(D)” 1 ou T, = FC™(a, n), de telle sorte que

_ [-s _,-s
Fn=|: rn 1 rn].
n-1 n

Montrer que 3"Q=QoF, _, pourn21.
d)Si Qe Q(D)etsin>0,on posed"Q=[A_, B, C_ ] Montrer que
Ap= Q- Sn—2 rn—2) = Cn—l'

- Vit -

On étudie ici la réduction des formes quadratiques binaires de discriminant positif.
On dit qu'une forme Q = [A, B, Cl e Q(D) est réduite si
A>0, C>0, B>A+C.
a) montrer qu'une forme Q € Q(D) est réduite si et seulement si
C>0 et 0<o@Q<1<a(Q)

(On pourra remarquer que A = Q(1,0),C=Q(0,1),A+C-B=Q(-1, 1)).
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b) Montrer que les formes réduites sont celles qui s’écrivent

D - K2
Qg a=[AK+2A K+A- =],

ou K e Z vérifie

IKl <VD, K2=D(mod4), Al=F—, A>3

¢) Montrer qu'il n’y a qu’'un nombre fini de formes réduites dans Q(D).
d) Application numérique. — Calculer toutes les formes réduites de discriminant 28 (il yen a 7).

e) Montrer que 0Q est réduite si Q est réduite.

NSiQ=[A, B,Cle QD) on pose Q = [C, B, Al. Si Q et Q' sont deux formes réduites de Q(D), montrer

que Q, = 0Q si et seulement si Q= an. (Puisque I'application Q —~ @ est une involution, il suffit

d’établir que si Q1 =dQ, alors Q = 8Q1 ; on montrera pour cela que a(Ql) =b-a'(Q) ot b =[a(Q)], et

on utilisera la relation

Tk) ! = WTBW  ou W=[ ] (1,] )

g) Montrer que si Q € Q(D) est réduite, il existe un entier m > 1 tel que 9™Q = Q. (utiliser c) et ¢) pour
montrer qu'il existe deux entiers m 2 1 et n 2 0 tels que 9™ * °Q = 3"Q ; utiliser f) pour montrer que

'on peut prendre n = 0).
h) On note Q, ,4(D) 'ensemble des formes réduites de Q(D). Une classe de Q ,4(D) est une suite finie

(Q, 99, ..., 3™~ Q) ou 3™Q = Q. Montrer que 'ensemble Q,4(D) est réunion disjointe de ses classes.

i) Application numérique. — Calculer les classes de Qré d(28).
-IX -

Dans ce qui suit, on prend d € N non carré. Cette partie est consacrée a la résolution de
léquation de Pell Y2 -dx2%=1.
a) Si QX, Y) = Y2 - dX2, montrer que 0Q est réduite.

b) Soit d € N non carré. Montrer en utilisant la question VIILh que pour un certain entier m 2 1, le
tableau FC‘(\f:i_, n) est périodique de période m a partir du deuxiéme terme.

c)On note r_ et s_ le numérateur et le dénominateur de la réduite x m de \'d. Montrer que

2 2
Tkm - 1’dskm-1= 1 pour tout k € N.

| d) Application numérique. — Calculer une solution de I’équation X2-7v2=1
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e) On prend a = Vd et on pose i = 0 ...0p,. Montrer en utilisant IV.d que I'on a
T‘ = rm_1+Sm_1'\/—a.

f) Montrer que la vitesse de convergence de la suite (Fem — 1 — %8y — 1k » o Vers O est exponentielle ;

de fagon précise, montrer en utilisant encore IV.d que pour tout k > 0, on a
0<rkm_1-askm_1<;1;;.

g) On pose FC'(\/E, n) =T, = {by, ..., b ). Montrer que pour tout k 20, on a
D™(T, ) = M"(by))M™ ou M= M7(b,) ... M7(b ).

En déduire un algorithme de calcul du vecteur Xk_m -1=8gm _ 1 Ty _ 1) en fonction de M, k et by,

h) Application numérique. — Calculer n et M pour a = V7.
- x -

On étudie un algofithme rapide de calcul de la racine carrée.
1, d
On pose, pourt>0: f(t)=§(t+?).
On pose aussi t, = [d]” et on définit par récurrence la suite (t,), » o €N posant by o1= fit,)-
a) Montrer que cette suite est un algorithme d’approximation de Vd.

2 2
b) Etablir successivement que l'ona fit)2 -d = (t—ig) )

2 _
L d<t—\/a sit>‘f<i,

%
2
0<fit)—vd <(t—;\/_‘§‘& sit>Vd;

en déduire que sion pose g, =t - \/-é pourn20,0n a
2
0 e
<E <—=.
n+l 2.J(_1-
¢) Montrer que la vitesse de convergence de la suite (t ) , o vers Vd est doublement exponentielle. On

pourra établir a cette fin que pourn20,0ona¢, <n avec

o g (22
nn-z\/a(z\/a) :

d) Application numérique. — Calculer \J7 avec une erreur inférieure a deux dix-milli¢mes.

Comparer t,, t, et t, aux réduites de \7 calculées en ILe.




