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composition d'analyse Dur&& : 6 heur 

NOTATIONS ET OBJECTIFS 
On note W le corps IR ou @. 
On désigne par l *  1111 ouvert conntrc de K. et par U (  a .  R )  le disque ouvert .de centre a et de 

rayon R . On couvient de poser D ( u .  +x) = W. 

Dans le cas oil K = IR. I -  n'est autre qu'un intervalle ouvert et D ( a .  R )  est l'intervalle ouvert 
]Q - R. u + R[ : on note alors C P (  l - )  l'ensemble des applications de I' dans C. p fois continument 
dérivables ( p  6tant u n  entier au moins 6gal à 1).  

Dans le cas oil K = @. on note 'Il( lT) = C'( I - )  l'ense~iible des applications holoniorphes de I' 

('oncernant une fonction f lioloinorphe sur u n  ouvert connexe l -  de @. on dispose des résultats 
dans  @. 

suivants q u c  l'on nc dfninndc pcis dc dimonfrcr  : 

A )  Si l'ouvert l -  est conwrc. et si a appartient à f admet une primitive F et une seule 
sur I 7  telle que F ( n )  = O .  

B )  La fonctioii f e5t est indbfiniment dérivable sur Ir. En outre. pour tout point a de I l ,  en 
notant R le rayon de convergence de la série de Taylor de f au point a ,  on a : 

~ si I *  = @ alors R = +x , 
- si I *  # @ alors R est égal à la distance de a au complémentaire de I' . 

dans les deus cas la somme de la série de Taylor de f au point a est 6gale 8. f sur D ( a ,  R ) .  
E I ~  particulier. poiir tout entier y > 1. on a C P ( ~ ' )  = Cl((-). 

C') Si l'ensenible des z6ros de f possède au moins un point d'accumulation dans I ' ,  alors f 
est nulle sur l - .  

('onsidérons à nouveau le cas gén6ral (K = W ou C). On appelle point critique d'un Clénient 
f de Cl( I - )  tout z6ro de f '  . 

On note C(  f )  = {.r E l -  / f'(.r) = O} l'ensemble des points critiques de f . 
Etâiit donnés f appartenant à C P (  l ' ) .  avec p 2 3, et .r un point non critique de f .  le schwarzien 

de f au point s est dkfini par 

Etant donnés a ,  6. c ,  d quatre nombres complexes tels que ad - bc # O, lorsque ( 7  est inclus 
ax t b 

dans K \ { - 7). 011 définit une homograyliie 12 sur  I F  par h( z)  = - 
c x + d '  

d 

Dans la partie 
Dans la partie 
Dans la partie 
Dans la partie 
Dans la partie 

1 on Ctudie J e  lien entre le schwarzien et les homographies. 
II on Ctudie le lien entre le schwarzieii et le birapport. 
III on Ctudie les fonctions univalentes sur le disque-unité de C . 
Il '  on Ctudie 1'injectivitC des arcs plans au moyen du schwarzien. 
1' on utilise le schwarzien pour caractériser les fonctions univalentes. 

Les parties 11 et 111 sont indhpendantes. 
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Partie 1 : SCHWARZIEN ET HOMOGRAPHIES 

1") Soient I V  un ouvert connexe de K et f un élément de C3( I-). 1- un  ouvert connexe de @ et 
g un  élément deW(1*).  et soit x un point de l -  non critique pour f ,  tel que f ( s )  appartienne 
1. et ne soit pas critique pour g.  Les hypothèses formulées sur s peuvent s'écrire aussi : 

x E l7 \ C ' ( f )  et f ( x )  E 1- \ C ' ( g ) .  

a] Montrer que s n'est pas u n  point critique pour g O f .  
b] Exprimer S g o f ( x )  en fonction de S,(f(s)). S j ( s )  et f '(s). 

2") 

al 

sur 

Soient a,b .c .d  quatre nombres complexes tels que rrd - bc # O et h l'homographie définie 
d a x  -t b 

K \ {-F} par h ( z )  = - 
c x + d '  

d ('alculer S h ( x )  pour tout s # - 7 . 

b] Soit ilne fonction f appartenant à C'((I-). ('alculer S,,,(.r) pour tout point x de l' \ C ( f )  

c] On suppose dans cette question que K = C . ('alculer . S ' j o h ( r )  pour tout d4ment I de K 
diffbrent de -. et tel que h ( r )  appartienne à I -  \ ('(f). 

d tel que f ( . r )  # - 7 . 

d 

3 O  1 
a] On suppose dans cette question que I -  est u n  intervalle ouvert de ] W .  Soit f appartenant 
à C 2 ( [ - )  et ne s'anndant pas sur l - .  hïontrer qu'il existe (r" appartenant à ~ ' ~ ( 1 - 1  telle que pour 

tout .r de I 7  on ait 

b] 0 1 1  suppose dalis cette question que l -  est un  disque ouvert D(:o. R )  de @. Soit une fonction 
f appartenant à c ' ( I . )  et ne s'annulaiit pas sur I-. Montrer qu'il existe ; appartenant à C l ( ( - )  

telle que pour tout 4lbriient : de Z- on ait 

c] LII dbduire. dans chacune des deux situations envisagées en 3"a et 3"h, l'existence de 2' 
appartenant à C ' ( I r )  telle que f = L J .  

Dans la suite de cette partie on suppose que 1 -  est un ouvert connexe de K et on considhc 
une fonction f appartenant à C3( I' 1. 
a] Ilontrer que I -  \ ('(f) est un  ouvert de K. 
b] Soit U I I  disque ouvert D c l' \ ( ' ( f ) .  Montrer qu'il existe une application g appartenant à 
C ' ( I l )  telle que l'on ait g(:)?f'(:) = 1 pour tout é1énient z de D. 

c] Montrer que l'on a 

f' f ( . r )  = e s p ( q ( s ) )  (on considérera une primitive de - ) :  
f .  

f(:) = e x p ( q ( 2 ) ) .  

4') 

-&y( z ) 

y (= )  
S ' f ( : )  = pour tout : appartenant à D. 

5 " )  On suppose dans cette question que S f  est nulle sur t -  \ C ( f )  . 
a] Soit u n  disque ouvert D c I *  \ C (  f). lïontrer que la restrictioii de f à D est une homographie. 

b] En d6duire que C ( f )  est vide et que f est une homograpliie sur l ' .  

6") Soicnt des iio1nhre.l coniple'xes A et *L: tels que A = -2;' . 
a] On suppose que .5'f(s) = X pour tout x appartenant à I -  \ c'(f) . Soit un disque ouvert 
D C Z' \ C'( f )  . Montrer que si le diamètre dc 1) est assez petit, alors il existe une homographie 
h telle que l'on ait f ( r )  = h ( c 2 + ' )  pour tout élément I de D . 
b] lloirtrer que S'f est constante et @,ale à X sur I' \ C(f) si. et seulcirient si les deux conditions 
suivantes sont vérifibes : 

( i )  L'ensemble <'( f )  est vide ; 
( i i )  i l  existe une homographie h telle que l'on ait f ( s )  = h(c2dr) pour tout élément I de C. 

Applications. Calculer S j  lorsque Z7 = Pg et f (s)  = Xrr t an r .  et lorsque Z' =] - 1, I[ et c] 
f (  . r )  = h .r . 
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Partie II : SCHWARZIEN ET BIRAPPORT 

Dans cette partie on met en'évidence un lien entre schwarzien et birapport. On rappelle que 
le hirapport de quatre nombres complexes o .  6. c. d deus à deux distincts est défini comme 

c - 0  d - 6  
[ u . b . c . d ]  = - x -. 

r - 6  d - a  
On consid6re un ouvert I '  de K et un Clément f de C3( I - ) .  Etant donnés n.  6.c.d quatre points 

deus à deux distincts de I ' .  tels q:ie f ( a ) . f ( b ) .  f ( ~ ) . f ( d )  soient deus à deus distincts. 011 définit 

1') 011 coitsidhre U I I  point 1'0 appartenant à I -  \ C(f) . 
a] hlontrer qu'il esiste une homographie h unique. définie sur UII  voisinage de xo. et telle que 
l'on ait h ( r 0 )  = f(.ro). h'(.r-0) = f ' ( . r o ) .  It"(10) = f"(s0). 
b] Exprimer ( f  - h ) ( 3 ) (  s o )  en f011cti011 de f'( 1'0) et de SI( . r o )  . 
c] 011 pose 9 = h-' o f .  Exprimer g'(s0). g"(ro) .  g i 3 ) ( . r O )  en fonction de f ' ( r0)  et de . S ' f ( s o ) .  

2') 

a] Soit h une homographie. C'emparer RI,,,( n. 6 .  c. d )  et R j ( c i .  6. c. d) lorsque ces nonlhres sont 
défi ni s. 

b] Soiciit ( I (  t ) . b ( t ) . c ( t ) . d ( t )  yiiatrc fonctioiis défiiiics et de classe II3 sur un  voisinage de O dans 
R . O11 suppose ~ I I P  u ( 0 )  = &O) = ~ ( 0 )  = d ( 0 )  = : E I -  \ C ( f )  et que n ' ( O ) .  b ' (0 ) .  c'(O). d'(O) 
sont d e u s  k deus distincts. Montrer qiie R j ( n ( t ) . b ( t ) . c ( t ) . d ( f ) )  est bien défini pour t non nul et 
assez proche dc O. et tend vers 1 lorsque f tend vers O. 
c] lloiitrw quc l'on a 

R j ( ~ 1 ( / ) . 6 ( t ) . c ( t ) . d ( t ) )  = 1 + + ( ~ , ( ! ) - 6 ( t ) ) ( c ( t ) - d ( t ) ) . S j ( : ) + o ( t ' )  . 

3') Dai15 la suit(. de cet te partie on suppose que K = R. On coiisidPre un(' fo~~ctioii f appartenant 
à C"( l - ) .  i vaIrilrs r6cIlcs. ct ~i'iiyant qii'un noniIm fiiii de points critiques. 
On dit que f possi.de : 
-. la propridb 72 sqr  1 -  si pour tous i . l h i e~ t  s . r l .  E ? .  1'3. .rd dc I -  t c h  cluc -t'l < 12 < s3 < xq 

ct que f n'ait aucun point critique dan5 1.1.1. .r4] OII a 
. .  . 

- / 

9 

R,(*r]..Q. 1'3. . r 4 )  < 1 . 
la propri4t4 S sur I '  si S'j est strictemeitt negative sur, I .  \ ('(f). 

Oit dudic.  dans cette questGn. la stabilité des propriétbs 72 et S par composition. 

a] Soit deus fonctions f et y. telles que f ait la propriété 72 sur I -  et g ait la propriCté 72 sur 
l . ' .  avec f( I - )  c (-'. llontrer que g O f a la propribté 72 sur I - .  
b] Soit deus fonctions p et q. telles que p ait la propriétb S sur I -  et q ait la propriéti. S sur V'? 
avec I I ( ( . )  c I - ' .  Montrer que q o p  a la propriétb S sur i - .  

On se propose. dans le% 'questions .1' et .;O. de rnontrcr que Ics propriCtCs R et S sont 
équ ivaltw t es. 

4') 

011 suppose. dans cette question, qiie f a la propriétb 72 sur 1 - .  

a] Montrer quci l'on a ,S' j (s)  < O pour tout s appartenant à I '  \ ('(f). 
b] Mont rcr que l'on a ('( f )  = C'( f + :f3) pour tout 5 > O .  ('alculer .9j+ep . 
c] En t l k l i i i r c b  qur f a la propriétb S . 



14 AGRÉGATION DE MATHÉMATIQUES 
Analyse 4/7 

1 

d r n .  6')  Soit f ayant la propriCtC S. On pose. pour tout x appartenant à I' \ C( f), g ( r )  = 

a] Exprimer g"(z) en fonction de g ( s )  et de S,(z). 

b] Montrer que If'\ ne peut présenter de minimum local en un point de I' \ C(f) . 
c] Soient x1.x2,~3.x4 des points de I 7  tels que x1 < 12 < 33 < x4,  et que f n'ait pas de point 
critique dans [qtr4].  On suppose aussi que l'on a R ~ ( x ~ . z ? , I ~ . x ~ )  2 1 . Montrer qu'il existe 
une homographie h. telle que l'on ait h( f ( x k ) )  = 31; pour k = 1.2,4 . Montrer que le pôle de h 
n'appartient pas à f( [TI. z4])  . 
d] Dans les conditions de la question précCdente. on pose g = h O f . Montrer l'inégalité 
g(r3) < z3 * 

e] Conclure. 

polynôme f' ait toutes ses racines réelles. Montrer que f a la propriété R sur W. 
6 ' )  On suppose enfin que f est une fonction polynômiale à coefficients réels, telle que le 

Partie III : FONCTIONS UNIVALENTES 

Dans cette partie on prend K = C. 
On dit qu'une fonction holomorphe sur l -  est univalente si elle est injective sur I T .  
On dit qu'une fonction f holomorphe sur I -  est localement univalente si, pour tout point zo 

de I - .  il existe un disque ouvert D de centre t0 et inclus dans I' tel que la restriction de f à D 
soit univalente. 

011 note 
C, le cercle de centre O et de rayon r ,  
D, le disque ouvert de centre O et de rayon T . 

1') 
a] Détermilier les images de C1 et Dl par l'hoinographie U( z )  = fi - . 
b] Soient Q appartenant à D1 et 3 appartenant à C'1 . On note @a., l'homographie dCfinie sur 
C \  {+) par 

Montrer que aa,, induit une bijection de D1 sur lui-mime. 

c] Soit h une homograpliie dCfinie sur D1 qui induit une bijection de Dl sur lui-même. Montrer 
qu'il existe un Clément ( a . ? )  et un seul de D1 x ('1 tel que l'on ait h = aa,, . 
d] On consid6re encore h = @a,-,.  Exprimer. pour tout point z de DI, lh'(z)I* en fonction de 
I h ( : ) ( ?  et de IzI? . 

2') Dans cette question on étudie un exemple de fonction univalente sur D1 . 
c< 

On pose A-(:) = C n:" pour tout Clément : de D1. 
n = l  

a] Exprimer k ( z )  en fonction de Q ( z ) .  

b] En déduire que k est univalente sur D1 et dbterminer l'image de D1 par k. 
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3') Soit f appartenant à ' H ( I - )  . Dans cette question on identifie I *  à u n  ouvert de B' en 
idciitifiant un  nombre coniplese z = .r + i y  au point ( s . y )  de Et?. On considère les fonctions 
P.Q. 1 défillies pour tout (s. y )  de 1 .  par 

Pi.r.y) = R e ( f ( s  t ;y)) Q ( . r . y )  = I n i ( f ( s  t i y ) )  F ( . r . y )  = ( P ( . r . y ) . Q ( . r , y ) ) .  

a] Soit u n  point z = x + i y  de I-. Déinontrer que le jacobien de F au point (s.y) est égal h 
1 f ' ( : ) i ' .  
b] 011 suppose que f n'a pas de point critique. Montrer qu'elle est localement univalente. 

c] On suppose encore f n'a pas de point critique. Montrer que pour tout ouvert 1- inclus dans 
1 -  IÏniagc de 1' par f est un  ouvert de @. 

4")  Soit une  fonction f holomorphe sur I'. non constante et possédant u n  point critique :o. 

a] \!ont rei qu'il existe u n  voisinage ouvert B de :o. u n  nombre entier p 2 2. un  nombre complexe 
11 I I O I I  n u l  e t  une fonction y appartenant à 'H( D )  tels que g ' ( : o )  = 1 et f ( z )  = f ( z o )  4- p ( ~ ( z ) ) ~  
pour tout point z de Il. 
b] LI d6duire que f n'est pas localenierit univalente. 

Partie IV : SCHWARZIEN ET ARCS SIMPLES 

Dans cette partie 011 prend K = R. 
011 considère une fonction f de C3(  l - )  ne poss6dant pas de point critique. 
On note F l'application de I' dans W? définie par F (  1 )  = (Re( f( 1)). In)( f( 1 ) ) )  . Cette appli- 

cation définit un arc paramétré plan ; dans cette partie on niet en évidcnce diverses conditions 
suffisantes pour que cet arc soit szmplc. c'est-à-dire injectif. 

on pow 

Ir11 ( f l ( j - 1 '  ( t )) 
K ( 1 )  = 

If'( f 113 

1 
d t )  1") Démontrer qiic si ~ ( f )  # O alors - est égal au rayon de courbure de l'arc param6tr6 défini 

par F .  

2")  

3") 
40) 

('alculer K I (  1 )  en fonction de 1111 SI( 1 )  et If'( t ) l .  

C'aracthriser l'image de F si SI ne prend que des valeurs r6elles. 
Soit p une fonctioli continue sur l - .  à valeurs complexes. et u appartenant à teUe que 

u" t p t r  = O . 

a] Soit 6' u n  iioiiibre r6el appartenant à ] - E .  +?[. 011 suppose, dans cette question, que l'on a 

R e ( r ' @ p (  1 ) )  6 O pour tout t appartenant à I-. Montrer que si u s'annule en deux points distincts 
dc 1 ' .  alors elle est nul lc  en tout point (on pourra intégrer la fonction Eu"). 

b] 011 suppow. dans  cette question, que lnip(f)  ne s'annule pas. Montrer que si 'u s'annule en 
deus points distincts de I-. alors elle est nulle en tout point. 

2 2  
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a] On suppose. dans cette question, qu'il existe 0 appartenant à ]-?.+? [ tel que l'on ait 

R e ( f i h S f )  6 O sur I-. hloiitrer que f est injective. 
hidication : en supposaiit d'abord que f s'annule en deux points distincts a et b,  on construira 

11 appartenant à C 2 ( I ' ) ,  telle que u 2 f '  = f2. 

b] On suppose. dans cette question, que 1'011 a Im(,Sj)  < O sur 1 ' .  Montrer que f est injective. 

011 suppose. dans cette question, que [ *  =] - 1,1[. Soit 8 appartenant à ] - ;, +;[ et 6 un 

2 . 2  

6') 
nombre r6el strictement positif. On suppose que pour tout t de I' 

. 4  

Montrer que la restriction de y à ] - th L. t h  T [ est injective. 
26 Ld 

Jirdicatiori : ou pourra introduire p(z) = tB( Arc:11J) et utiliser la question 16'~. 

Partie V : SCHWARZIEN ET UNIVALENCE 

Dans cette partie on prend K = C. On note 
S 

SI 
l'ensemble des fonctions univalentes sur DI. 
l'ensemble des fonctions f univalentes sur Dl \ {O}. et telles que lim zf(z) = 1. 

Soit une fonction f holomorphe dans DI, n'ayant pas de point critique. On suppose qu'il 

pour tout point t de Dl . On existe un  nombre réel 6 > O tel que l'on ait (Sj(t)( < 
se propose de d6terminer des disques ouverts OÙ f est univalente. Soient z1 et ta deux points 
dibtincts de DI. 

z+o 

1') 
2( 1 t 62) 
(1 - 1:12)2 

b] Montrer qu'il existe un point a de U1 et u n  point 7 de 
f = au.,( z z )  soit un nombre r6el appartenant à l'intervalle ]O. l[.  

c] On conserve les notations de la question préc4dente. et on pose s = - Argth f ; on considère 

l'homographie h = Qtt, $.l O @a,-, . Calculer h( 21)  et h(  z2 ) : en supposant, de plus. que z1 et 22 

appartiennent au disque Iltll x. montrer que s < - . 
2 h  

d] Llontrer que f est univalente sur le disque Dtll n . 

el Etiidier le cas où CI = O. 

f]  Pour tout z de D1 011 pose 

tels que a a < ? ( z 1 )  = O et que 

1 
2 

7r 
2 d  

21, 

16 
F ( : )  = (e) = exp(iblnQ(z))  

( q  a étt: vue au IIIl'a). Montrer que F est holomorphe dans DI. calculer le schwarzien ~ S F  , et 
v6rifier que F est univaleiite sur le disque ouvert D, si et seulement si T < t h  5 . 
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2") On considkw. dans cette question. une fonction g appartenant à S I  . 
Ix 

a]. hIontrer que le dtheloppenient de g en série de Laurent est de la forme g( :) = 4 + C bnzn . 

hlont rer que le rayon de convergence de la sCrie C b,:n est au moins hgal à 1. 

b] Soit 1' appartenant à S, telle que F ( 0 )  = O et F' (0 )  = 1 . Montrer que g = appartient à 
SI . En écrivant le dbveloppernpnt de g sous la forme indiquée à la question précbdente. calculer 
bl en fonction de S p ( 0 ) .  
c] On introduit. pour tout r appartenant à ]O. l(. les enseirihles 

n=O 
oc 

n=O 

1 

rr  = {y(:) / I=I = = g(c',). 
Er = {g(:) / r < I:I < 1) .  
E: = {g(:) / O < I:I < r}..; g ( n ,  \ {O}).  

On note S le complémentaire dans C de l'image de y .  
Montrer que Er  est ouvert et que A est fermC. 
Montrer que EL contient le complCmentaire d'iin disque : en dCduire que Er U A est ho&. 
Montrer que la frontiere de E ,  u S est Tr . 

- 
g(z)g'(z)dz , le cercle C, Ctant parcouru dans le sens direct. 

e] On note .c( r )  l'aire de l'ensemble Er U A. Justifier l'existence de r.( r ) .  

r] On admettra, selon le théorème de Green-Riemann appliqué à Er  U A et à sa frontière Tr. 
que z?( r )  peut se calculer à l'aide d'une intégrale curviligne le long de rr suilant la formule 

?; 

biontrer que r ( r )  = E ( r ) w ( r ) ,  avec E ( r )  = f l  et w ( r )  = x r-2 - c n\b, lzr?")  . 

g] Etudier le signe de ZT( r )  et en déduire que E( r )  = 1 pour tout r. 

h] Montrer que C n/bn12 < 1 . 

( n = l  

x 

n = l  

3 O  ) 
a] Soit f appartenant à S et a appartenant à Dl . On pose 

(1 - l a l ? ) f ' ( d  
- + a  

g ( z )  = 
f(& - f i a )  * 

Montrer que g est bien définie sur Dl \ {O} et qu'elle appartient à 5'1. 

b] On dhveloppe g en série de Laurent. sous la forme g ( : )  = r - t C bnzn . Exprimer bl en 

fonction de n et S ' ! ( a ) .  

c] En déduire que 1'011 a 

rn 
1 

n=O 

, pour tout : de Dl . 
Comparer ce rCsultat avec celui de la question 1°d de cette partie. 

6 
IS'r(:)l < ( 1  - IzI-)- 


