MATHEMATIQUES DE L'INFORMATIQUE

L’épreuve traite du probléme de ’empilement de “paquets” dans des “boites” de capacité donnée ¢. Ce
probléme d’optimisation combinatoire est aussi connu sous le nom de Bin Packing. 11 est en général NP-
complet mais diverses heuristiques permettent de trouver des solutions approchées satisfaisantes pour de
nombreuses applications.

DEFINITIONS: Dans la suite du probléme, N est un entier > 1 (représentant le nombre de paquets), c est
un réel strictement positif représentant la capacité d’une boite, Une entrée est un couple (X;e):

(Xie) = (X1, X2,...,Xn); ¢)

oti les X; (représentant la taille des paquets) appartiennent & Vintervalle réel fermé [0,c].

Une application f de Vintervalle entier [1..N] dans un intervalle entier [1..M] sera appelée un empilement
de entrée (X e) = ((X],Xz, s XN); c) si sont satisfaites les deux conditions suivantes:

El. La fonction f est surjective.
E2. Soit Q; = f~1({i}); Vi e [1..M]:

Etant.donné une suite finie X = (X1, Xq,... y XN), on définit son poids 7(X) comme:

N
T(X) =) X:.

s=1

Etant donné une entrée F = (X;c¢), on définit le coit optimal associé w(E) par:
o(E) = min|f])

ol f parcourt I’ensemble des empilements de E.

La notation Lu] représente le plus grand entier inférieur ou égal & u.
Dans tout le probléme, on notera Ex =[0,1)V.

PARTIE I GENERALITES.

Q1. Soit A un réel strictement positif. Montrer que pour tout MV et tout X € [0, c]V:
w((AXh/\Xz,...,)\XN); )\c) =w((X1,X2,...,XN); c).
Montrer que pour tout N, et pour tout X,Y € [0,c]V:

W((X1, X, XN, Y, Vs, Y, 2¢) < max {w((X1,Xs,..., Xn); ¢), w((Y1,Ya,...,¥n); ¢)}.
Montrer sous la condition X; < Y pour tout i € [1..N] que:

w((X1, X2, ..., XnN); ¢) Sw((V,Ya,...,Yw); c).
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En supposant que X; +Y; < ¢, déterminer le signe de la quantité:

w((Xl-i-Yl,, 2+ Y‘-,...,XN—}—YN); c) —-w((Xl,Xg,...,XN,}’l,Yg,...,YN); C).

Q2. Soit X = (X1, X3,...,AN) avec Xi € [0,c]. Calculer w(X;c) lorsque #(X) < ¢ et montrer que si
(X)) >c

nX) < w(X;c) <?2ﬁ-X—).

¢
Déterminer w(X;100) lorsque X = (15, 30, 45, 50, 60, 75, 90).

Q3. Montrer que pour chaque N et c, et pour chaque entier M tel que 1 < M < N, il existe une entrée
(X;e) = ((X;,Xz,...,XN); c) telle que:

2-75%-(-1—- l=w(X;c)=M.

Q4. 1l g’agit de montrer dans cette question qu’il n’est pas toujours avantageux de remplir complétement
une boite afin d’obtenir le placement optimal. On prendra ici ¢ = 1. Construire pour tout N > 6 une suite
X = (X1, Xa,..., Xn) (avec 0 < X; < 1) telle que soient verifiées les deux conditions C1, C2 suivantes:
Cl. X1 +X2+X3=1.
C2. w((X1,X2, BN ,XN); l) <1 +w(X4,X5,.. .,XN).
Construire une suite vérifiant de plus la condition:
C3. Pour tout ensemble d’indices I C {1,2,...,N}, I # {1,2,3}: on a:

EX,' # 1.

iel
PARTIE II. LE PLACEMENT SEQUENTIEL.

Llalgorithme de placement séquentiel ou NexiFit est défini par la fonction Pascal suivante:

type vecteur = array([1..N] of real;
function NextFit(X : vecteur; ¢ : real) : integer;
var boite : vecteur;
i, M : integer;
begin
for i :=1 to N do boitel[i] :=0;
M :=1;
for i:=1 to N do
begin
if boite[M]+X[i] <= ¢ then boite[M] := boite{M]+XI[i]
else begin M := M+1; boite[M] := X[i] end;

flil:=M
end;
NextFit ;== M

end;

Pour cette procédure, N est une constante entiére et f est définie a 'extérieur de la procédure comme:
var f: array(1..N] of integer;

Q5. Quels sont la valeur de f et le résultat retourné lorsque la fonction NextFit est appliquée a 'exemple
de la question Q27
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On posera pour simplifier les notations yyp(X;c) = NextFit(X, c) (c’est-a-dire le résultat de ’appel de
NeztFit(X,c)). Montrer que Vexécution de NeziFit sur un tableau de nombres X avec X; < ¢, met dans
les ynF(X;¢) premiers éléments du tableau f une suite d’entiers qui constitue un empilement de X de coit.
ynF(X;c). Montrer que pour tout N et X:

- X
w(X;e) L vwr(X;e) < 2ﬂc—l + 1.
Q6. Montrer que pour tout N suffisamment grand, il existe une suite X = (X3, X,,...,XnN) avec

0 < X; < 1 telle que:
INF(X;1) S 1_%’_
w(X;1) 100

Q7. On considére pour chaque N > 1 la suite particuliere:

111 1
HN> (= = = e
N (2’3’4""’ N+1)'
Montrer qu’il existe une constante § > 0 telle que:

YN >1: ynr(HN>;1)~w(HN>;1) <6

PARTIE III. LE PLACEMENT SEQUENTIEL DECROISSANT.

Soit TriDecroissani une procédure de type:
procedure TriDecroissant(var X : vecteur);
qui trie les éléments de la suite X en ordre décroissant, de sorte qu’aprés exécution de la procédure, on ait:

X12X22X32---2 XnN.
La procédure NextFitDecroissant est définie par:

function NextFitDecroissant(X : vecteur; ¢ : real) : integer;
begin

TriDecroissant(X);

NextFitDecroissant:=NextFit(X,c)
end;

On note ynrp(X;c) le résultat de NexiFitDecroissant appliqué a ’entrée (X;c). On fixe dans toute cette
partie ¢ = 1 et 'on se propose d’évaluer la valeur moyenne ou espérance de ynrp(X;1) lorsque les com-
posantes X; sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur D’intervalle réel [0, 1].

RAPPELS: Soit ¢ une fonction intégrable de E'y dans ’ensemble des réels. On appelle espérance de g et 1’'on
note E[g] l'intégrale:

1 1 1
E[g]:/o / /o (X1, X2, Xn) dX1dXz - - dXn.
0

Soit F C En. On appelle probabilité de F, que 1’on note Pr[F'], ’espérance de la fonction gg définie par:

1 s (Xl,Xz,...,XN)EF
gF(-XI)XZ:”-rXN):
0 Si(Xl,Xz,...,XN)gF.

Q8. Calculer P’espérance de la fonction 7(X) = X1 + Xo + - - + Xn.
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Q9. Pour k entier,1 < k < N et y tel que 0 <y < 1, calculer les fonctions ¥r(y) et é1(y) définies par:

¢vk(y)=Pr[{X€EN | }\—1+4\'2+"'+st3/}];

¢k(y)=Pr[{X€EN | X1+Xo+--+Xe<y et X1+Xz+--~+Xk+Xk+1>1}]-

Soit &y Pespérance du nombre d’éléments X; placés dans la premitre boite, c’est-a-dire I'espérance de la
cardinalité de Q; = f~1({1}), lors de I'application de I’algorithme NeziFit. Déterminer limay lorsque
N — o0.

Soit, pour 'algorithme NeztFit, B le remplissage moyen de la premiére boite défini comme I’espérance
de la quantité:
2, Xi-

jEM
Calculer lim By lorsque N — co.

Q10. Pour r entier > 2, on définit une partition de lintervalle réel [0,1] en r intervalles I, définis comme
suit:

—~ Pour £tel que 1 <2< r: I, =]z_-}_—1-, L.
- L'intervalle Z, est défini par 7, = [0, }]

Pour une suite X € Ex et un entier £ tel que 1 < £ < r, on définit la fonction we(X) égale & la cardinalité
de ’ensemble

{i | 1<i<N, X;€Z}.

On pose:

Vi(X) = }5 —————’”‘gX L wx) =3 X

=1 =1 ¢
Montrer que ynvrp(X;1) vérifie ’encadrement:

Vi(X) = r < ynrp(X;1) S We(X) + 1.

Q11. Soit @ = (n1,nz,...,n,) un vecteur a coordonnées entiéres. Montrer que la probabilité pz définie
par:

pit =Pr[{X €EEN | wriX)=n, we(X)=ng, ..., w(X)= nr}]

vaut lorsque n; +n24+---+n. = N, et n; > 0:

N!

m —e——— V1 2Ny
pa = nylng!-. - n,! b1t tr
ol ¢; représente la longueur de P'intervalle Z,.
Q12. Calculer le polyndme Q en les indéterminées t;,12,...,%, défini par:

Q(tl’tZ) e )tr) = Zpﬁ t'l“t;,u v 't2r9
it

ol la sommation est étendue & tous les vecteurs 7 = (n1,ng,...,n,) entiers tels que n; > 0 et ny + na +
-+++n, = N. En déduire ’espérance des fonctions V;.(X) et W, (X).
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Q13. On définit Fnpp(N) comme I'espérance de yarp(X;1) pour X € Fy. En choisissant convenablement
r en fonction de¢ N, montrer 'existence de la limite:

i 20£D(N)
N—veg,

et évaluer cette limite. On rappelle que:

=%

1
Y E=

k=1
PARTIE IV. COUT DU PLACEMENT OPTIMAL.

L’objet de cette partie est de déterminer ’espérance du coiit optimal lorsque N — co. On prendra ici ¢ = 1.
Soit » = 2s-- 1 un entier impair, avec r > 3. On définit une partition de I'intervalle [0,1] en r intervalles
J¢ de la maniére suivante:

— Pour £tel que 1 < £<r, Jp =[5 4.
- L’intervalle 7, est défini par: J, = [c=+ =1, 1].
On définit pour chaque £ et X = (X;,X>3,...,Xn) 'ensemble:

WX)={i | 1<i<N, X;eJ.}.

On note Z;(X) la cardinalité de ’ensemble {,(X).

On considére une methode de placement dite méthode des placemenis complémentiaires et spécifiée
comme suit:

A. Chaque élément de ¢.(X) est placé dans une boite séparée.
B. Pour j de 1 4 s faire:
- Soit Aj; = min(Z;(X), Z,-j(X)).
— Choisir deux sous-ensembles ¢}(X) C (;(X) et {._;(X) C (—;(X) de cardinalité A;. Chaque
élément de (}(X) est apparié & un élément de (7_; et la paire est placée dans une boxte séparée.
— Les éléments restants de (;(X)\(H(X)Ur—i(X)\G/_;(X) sont affectés chacun & une boite différente.

Q14. Soit 7pc(X;1) le coiit de 'empilement produit par un algorithme obéissant au schéma de placemelit
complémentaire. Déterminer ypc(X;1) lorsque r =5 et

= (&& A0, 45 50, 80 T8 20.)
100° 1007 100 100’ 100* 100° 100/°

Etablir la majoration:

N

N
vpc(X;1) £ =

ou la fonction A, (X), appelée écart de distribution, est définie comme:

Ar(X) = llgggcr{— —- Zy(X)}.

Q15. Pour @i = (n,ng,...,n,) un vecteur & coordonnées entiéres, déterminer les probabilités:
P = Pr[{X €EN | Zi(X)=n1, Za(X) =na, ..., Zo(X) = n,-}].

On définit pour tout b entier > 0, la fonction:
b

es(z )-ZJ’;,'

j=0
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et I’on pose pour b entier avec 0 < b < ',M:
Ny = Pr[{X €EEN | VE: Zy(X)> b}]
Exprimer gy, en fonction du coefficient de zN dans le développement de Taylor de:
(e - es(z))”.
Q16. Soit I'; le cercle de rayon p centré i origine orienté positivement. Montrer que:

N ) dz
1-gnp = WA e — (¢" — es(2))'] 77

En prenant, p = ‘}, établir la majoration:

NieN - N
1—gnp < -I—V'N'—[l - (1 —e N/reb(T))"].

Q17. Montrer que pour u réel avec u > b > 0, on a:
ub N
ep(u) < (b+ 1)-3)7 et es(u) < e.

Montrer qu’il existe deux constantes C > 0 et K > 0 telles que, lorsque r = 2[”;—“—] +1letb=|NY3|
|_N1/2_|:
1—-gnp < Ke—CN‘la.

On rappelle qu’on a par la formule de Stirling:

Nl~ NNe=N/oxN lorsque N — oco.

Q18. On définit @(N) comme égal & ’espérance de w(X;1) pour X € Ey. Montrer ’existence de la limite

fim 2
N—o0

et déterminer cette limite. Soit de méme #(N) I'espérance de 7(X); évaluer

. @(N) . Inrp(N)
NIE S A e

PARTIE V. NP-COMPLETUDE DU PROBLEME GENERAL.

Dans cette partie, on part d’un probléme classique dit de recouvrement ezact ou REC. Une entrée de REC
consiste en un couple (%, {S;}1<j<s) olt  est entier positif et {S;}1<;j<s est une famille d’ensembles telle que
chaque S; C [1..t]. Le probléme REC consiste & reconnaitre s’il existe une sous famille {Th}1gncn de la
famille des {S;}, Th = S, avec 1 < ji < ... < jg < J, telle que:

R1. Les T} sont deux & deux disjoints.

R2. L’union des T} est égale & ’ensemble {1,2,...,t}.

On suppose dans la suite du probléeme que les entiers sont représentés de maniére usuelle en binaire et que
les ensembles et les suites sont donnés par la liste de leurs éléments. On admettra qu’avec ces conventions
de représentation, le probléme REC est NP-complet.

On rappelle que les opérations arithmétiques élémentaires sur les entiers (+, —, X et comparaisons) ont
des coiits polynomiaux en la taille de leurs arguments. De méme, pour les opérations élémentaires sur les
listes (recherche d’un élément, concaténation) dont le coiit est polynSmial en la longueur tolale des arguments.
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Q19. Le probleme de Sac-d-Dos (KNAPSACK) consiste, étant donné une suite d’entiers {a;}1<i<¢ et un
entier b, & déterminer s’il existe un sous-ensemble des {a;} dont la somme soit exactement égale & b.

Construire une réduction calculable en temps polynomial (en fonction de la longueur de Pargument) du
probléme REC au probléme KNAPSACK . Pour cela, on pourra prendre d supérieur au nombre J d’ensembles
Sj de lentrée de REC, et “coder” les ensembles S; par des entiers en base d formés des chiflres 0 et 1.

Q20. Le probléme dit de partition (PART) consiste, étant donné une suite {bi}1<i<s de nombres entiers &
déterminer ¢’il existe un sous-ensemble I C [1..s] tel que:

S b= 3
hel heg I -
Corstruire une réduction polynomiale de KNAPSACK & PART.

Q21. On considére le probléme d’empilement de paquets dans lequel les paquets sont & valeur entiére et
la capacité de boite est un entier 2 1. Montrer que le probléme de déterminer si une entrée (X;c) est telle
que:

w(X;e)=2
est NP-complet.

Q22. Quelles conclusions algorithmiques générales sur ’empilement de paquets peut-on tirer de I’ensemble
du probléme lorsque la capacité de boite ¢ est égale a4 17
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