PROBABILITES ET STATISTIQUES

Les candidats sont priés de respecter les notations de énoncé et la numérotation des questions.

DEFINITIONS - NOTATIONS - RAPPELS

1o Onnote:N* =N - {0}, N=Nuyu { + o}, N*=N+*y { + ©},R=Ru{+ o, — w}.
L'adjectif «réeln (respt numérique) se rapportera & un &ément de R (respt R). RN (respt RN*) est ’ensemble
des suites réelles indexées sur IN (respt N*). Si x € RM*, on note %y le n —uple (x,, ..., x,).

20 Si (ay), ., est une suite numérique, on note lim a, (respt l_xi_n a,) la limite supérieure (respt inférieure)
de la suite (a,), -

@ Tous les objets définis ci-dessous le seront sur un espace probabilisé (E, &, u) quelconque.

3° o étant une mesure positive sur (E, &) et f une fonction numérique positive (i.e. f > 0) sur E,

& - mesurable, /- o désigne la mesure de densité f par rapport & « <V Aeb, (f-a) (A) = )' S doc) .
v A

40 v.a. (respt v.ar., v.a.n.) est ’abréviation de variable aléatoire, i.e. application mesurable de (E, &)

dans un autre espacc mesurable (respt v.a. réelle, v.a. numérique). Y étant une v.a., on note wy sa loi, ie. la
mesure image de p par Y.

a.Si U est une v.a.n. p-intégrable, on note EJU = J'U dp. (ou, s’il n’y a pas ambiguité, EU).

b. De méme, si F est une sous-tribu de &, E:'U est P’espérance conditionnelle de U relativement 3 F

pour la probabilité y. Lorsqu’il n’y aura pas ambiguité, on la notera E”U et on notera de maniére
identique un représentant et sa classe - pss. .

5° 8i A, Be&, on note A « Bu-ps. le fait que p (1, < 1) =1 et A =Byups le fait que
(s =1p) =1.

(1, désigne la fonction indicatrice de la partie A.)

— Les définitions suivantes s’adaptent immédiatement au cas ois Uensemble d’indice est N* au lieu de N,

6° Sil = (Un),, ¢, €8t une suite de v.a.r., on note (U, =) 'ensemble des éléments e de E tels que la

suite réelle (U,l (e))mS N S0it convergente dans R.

7° Soient (&,) . une suite croissante (&, Eniy YneN) de sous-tribus de & et U = (Un), o, une
suite de v.a.r. ;

a. La suite U est dite (Br), .\ -adaptée si U, est &,-mesurable pour tout n e N.
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b. U est une sous-marting gale (respt martingale) si elle est adaptée, si, V. n € N, U, est p-intégrable etsi:
VnelN*, Ein_l (Up — Up_,) = O (respt = 0).

(St besoin, on précisera les éléments de référence; exemple : U est une y-sous-martingale relativement

a (Ba)

neN

¢. Une martingale U = (Uy,),

oy o8t dite bornée dans L* () s sup E, |U,| < + .
v neNN

Dans tout le probléme, on utilisera (sans les démontrer), les résultats suivants :
TH1 | SiU = (Uy),,,, est une martingale bornée dans L' (u), on a: p (U, ») =1.

TH2 | Soit U = (U,)

alors :

ey une sous-martingale. S'il existe ¢ > 0 tel que: VneN*|U, - U,_,| ¢

i (Un "‘) = Z E;‘”_l [(Un - Un-l) + (Un - Un—x)’] < + © =p-8.

| net

Soit (Uy), . ;. une suite de v.a.r. indépendantes définies sur I'espace de probabilité (Q, B, P) de loi
gspective N (0, ¢3), n e N*, oli 6, > 0, et N (m, o¢®) désigne 1a loi gaussienne sur R de moyenne m et variance ¢*.
fent O et 6 deux réels distincts. On définit les deux suites de v.ar. X = K)o g ot X = (5(,,)’”_r pe BT les

rieure) ations :
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‘a. o Démontrer que, ¥V n € N*, la loi de X, (respt )~(,,) est une mesure de densité (notde) Q, (respt 6,,) par

rapport & la mesure de Lebesgue A, de R®, et que Q,, et Q,, peuvent &tre choisies strictement positives

taF
anisr sur tout R" (On ne demande pas une expression analytique de Q,, et Qn) Q,, et Q,, seront ainsi
choisies par la suite.
Soi N*, ¥V Xn-s A Vv \'%
¢ qu oit, pour nelN*, V,= S et Vo=(V,, ..., )
n

. B. A quel type de loi obéit la v.a. V, & valeurs dans R™ ? Quel est le vecteur moyenne de V, ?

de N Y. On note A la matrice de covariance de V, et C une matrice orthogonale telle que CAC* = D soit
diagonale (C* est la transposée de C).
que 1 On note R la matrice diagonale n x n définie par :
1
\ —= s Dy>0
p un Ry \/Du
0 sinon

Soit ® = RCV,. Préciser 1a loi de ®.

55



L. a. 3. Si| .| désigne la norme euclidienne usuelle dans R" et < ., . > le produit scalaire associ¢, démontrer
que :

[Vil*> <D®, & >

et en déduire que :

Ee~ I Vni® < I I
\/1+2D

i:Dy>0
1. @. &.  Etablir alors Pinégalité :

1
E L
l Y" I [Eem [ Va "a]z

N

1. a. §.  Démontrer les équivalences :

[ . | © a
(DI R EERS P B

n e (¢
| _n=1 J ne= "
D) e D)

L. n=1 J n=1

1.b. @ On note encore X (respt )~() Papplication : & - (X,, (co)),,GN. (respectivement: @ s (in ((o))nEN*)
de Q dans RM",
VjeN*, x; est la j-tme projection de R sur R : 7ty (%) = %, pour tout élément x = (%)j e v de IRN*
G, étant la tribu borélienne de R, on déﬁmt alors, ¥ n € N*, la famille €, de parties de R™
€, = n n;‘(A,)IA,eG.’:R,]—l A et B = U €, . Pour tout n e N*, B, est alors

Je=t

la tribu sur R™ engendrée par G, .

i neiN*

1. b a.  Vérifier que VneN* 1@, e B, ,, c Bo.

1. b. 8.  Démontrer que X (respt X) est une v.a. définie sur (Q, B, P) & valeurs dans (R™, (B).

1. b. y. Si Q, (respt 6,,) est la fonction positive définie sur R"

par, Vxe R™ : Q@) = gn (_"fn)
(respt 6" (x) = Qn (x,,)) » ou ne N*, vérifier que Q, et (3,, sont (3,— mesurables.

®  (respt (I) est 1a loi de X (respt 5{), c’est-a-dire la probabilité image de P par X (respt 5()

Si et B sont deux probabilités sur (RY', Bw), on définit les trois relations :

*<Be(AecBoet B(A) =0 = «(A) = 0)
a~vBe(egPetBf <o)

alB¢(3AE(ﬁwtel que a(A) = 1 et B(A) =0).
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2. a. «

2. a. v.

2. a. 3.

2. b. a.

2. b. B.

2. b. v.

2. b. 8.

2. b. =

Le but de ce probléme est d’établir un critére caplicite déterminant dans quel cas Pune de ces
relations est satisfaite entre y et (;.

N 1 ~ ~
— On définit les probabilités sur (R, Bx) : v = 5 (@ + @) Bn =B, Ba = B|a,

1 ~ ~ - ~
V=5 (o + @) o, Vne N%, | %, (resp" ® %,) est la restriction de w (respt p) a G, .
— On définit, ¥V n € N*, les v.a. définies sur (R™", () par :

7, = Ql‘ Y. = —EgnT Y, = __._2&__
n n - n ~
Qn + Qn Qn + Q"

~ ———

et Zo=TmZ, Yo=1imY, Yo=ImY,.

SiA;je®, Vji=1,...,n, justifier la formule :

n »

;’-n n ! (AI) = ’ Qn da,

j=1 ’ Al x ... x Ay
et exprimer la probabilité (:.n a Paide de Z, et w, (neN¥).

Démontrer que Z = (Z,), . ©st une p— martingale (B), ¢ »— adaptée et bornée dans L' (u).
Que dire de la convergence (- p.s. de la suite Z. (Utiliser TH 1) ? Que vaut p.(Zo = + ) ?

Exprimer la probabilité u, (respt ;.n) 3 Vaide de Y, (respt Y.) et va.

Démontrer que Y = (Y,), .. (vespt Y = (f n)pepu) €8t UDE V- martingale (®3,) _, .~ adaptée et en dé-
duire la convergence de la suite Y (respt ?) v—p.s. et dans L* (v). Etablir alors que: Yoo = Zoo - Yo v- p.s.

Vérifier que VneN*, VAe®,: n(d) = f Yodv, puis en déduire que p = Yeo-v. Eerire lo
A
résultat analogue pour F). sans le démontrer.

Vérifier que, V A € B :

A »

. ¥ .
F1) ®(A) = ‘ ?'zl(Yw;éO) dt*+‘ Yoo Ly = 0) 4 V-
o/ A

A

En déduire 1a formule D.L. :
(O.L) YA e®a, ;(A)=j;zmdu+§.[A NZo = + ©)].
Démontrer bri¢vement la formule :
f? dp = ftp Zo dp + fi(zow roy@dp
pour toute v.a.n. ¢ définie sur (R™", Bw) positive ou bornée.
Démontrer 4 1'aide de (D.L.) les équivalences suivantes :
(F2) p€peBZo=1 & plo<+®) =1

(F 3) plpeBZo=0 < pZo< + ©)=0
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3. ® On pose, pour tout n e N* : oy = Zi avec Z, = 1. -
n-1

G, est la tribu triviale {o,R" }. On se propose d’établir les équivalences suivantes :

(F4) §<p¢§(2 (1—Ef"“’\/§;)< + o | =1
| nsi

(F5) blpeg 2(1_Eﬂ3"-*\/97,;)= + oo | =1
L n=1

3. a. «  Démontrer que, ;c-p.s. :

(Zm<+oo)==(0<Zoo<+oo)=(Z,,->)

— Soit u la fonction réelle définie sur R par :

" x si %] <1
u(x) =
) } signe (x) si x| > 1

n

2 u (Log &) —

k=1

3. a. B Vérifier que ;:—p.s. (Zw < o)

]
!

3. b. «.  Démontrer que si ¢ est une v.ar. B3, - mesurable positive ou bornée définie sur RN, on a :

Bp_s

EL
M

@) = ES"* (Gan) popes.

3. 5. 8. Endéduire ;"' () p-p.s.

3. b. y. Soit, ¥ ne N*, W, = 2 u (Log o).
k=1

Démontrer que W = (W), cne €5t une (1— sous-martingale (®,)
galité : xu (Log x) > x -1 Vx> 0.)

- adaptée. (On admettra Piné.

neN*

3. b. 8.  Ktablir (F4) et (F5) en utilisant 1a propriété TH2 et la double inégalité (que Lon ne demande pas
de démontrer) : il existe A,Btels que 0 < A < B < + oet, Vo> 0:

Al - V)P < xu(Logx) + xu*(Logx) + 1 — % < B (1 - V)2l
4. a. «.  Calculer explicitement oy .

4. a. B.  Utiliser alors 3.b.a. pour donner une expression analytique de Ef "1 (V) ;;.—-p.s. .
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4, b. «. En déduire alors les équivalences :

Mo . .
. r2
w<p = P ZX";’<+oo =1
[
L. n=1 "
] - )
plp = P ZX"2"=+00 -1
On
L. n=1

4. b. B. Démontrer que 'on a l’alternative :

~

p~p ou o _1_;1 (utiliser 1. a. §.).

4 b. y. En particulier, si § = 0, X = (U,)__,.-

Caractériser alors 1’alternative en terme de la suite (a,), .-




