RAPPORT SUR L'EPREUVE DE PROBABILITE ET STATISTIQUES

Analyse du sujet.

Le théme de ce probléme &tait la comparaison des lois de deux
processus gaussiens particuliers‘avec critéres explicites d'équivalence
ou d'étrangeté de ces lois. L'&tude s'appuyait sur des travaux généraux
de comparaison de mesures de N. SHIRAYEV. Les points fondamentaux du pro-
gramme apparaissaient successivement : variables aldatoires gaussiennes
dans R" (trés souvent mal connues des candidats), convérgence PSes
théorémes de convergence monotone et dominée dans la premiére partie, me-
surabilité&, loi et théordme de transfert, densité et enfin espérance con-
ditiomnelle dans la deuxi®me partie ; cette dernidre notion &tait utilisde
plus en profondeur dans la troisiéme partie. La quatriéme partie utilisait
la notion de loi et densité conditionnelle et domnait lieu 3 des calculs

explicites classiques sur les densités gaussiennes.

Corrigé résumé.

Souvent le corrigé des quesfions sera suivi d'un commentaire

noté (com).

l.a.ox) V&xEW*, §n est une fonction linéaire de En' En ayant toutes

ses composantes gaussiennes et indépendantes, Hn est gaussienne et donc
aussi En' o, étant non nul pour tout n, En admet une densité dans R"
par ailleurs la transformation lindaire donnant zn en fonction de Hn est
trivialement inversible et donc zh admet une densité Qn dont le rapport °

n . ~ o
est R tout entier. Il en est de méme pour zn'

(com) beaucoup de candidats ont une mauvaise connaissance des v.a. gaussien-
nes. Toute trés répandue : f§n a ses composantes gaussiennes donc §h est

une v.a. gaussienne" !

l.a.B) !ﬁ étant un transformé linéaire de zn est gaussien., On a

-12

1 . . . . ~ -

EVn = ;—-EXn_1 = 0 (se voit par 1tération, les . Un étant centrées) et
n

donc EV = Q.
—rl

(com) Vd =0 et par conséquent Yn n'admet pas de densité&, contrairement

a8 ce que beaucoup de candidats affirment.

l.a.y) ¢ = R<:Vn est encore gaussien centré ; sa matrice de covariance

A¢ est donnée par : A¢ = Rc:A(RC)* = RDR soit (A¢)ij =.{1 si i=j et Dii:

0 sinon

(com) assez bien traité.
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1.a.6) C &tant orthogonale et DR &tant un projecteur orthogonal :

i
w12 = e v 12> 2ryc v 2 = w2 dton IV 12 > <Dg,¢>.
—n -n -n -n

- N

N

Alors, les ¢, _étant indépendantes de loi N(0,1), si D,. >0

ii
; 2
2 " =D..¢,
Ee ! <geDst>_ T (Ee Hhy= - m 1
. 1:D..>0 V142D,
1:Dii>0 ii 1i

(com) on voit souvent des calculs d'ume page pour démontrer la premiére

inégalité !

l.a.g) V_ @&tant centré :
—n

Elvi2=trA=trD= I D,.< T (1+2,,)
-n 3:D,.>0 i:D..>0 1
ii ii
d'od By 12 < L —
n -l 1
Ee no
(com) assez bien traité.
2
2 B 9 v
l.a.z) Puisque Ilznll = I Vj et que E e =1, il résulte du théoréme
j=1

de convergence monotone pour les suites croissantes et décroissantes que :

2 2 1
(l.a.z.l) E(C X V.) < .
iy J © ., 2
] - 5 V
j=1 3
Ee
o0
Alors, si X Vj <o P-p.a., le membre de droite est fini et
o j=1
E( V?) <o,
j=1

La réciproque est trivialement vraie.

[+ o]
Pour la seconde équivalence, si X E V2 = 400, il résulte de
® 5 n=1 n
- TV
(l.a.z.1) que E e n=1 =0 et donc, P[ X Vi=+oo] = 1 3 la réciproque
n=1

est triviale.
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(com) ce passage 3 la limite dans 1'inégalité l.a.e&) aurait permis la

clarté et la concision des solutions ; méme les parties triviales (résul-

tats €lémentaires d'intégration) sont souvent l'objet d'erreurs grossigres.

n+l
(A.) = N T,
J j=1 J

1 1

n
1.b.a) 8ncg;l+l (prendre 521 nj

- 1~
Il en ré&sulte que fbn C(Bni-l' De plus 6n+1 c 6@, d'oti :Bn+l Cﬁw.

(AJ.) avec An+l = R).

1.b.B) gw = U @n étant un systéme générateur de (.Bm,, il suffit de mon~
. n _ n _
trer que Vn, VAEﬁn, X 1(A) E®. Orsi A= N ﬂjl(Aj), on a :
j=1

x ') =
h|

[ I =
" op

X)) =

-1
| ; (ﬂj oX) (Aj)

1

1 -1 -
d'oi X (A) = N

X-.-I(A.) € car X., j=1,...,n, est une v.a.r..
j J 3 ]

1

(com) cette question a souvent &té& mal abordée ! El%e permettait pourtant
eqe - N . .

de se familiariser avec les v.a. & valeurs dans R avant d'étudier leur

loi.

1.b.7) Qn =g_no(ﬂl,...,ﬂn).(ﬂl,...,ﬂn) étant (j?)n,ﬁ?)ﬂn)—mesurable, (:E;)Rn
est la tribu borélienne de [Rn), Qn est @n-mesurable comme composée

. d'applications mesurables.

(cgm) L'énoncé faisait nettement la distinction entre Qn définie sur

N n .

R et gn sur R ; on trouve pourtant beaucoup de confusions entre ces

tribus. La factorisation de Qn est peu souvent vue,

2.a.q) %n est un systéme générateur de %n stable par intersection finie
et engendre Sbn s la probabilité "Tn est alors entidrement dé&terminée par
ses valeurs prises sur (6n' Or, d'aprés 1.b.B), puisque ?;n =P

XIB

n
-1 n

m (A)) =P[n
A j=1

IA X...XAn—Q-n d Zn

Wod

~ ~e]
un( &' a1

j

|
3
o
1

o
car _Qn>0 partout IA ... %A -Q—Egn n
n =n
[o

@
IA x...xa @ ¢ Px
n




Q o(ﬂl,... i )
Q o(ﬂl,...,ﬂ )

d P

MA ><...><A°(rI .-.,Tl

1

(On a utilisé le fait que §n =X o(TH,...,ﬂn) et le théoréme de transfert).

I1 en résulte que Boo= Zn.un.

(com) si deux probabilités coincident sur un systéme générateur stable par

intersection finie, elles sont &gales ; cette derni&re propriété est sou-

vent oublide. Quant au théoréme de transfert, peut pensent 3 l'utiliser.
Cela provient sans doute d'un manque de prise de conscience de la nature
des différents objets manipulés (en particulier sur quels espaces sont dé&-
finis les v.a. et les mesures). Cette question a souvent &t& trés mal trai-

tée.

2.a.B8) Zn est ﬂ}n-mesurable pulsque Qn et 6; le sont. Alors, pﬁiéqué
Z 20 : E Zn on d Mo u (Bm ) = 1. Donc Zn est yu-intégrable et

sup Eu Zn < 4o, De~p1us, VA Efbn, IA Zn+1du A Zn+ldun+1 =u +1(A) et
5 Zdu =jAdpn=un(A).

Mais u_ = Mari|B. = Mip ; il vient : f Z .4 f z du, VAEﬂ?»N et,

D  stant M -mesurable : E n Z =72 . Z=(Z ) est alors une martin-
n n u n+l n n

gale positive bornée dans Ll(u). Elle converge dans R yp-p.s. (THl) vers
Z_. Alors : u(%w = +0) = 0,

(com) cette question ne demandait que la connaissance de la définition de
1'espérance conditionnelle, ce qu'un bon nombre de candidats n'ont pas l'air
d'avoir ; assez bien trait@e par ceux qui ont s aller plus avant dans le

probléme.

. * . _ ——2—_ ¥ ' -
2,a.Y) vVneE N : Yn = l+zn et Yn = ZnYn' Alors, d'aprés 2.a.0)

1 1 oo ) . ..
v,o= 2(l+Zn).un = Yn'un ; d'oli, Yn étant strictement positif, par le

.

théoréme d'intégration par rapport & une mesure 3 densité :

1.
n o' 'Y "Yn Une
n

Ensuite : uo= Zn.un = Zn.(Yn.vn) = (ZnYn).vn = Yn.vn.

(com) cette question a souvent &té& traitée trés formellement par un cal:
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"algébrique" entre fonctions et mesures non justifié, et souvent non jus-

tifiable...!

2.a.6) Yn est fﬁn-mesurable puisque Zn 1'est. De plus VAEan, il

résulte de 2.a.Y) que : Y  .dv dv = u (A) et de méme

‘A n+l = IA Yn+1 n+l
J, Y dv = (8). > 5

. _ . . . n |
Puisque un+l|23n Uos il en résulte que : Ev Yn+1 EV Yn’ et que

n+l

sxt.\lp EvYn =1,

- ° 3 - l k4
Y est donc une martingale positive bornée dans L (v). La suite (Yn)n
converge donc vers Y_ v-p.s. (TH ). La convergence a lieu aussi donc

”*
L (v) par convergence dominée puisque, Vn€EN : O<Yn<2.

Il en est de méme pour la suite (Yn). Mais, Vn GN*, ?n = Yn'zn' I1 en
résulte que, v-p.s. sur (Yw>0), la suite (Zn) converge vers Z _ et que

Y =YZ v-p.s. sur (Ym>0).

(com) : pour l'espérance conditionnelle, méme remarque qu'en 2.a.B) ; par

ailleurs le théor2me de convergence dominée semble loin d'étre acquis par

bon nombre de candidats. Contrairement & ce qui &tait demand&, on a seule-

ment Y =Y Z v-p.s. sur (Y >0) et non sur tout l'espace (sur (Y _= 0),
o [----] (=] ©o

Z, est infini v-p.s.) ; il a &té& bien slr tenu compte de cette erreur

d'énoncé lors de la correction.

2.b.0) Soit n €EN* et n>n. VAED (B ), ona:
o o n n

u(a) = u_(4) = [A Y dv = jA Y dv.

. 1 . .
La suite (Yn)nEN* convergeant dans L (v) vers Y » il vient :

(*) (&) =f,¥dv  VAED , Vn EN".
o

(%) est encore vraie VA E U *:Bn’ systéme générateur de :Bm stable

n EN
par intersection finie et donc u = Y .v (de méme 1y = Yoo.v).
2.b.8) On a, VA €5b°° :
~ ~ ?oo
u(a) = IA Y dv = IA T Yo Ty 40ydV * IR Ym'U(Yw_o)dv.

Fl résulte alors de ce que :

2.b.Y) On a vu en 2.a.8) que 'S\f’
Y
o

on a alors Z_ = T u-p.s. sur (Yw>0). Comme de plus
Y d

Y .v.
e o]
=ZY v-p.s. sur (Y >0) ; mais up<<v ;

u(Y_=0) = I(Y ~0)¥edV = 0, il vient, VAED :

8o
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Y
In T Y 4oyt 7 Iy 2o O

%k
De plus, Vné€EN , Zn = —Y-?— - 1. La suite (Zn) est alors convergente dans
n i

R v-p.s. et on a v-p.s. (Yw=0) = (Zw=+°°). D.L. résulte alors de Fl'

2

2.b.8) La formule demandée est D.L. si ¢ = 1A (A Eﬂbw). Par les procé-
dés classiques d'intégration (fonctions &tagées positives, limites crois-
santes de telles fonctions, décomposition en parties positive et négative),
on obtient directement la formule pour toute v.a. ¢ ﬁbw-mesurable positive
ou bormée.

. ~ *
2.b.g) Puisque u(IR'N ) =1, il résulte de D.L. les équivalences :

Euzoo =1 @ u(Zm=°°) =0 et EuZm 0o u(Zw=°°) = 1.

De D.L., il vient aussi que Tf(Zo:oo) 0 = VA €35°° u(a) = IA Zmd.11 et donc

W(Z =) = 0= U << p.

Inversement, si ’ﬁ' << u, puisque d'aprés 2.a.B) u(Zm==o°) =0, ona

TJ'(ZO:O) = 0 et donc :
<< = u(Zq;&D) =1
En réunissant ces trois résultats, on obtient F2.

O Si u J.'ﬁ', 3B Eﬁbm tel que u(B) = 0 et Tf(B) =1 et donc, d'aprés
D.L. : 1 = W(B) = W(BN(Z =) d'oll y LU= Wu(Z =) = 1.

Inversement, si E(Zoomo) = 1, puisque u(ZO:w) =0, ona U J.?.l’ 3 F3

est établie.

(com) cette question a eu beaucoup de succés.

3.a.0) Z_ étant ﬁbw—mesurable, il résulte de D.L. que : T;(Z‘:O) = 0,
d'ol : Tf—p;s. (Zm<00) = (0 <Z°°<oo). Puisque W << v, il résulte de 2.b.Y

que (Zn) converge dans r* Tf-p.s. et donc (Zoo<oo) = (Zn —) T;-p.s..

(com) Cette question a été& peu traitée.

n
2~ Log a
k=1 k

et

3.a.B) Si (an)c(R*)+, les suites de terme général
n

T u (Log ak) convergent ou divergent dans R en méme’
= n "
Zn = ek=1 , il résulte de 3.a.q) q-ue: T, .
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n n
u-p.s. (Z <) = (kEILOg o ) = (kilu(Log o, )=)

(com) question trés peu souvent traitée.

3.b.x) VA Ei)?)n_l, v wﬂbn—mesurable positive ou bormée, on a, utilisant

2.a.0) puis le fait que Zn-l est strictement positif et 33n_1—mesurab1e :

) Z
U = T = = -
IA v du = IA v dun IA v Zn dun J'A v Zn—l Zn—ldu'

B
SylE " o)1z du = Sk M)z ddu )

mn—l ~ :Bn—l ~
Sy By Ge)ddu o= S, E (v )du.

jsn—l ':Bn-l ~
I1 en résulte que : E'ﬁ' ) = El1 (\pcln) U™P.S..

(com) outre le maniement des propriété&s classiques de 1'espérance condi-
tionnelle, cette question exigeait un soin particulier dii & la présence

des deux mesures u et 'ﬁ’

3.b.8) En particulier, si y=1, on obtient :

ﬁbn--l "Bn-l
1 = E'ﬁ' (1) = Eu (O(n) U=p.s..

3.b.Y) W est bien siir t3’1_1-111e31_1rab1e et K—-intégrable. D'aprés 3.b.a),

1'inégalité donnée et 3.b.B), on a, ?1'-p.s. :

:Bn-l jbn—l
) = E11 [an u(Log (xn)] > Eu (a_-1)

it
o

el w —w
H n n-l

(on a utilisé an>0).
W est alors une Q-sous martingale.
(com) lorsqu'elle a &té abordée, cette question a &té bien traitée

3.b.6) Alors, puisque |Wn4wn;1| <1, vn=>2, TH.2, 3.a.B), 3.b.a) et

la double in&galité donnée permettent d'écrire :

- B
pes. (<o) = () = (T B, lu(Log oq) + u”(Log )] < =)
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o B

= (X Euknl[mk u(Log ak) + O(k uz(Log Olk)] <
k=1 .
o 51.1 2

- (k}=:1 Ey (;,.l_/&k) <)

Développant le carré@ et tenant compte de 3.b.B) :

B

2 k~1
= 2 Eu (1—/&&)

k-1
E, (1—/Ek)

d'ot : 1)

~ «° k—l —
u=p.s. (Z <) = ( Z E (1-Ya, ) <),
> k=1 ¥ ak

De F et F

9 3 résultent alors les équivalences : F4 et F5.

(com) méme remarque qu'en 3.b.Y).

Nn Qn--l w*
4.3.0) Ona: & = — . Mais X = (X »X ) ; alors, Wx€ER ,
n Q -~ —n -n~1""n
n cZn-—l
217201 17
_gn(zn) = —Q-n-l(—}in—l)fxn (xn) oll fXn est une densité condition—
nelle de Xn sachant -)En—l’ qui existe puisque gn admet une densité.
Il résulte de plus de l'équation de définition de X etde 1'indépendan-
X17Z0m1 '
ce de X, et Un qu'une loi conditionnelle Pe est &gale 3 :
n
X =X
—n—1 —n~-1 - 2
Pox +u “Pox 4y = I\](exn—l’cn)'
n-1 n n-1 n
Alors : g
X =X
t'-)‘(‘n-l —n—l(xn) ,
cxn(x) = Xn = vx EIR[N , soit :
~n-1 =n-1
£y (x)
n
_ l[(xn—exn 1,2 _ Fn 1.2
3 5 ) —(—3 )]
(xn(x) = e n n

(com) cette question, qui pouvait &tre traitée indépendamment d

2 et 3 n'a pas été abordée, 3 quelques exceptions prés.
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4.a.B) D'aprés 3.b.a) on a, en prenant Y = ——l_::
Yo
an—l :Bn—-l 1 !

Eu (/O_Kn) =E’ﬁ’ (—) u-p.s. .

Ya
n
VAEG de la forme A = I 191, (A.), A. €B , on a, tenant compte
n-1 ju1 4 i R .
~ ~ En—1=-}-{-n—l
de ce que : _gn(_gn) = —Qn—l(in—l)f'i (x) :
n

1
J, E (—du =
A S /o
n
T T e T T e o UO X I D
A ( S )T+ ( S ) "2-( - )
f e n n € L. o (x)dx
Alxoa-xAn_l o_n‘/zn Qn l -1 1 - 1
2 2 1
sl (x - x__)+(x - x ) dP = (x__
Il ( ) I 4o [ n 1 n 1 dan -}En-l n—1
= e
Alxcc.xA _1 "'n_l {o_ Zn

la derni&re égalité résultant du théoréme de Fubini. Le crochet est &gal a

o~ o~ 2
1 0+0 2 2 0-0,2 X ~
-— (x_-——x__ )"+ x_ (=) _ "n-1,0-0,2
| 202 n 2 “n-l n-1" 2 ——7—{53—)
n . e n
Je dx =
onVZTI n

Alors, VA € ‘6n_1, et donc, toujours par le méme argument, VA E:Bn—l :

x2 ~
- n—l(@—O 2

n-1 2 204 d?f(x).

" &

I

i = [, e
n Yo
n

L'intégrant du membre de droite é&tant ‘Bn— -mesurable, il vient :

1
2 ~
*n-1,0-0, 2
"7 95 ~
o y-p.s.

' )
E ey =8 "y - e
A A

jal
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(com) traitée uniquement par quelques candidats, cette question ne néces-

sitait que des calculs simples sur les v.a. gaussiennes.

4.b.a) Si (un)n en* est telle que 0<un<1, les séries de terme géné-
ral |Log unl et l--un convergent ou divergent en méme temps ; alors
puisque 0O # 6: il résulte de 4.a.B) que : ‘
= 1 e X2
5l = (1-E " (V&) <] = P[ £ ()7 < ]
u n T, o
n=1 n=1 n

F4 et F5 permettent de conclure.
4.b.B) Tenant compte de (l.a.r) et de 1'équivalence analogue obtenue en

changeant X en X, on obtient :

r~

© X122
p<<y @ I E( g )" < 4w
n=1 n
© X 1.2
T <<y ® 3T E(—=2)° < 4o
n=1 n
co '}\{' - X
W l¥ e z EEEY i o 5 BEDH - e
o o
n=1 n n=1 n
1'alternative est alors claire.
pe ~ 'i-lz n-1
4.b.Y) En particulier si © = 0, on a X=U et E( 7y = 5
n o
n
® g
Alors : U~y & X < 4o
n=1 0n+1
2
©w g
puluy & X LS. +o0,
n=1 °n+l

Répartition des notes :

0a4|539|10a14[152a19]20 324|125 2a29(302a34(35340

! 143 | 79 43 37 31 11 12 5

nombre de copies (y compris les copies blanches) : 361l.
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