MECANIQUE GENERALE

PREMIERE PARTIE

On considére un systéme différentiel de m équations du premier ordre, autonome et mis sous forme norm.

1) % = X (%, %, .., Z)s t= 1,2, .. m

Les fonctions ¢ —» %; (2) sont les m fonctions inconnues de 1a variable indépendante réelle ¢; Jes xy =

—_—
N

4

leurs dérivées. Les m fonctions X, , supposées indépendantes de ¢ (s stéme autonome) sont m fonetions donndes
1> SUpp

m variables réelles x,, x,, ..., %m - On les supposera différentiables, de classe C .

La solution #, (¢) de (1), correspondant aux conditions initiales %, (0) = %19, définit une trajectoire de 1.

1° a. Montrer que, pour qu’une fonction différentiable Fley, 2,5 oy 2, £) soit intégrale premiére de (1), c’est-a-c
pour que F garde une valeur constante le long des trajectoires de (1), i faut et il suffit que F satisfass

Péquation aux dérivées partielles de Jacobi :

m

@ AN X )F  OF ~o.

el ‘.D?,-‘-ﬁ—-

i=1

b. L’équation (2) introduit Yopérateur différentiel

m
X‘; = Z X‘
(4 x‘
i=1
et 'on remarquera que, pour les fonctions F #,x,,
se réduit 4 X6 (F) = 0,

Montrer que X% est une dérivation sur ’anneau A des fonctions des x, , définies sur un ouvert de R™, (
classe C®, c’est-a-dire que, quelles que soient F et G, éléments de Hb, on a :

% (F +6) =% (F) + % (G)
% (FG) =FX%(G) + G X% (F).

¢. De fagon plus générale, on considére une fonction différentiabie & de p variables réelles
tions F,, o = 1, 2, ..., p, éléments de A et la fonction composée g (F, , F,, ..., F 0. M

le

«+s» %) ne dépendant pas explicitement de ¢, Péquation (

215 %35 ey 2, p fonc
ontrer que 1’on a :

p
W J
% (g (F,, F,,., F,)) = 2 DG(FaaTg (F,, F,,.., F,) .

a =1
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2 déduire que toute fonction différentiable de p intégrales premitres de (1) est une intégrale premiére de (1).-
n solide K, de masse M, est mobile autour d’un de ses points O maintenu fixe par une liaison sans frottement.
est placé dans le champ de la pesanteur de grandeur constante g.

42)11 rapporte I’espace & un triédre fixe orthonormé direct O #, 5, z, (0 2, verticale ascendante) et I’on considére
ie triédre mobile orthonormé direct O xyz des axes principaux d'inertie de K en 0. On suppose que K vérifie les

hypothéses de S. Kovalevskaya : les moments principaux d’inertie de K en O sont A, A, g etle centre d'inertie
;. ) o 1 — @A - w?A )

G de K se trouve dans le plan Oxy; aussi, on définit Yagxe Ox par 0G = —— %, ;o étant la distance
, 2Mg 2Mg

de G 2 O avec @ constante réelle non nulle. On appelle Q le vecteur rotation instantanée de K par rapport a
Ox,7, 2 etlonpose d =px + gy + 12 etz, = ax+PBy+ vz

a. Ftablir le systtme (Z) des six équations différentielles du premier ordre aux six inconnues p, ¢, 1, @, {3, ¥- Le
systtme (Z) traduit, d’une part, le théoréme du moment cinétique appliqué & K en O et, d’autre part, le fait

que la vitesse absolue de P’extrémité du vecteur d’origine O et équipollent a ;1 est nulle.

b. Appliquer ’opérateur X, attaché au systéme (Z), mis sous forme normale, successivement & :

o, B%, v3, %, ¢*, r*, w?a, ap, Bq, Y1,

puis, & I’aide de ces calculs, retrouver le fait que z, est unitaire et les deux intégrales premiéres classiques

de (2).

ormale : c. Calculer ensuite 26 (p* — ¢* — w?a), % (2 pg — w?B) et en déduire I'intégrale premitre de (X) propre au cas
de S. Kovalevskaya.

30 On définit les puissances entidres de ’opérateur X attaché au systéme (1) en posant, pour toute fonction F de

_“%‘ sont Panneau & :
mées des X°F)=F
X%k (F) = %6 6~ (F)) , ke N*.
le (1).
@ Pour tout entier naturel k, exprimer au moyen de X! (F), %! (G), 1 = 0, 1, ..., k : X (F + G) et X* (FG) od F
est-a-dire | et G sont deux éléments quelconques de Jb.
isfasse 4 | .

DEUXIEME PARTIE

Dans toute la suite du probléme, on appelle série formelle en t, & coefficients éléments de Jb, une expression
de la forme :

k

2 2
8) S A,,+tA,+§—!A,+...+E—!A,,+...

EE

o
tk

k1

A
uation (2, k=0

CR™ . d laquelle A, , A,, ..., Ay, ... sont des fonctions éléments de Jb.
’ Sauf indication contraire, on ne fait pas d’hypothése sur la convergence de la somme infinie figurant au
nd membre de (3). '

On définit sur I’espace des séries formelles, ’opération d’addition de deux séries formelles S donnée en (3) et

[: ]
, gk
,,p fone = Z Al B,, en posant :
ma: k=0

S+U = ZE(A,C+B,C).

k=0
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ot les C}, sont les coefficients du binéme.

De méme on définit le produit SU comme étant la série formelle :

@ l=F
zﬁ t*

SU= k—i V; ClchlBk—l
k=0 Il=0

¢

On remarquera que S + U s’obtient en ajoutant terme & terme les séries formelles S et U et que SU

en développant formellement le produit des séries formelles S et U et en regroupant les termes de méme de,

On définit encore la dérivée par rapport 4 ¢ de la série formelle S comme étant la série formelle :

28 -1
—a—t-=A1+tA2+ LIRS +’(’]‘c‘—:i-)——!'Ak+ .

De plus, si X est un opérateur différentiel sur Jb, on définit 1a série formelle :

k=10

On dira que la série formelle S est solution formelle de I’équation de Jacobi (2) et donc intégrale ¢

formelle du systéme (1), si I’on a formellement :

2S5

%)+ =

0,

le membre de droite de cette égalité étant la série formelle nulle, série dont tous les coefficients sont nuls.

1° a. On considére alors la série formelle S donnée par (3), oit ’on a posé A, = F, F é&lément de Jb.

@

Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que cette série formelle soit une solution f

de (2) est
A, = (— F X6 (F), keN.

On est ainsi amené a appeler série de Lie de la fonction F, relative & V'opérateur X, la série formelle :

£x®= 3 El .

k=0

La formule (4) définit un opérateur £, que P'on notera aussi exp (— ¢X) par référence au développen
série de Taylor de la fonction exponentielle. £ applique 1’anneau b dans Pespace des séries formell

Montrer que £ ,; est un opérateur linéaire de noyau nul, ayant pour image 1’ensemble des séries forme'
sont solutions formelles de (2).

On dira qu’une fonction F est régulitre si sa série de Lie £\, (F) converge pour tout ¢ d’un intervalle

de R contenant I’origine et si la somme de cette série est une fonction différentiable de I’ensemble des va

Xy s Xy 5 eers Xy 5 £ dont les dérivées sont sommes des séries de Lie correspondantes supposées elles aussi
gentes.

Montrer que si F est régulitre, la somme de la série de Lie L\ (F) est une intégrale premiére de (1).

. Soient ¢, les m fonctions coordonnées :

P (%, , Ky s vy Bg) = %y,
On suppose ces m fonctions régulitres pour le systdme (1).

On appelle séries fondamentales de Lie du systtme (1), les m séries de Lie £x () et on
(£ (@) (%4 os 2, £) les sommes de ces séries.
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Soit ¢ — %, (£) la solution de (1) pour les données de Cauchy : x, (0) = x,, . Montrer que :

(’en\l (‘Pl)) (xx (t); ey Xy (t) ’ t) = Xto
(E.\‘. (‘Pl)) (xlo yoees Xmgs — 8) = % (t) .

En déduire que les m séries fondamentales de Lie sont indépendantes et permettent, iorsqu elles sont conver-
gentes, de résoudre effectivement le systéme (1).

‘obiient. 2¢ On considére le systéme différentiel linéaire & coefficients cofistants de m équations différentielles du premier
1é en ordre :

16 4=

ay; x5, 1=1,2,...,m.

b

#

i 1

Former les m séries fondamentales de Lie du systéme (5). En déduire la solution de (5) correspondant aux condi-
tions initiales : %, (0) = x,,.

80 Soit Oxyz un triddre orthonormé direct 1ié a la Terre : O est un point de la surface terrestre, Oz est dirigé suivant
la verticale ascendante, Ox vers le Sud (’axe Ox’ directement opposé vers le Nord) et I’axe Oy vers ’Est. Le vec-
teur rotation de la Terre par rapport a un repére absolu (lié & des étoiles fixes) est le vecteur Q dont le support

)remiére est une droite passant par O et située dans le plan méridien x0z; on pose (O, d) = A, A constante réelle,
A€ [— ok 2] La longueur @ (constante absolue) de Q est petite devant la longueur g (constante absolue) du

vecteur champ de la pesanteur; aussi on négligera w® dans toute cette question.

a. En observateurs relatifs (liés & Oxyz), écrire le systéme (Z’) des équations du mouvement d’une particule:
matérielle P, de masse unité, libre dans I’espace, soumise a son poids et & la seule force d’inertie complémen-
taire, les variables étant les coordonnées cartésiennes =, y, z de P dans Oxyz et les composantes X, Y, Z de la
vitesse de P par rapport a Oxyz,

formelle} 5. Kcrire ’opérateur X attaché au systéme (2) et retrouver, en appliquant X & une fonction convenablement
‘ choisie, V'intégrale premiére de I’énergie.

¢. Former les six séries fondamentales de Lie du systéme (3’). Ces séries s’arrétent puisque ’on néglige «?.

On admettra qu’elles fournissent une solution approchée de (%) correspondant aux conditions initiales :
: %0) = %,70) =%,20) =2,,X0)=X,,Y0) =Y,,Z(0) = Z,, pour des valeurs de ¢ appartenant
4 un intervalle ouvert de R contenant 1'origine et assez petit. Donner cette solution approchée.

d. Interpréter les résultats obtenus, dans le cas partieulier ou P est lichée de O sans vitesse initiale.

e. Retrouver les résultats connus lorsque I’on estime o négligeable devant g.

sment en:

TROISIEME PARTIE

le ouve

variable:

) On considére I’ensemble & des fonctions de 2n variables u, , v, ; i = 1, 2, ..., n dépendant en outre éventuel-
i conver:

ient d’un paramétre réel T, fonctions définies sur un ouvert de R*"+* et de classe C*® par rapport & I’ensemble
arguments u;, v;, T.

Dans 1a suite du probléme, les variables u,, v, s’appelleront tantdt p,, g, tantét r, s;, et 7 sera parfois le
t, parfois un petit paramétre € en théorie des perturbations.

On définit le crochet de Poisson de deux fonctions quelconques F, et F, de & par :

n

n noter

_ )F,2F, oF,F,
[Fys Flawy = A(ESE - 5‘1;;5‘”“‘)

i=1

b9



1° Montrer rapidement que lés crochets de Poisson possédent un caractére bilinéaire alterné et qu’ils ont de p 5
les propriétés : ‘

[Fn Fz Fa](u.v) = Fz [FI" Fa](u.v) + Fa [Fu Fz](u.v)
? oF oF

2 [F,, Flas = ———‘,Fz] +[F1, ]
by[ v Filaw [’)7 (u, ) Y Jcu, v

F,,F,, F, étant des fonctions quelconques de & et y étant I'un quelconque des 2n + 1 arguments Uy, vy,

On admetira d’autre part I’identité de Jacobi :

[Fx; [Fw Fa]](u.v) + [Fz, [Fa’ Fx]](u.v) + [Fa’ [Fu Fz]](u.v) =0,

pour trois fonctions quelconques de 5.

2° On dit qu’un changement des 2n variables Pis gy en 2n variables ry, s;, dépendant éventuellement du temps
d’équations :

Py =.f{(r11-":rn,31 ,...,Sn,t)

(7) i=12,..,n

9 =g«(’u---,rn,sl,...,sn,t)

définit une transformation canonique si et seulement si P'on a :

[fl’ ~f:ll(r.s) =0
(8) ‘ [.fi’ gl](r.s) = 8U i;j = 11 27 ey g
8> 8. = 0

les 2n fonctions f; , g, sont &léments de & et 3y est le symbole de Kronecker égal 1 si i = J et nul si £ est diffi
rent de J.

a. On introduit la matrice jacobienne J des 2n fonctions Ji 5 81 des 2n variables r, , 5, et 1a matrice carrée 2n X 2n

0 I N
E = ( I O)’ I, matrice unité n x n.
B

Montrer que les conditions (8) peuvent s’écrire sous 1a forme JE TJ = E od TJ est la matrice transposée de J

b. Soit la fonction (p, , ..., Py, Gy wevy @) —> H (P1s v Prs s+ @) Elément de B. Par définition, e systém
différentiel canonique engendré par H est le systéme différentiel :

\'I.J_ JH
{5 -
J gy
9 : =12,..,n
® ) ., 2H L
\ o d py

et I'on dit que H est ’hamiltonien du systéme (9).

Ecrire sous forme matricielle le systéme (9) a P’aide de la matrice colonne (P) 4 2n éléments : les variables

’
?

HI

Dis 9y et de la matrice colonne (
q

) 4 2n éléments : les dérivées partielles de H par rapport aux 2n

variables p, , g, .

¢. Montrer que le systéme (9) se transforme, sous la transformation canonique (7), (8) en un systéme différentiel
canonique engendré par un hamiltonien K, fonction des 2n + 1 variables r, , s;, ¢, que ’'on déterminera lorsque
le changement de variables (7) ne dépend pas de ¢, puis lorsqu’il en dépend.
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le plus;

» Uiy T

:mps t,

it diffé-

X 2n :

e de J.

ystéme

riables

ux 2n

rentiel
orsque

On note A P'opérateur X6 attaché au systéme (9) de m = 2n équations différentielles du premier ordre. Montrer
~que A (F) = [H, Fl, 4.

). Retrouver 'intégrale de I’énergie i I'aide de A.

Démontrer le théoréme de Poisson : si F et G, éléments de 5, fonctions des 2n + 1 variables p,, ¢,, ¢ sont
deux intégrales premiéres de (9), [F, G](,. ) est aussi intégrale premiére de (9).

Pour tout entier naturel %, montrer que A* [F, Gly, vy ot F et G sont deux éléments quc;lconques de 5, fonctions
des 2n + 1 variables u,, v,, 7, ’exprime au moyen des crochets [A' (F), A*"! (G)](y, 0. ! =0, 1, ..., k.

H

QUATRIEME PARTIE

10 @. On se donne une fonction W, élément de &, fonction des 2n + 1 variables r,, s, , T et 'on définit 'opérateur

Ay par :

dF

Ay (F) = [W’ F](r. s+ 3;

oir F est une fonction des 2n + 1 variables r, s, 7, élément quelconque de &.

On définit les puissances entiéres A% de 'opérateur Ay comme on a défini celles de P'opérateur X en pre-
miére partie, 3°.

Montrer que, pour tout entier naturel k, les expressions de A% (F + G), A% (FG) et A¥ ([F, Gly, )) au moyen
de A (F), AL (G) pour I = 0, 1, ..., k, sont les m&mes que celles de A¥ (F + G), A* (FG) et A* ([F, G]) au
moyen des A (F), A! (G).

. Pour tout entier naturel k, on pose :

FO (ryyee s Tus Syy e s S0) = (D% Frys ey Ty S5 eees S T)))_‘_ -

et ’on considére la série formelle en 7 :

“ o
Ev ) = 3 57 F®;
k=0

Ey est appelé opérateur de Lie engendré par la fonction W.

Exprimer de fagon formelle les séries formelles Ey (F + G), Ey (FG) et Ey ([F, G], ) au moyen des séries
formelles Ey (F) et Ey (G).

On considére les 2n fonctions coordonnées py, o, :
L R R N T Gy (Fyy s PiaSysoeey Sp) = 543 i=1..,n
et le changement de variables d’équations :

Py = (EW (Pl» (rl 3 oo Ty oy Syy ceey Sy T)

i=1,..,n
! q; = (EW (Gt)) (Py s vees Tis Sps veey Sps )

Montrer que, si toutes les fonctions coordonnées sont réguliéres au sens du 1°, ¢ de 1a deuxidme partie, le chan-
gement de variables d’équations (10) définit une transformation canonique dépendant de .

. Montrer qu’alors les seconds membres de (10) constituent les développements en série de Taylor au voisinage

de © = 0 de la solution du systéme différentiel canonique engendré par ’hamiltonien (p,, - Pns Qs voes Qu s
%) > W (D15 v Pns Q1» -5 Gns T), T 6tant la variable indépendante, solution correspondant aux conditions
initiales : p; (0) = r;, ¢;(0) =5;5 i =1, ..,

Déduire de ce qui précéde que, pour toute fonction F élément de &, des 2n + 1 variables p;, g,, 7, on peut
écrire :

F (Ew (Px)’ ey By (Pn) » Ew (6)),..., Ey (Gn)1 7) = Ey ).
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30

c. On considére en particulier I’hamiltonien H :

Premiére application de la question (quatriéme partie, 1°).

B est ici 'ensemble des fonctions de 2n variables r, , s, , définies sur un ouvert de R?*, de classe C®. W est I’hamily
tonien de 1’oscillateur harmonique & n dimensions :

1
W (Fyseers Ty Sysoensy Sp) = 5 Z (! + «®s3)

n
i=1
ol ® est une constante réelle strictement positive. T est le tempé L.
a. Définir Popérateur Ay , les fonctions F&? et 'opérateur de Lie Ey pour F élément quelconque de &.
b. Appliquer Ey aux 2n fonctions coordonnées p;, o, .

c. En déduire la solution du systéme canonique engendré par W (p, , ..., Py » @15 +s q5) correspondant aux condi-
tions initiales : p, (0) = py,, q, (0) = o -

d. Ecrire le systéme différentiel canonique engendré par W (p,, ..., Py s Gy 5 -+ qn) €t trouver directement la
solution de ce systtme obtenue au c. :

H
4

Deuxiéme application de la question (quatriéme partie, 1°).

Les fonctions de & considérées ici sont des fonctions de 2 + 1 variables, définies sur un ouvert de R?*+*, Le
paramétre = du 1° de la quatriéme partie est maintenant le petit paramétre € de la théorie des perturbations.
Ces fonctions sont de plus supposées développables en séries de puissances entiéres de ¢, i coefficients indé-
pendants de ¢ et éléments de &. Les sommes de toutes ces séries sont supposées différentiables terme A terme.

a. On considére 1a fonction W :

X0

ke
G
WA(r s Tyy 83y iy 8y, 8) = Yl Wiars (Fos e s Ta s Sys coe 5 Sp)

k=2¢0
et I'on se propose d’effectuer la transformation canonique d’équations (10) & I'aide de cette fonction W. On
remarquera que, € étant un petit paramétre, cette transformation canonique est voisine de 1’identité.

Montrer que le systéme différentiel canonique (9), engendré par I’hamiltonien H :
SE
H(pys s Prs@ys s ns ) = e £1 Hy(pys oo sPns Gis s @)
Je=0

la variable indépendante étant le temps ¢, se transforme sous la transformation canonique que Yon vient de
décrire, en le systéme différentiel canonique engendré par ’hamiltonien E (H).

b. Pour expliciter Ey, (H), on pose, pour tout entier naturel k :

El

N
(A (D)) (ry s ey Tns Sy e > Sps €) = A Ti H (ryy vees Ty 818 0oy 1)«

1=20

® Etablir une relation de récurrence entre la fonction H{®), les fonctions H¥~%, j = 0, 1, ..., 1+ 1 et le .
fonctions W, , (m = 0, 1, ..., }).

® ® En déduire que 1’on obtient les H*> par un schéma analogue i celui de Pascal.
® ® @ Donner explicitement H®, H® et H® .

H (Pust 915 93) = pt+op, +¢ (AP: sin* ¢, — B \/2_]7; sin ¢, cos Qz)
= H, (PuPa) + e H1 (Pn/’ qy» q,)

ol A, B et w sont des constantes réelles non nulles; « n’est pas un rationnel.
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@ Donner la solution p? (¢), pd (¢), q° (¢), ¢ (¢) du systéme différentiel canonique, dit systéme principal,
engendré par H,, solution correspondant aux conditions initiales :

pi0) = a,,p;(0) = «;, ¢, (0) = B:»q3(0) = B,

@ @ On se propose de déterminer W de telle sorte que I’hamiltonien Ey, (H) ne dépende que de r,, r,, €.
Montrer que cela revient 4 intégrer le systéme différentiel canonique engendré par H.

® @ @ A T'ordre zéro en ¢, la fonction W n’intervient pas et ce probléme est résolu. Kcrire H{” .

@ ® @ ® Montrer qu'au premier ordre en z, la fonetion inconnue est :

H(()l) + <Ei_~“;,l)

dt
dW, . fio N A .
ol a0 désigne 1a dérivée par rapport au temps de W, le long des trajectoires du systéme principal.
[}

ement lal Montrer que la fonction inconnue (11) est égale & la somme d’une fonction de la seule variable r, et d’une

fonction des variables r,, s,, s,.

Trouver  I’aide de ce qui précéde une solution particuliére, pour le premier ordre en ¢, du probléme que

’on vient de se poser au point ® ® . On donnera explicitement H{* et W, .
an+1 Lo ® @ @ @ ® Peut-on opérer de fagon similaire aux ordres suivants en ¢?
rbations,
ats indé-
a terme.
n W. On
ité.
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