ANALYSE NUMERIQUE

AVERTISSEMENT. — La deuxiéme partie est indépendante de la premiére. On pourra admettre les résultats
demandés par I’énoncé pour poursuivre I'étude des questions, a condition de Uindiquer clairement.

NOTATIONS

Pour toute fonction intégrable g : R — R, on note :

v+
lell = | _ ls@]| .

On utilisera un pas d’espace A x; c’est un nombre réel > 0, destiné a tendre vers 0. On se donne un
nombre réel p > 0, fixe ; le pas de temps sera toujours défini par At = p Ax. '

Pour n e N, on définit I, =n + 2Z={jeZ;j— n est pair }. Pourj € I,, on définit le pavé
de R* x R:

”.; =At,(n+D)AX[G-DAx, +1)Ax].

Si & (t, x) est une fonction définie sur R* X R, onpose hf = h(n At jAx)pourtoutn e Netje Z.

(5)=¢h=sra=pr

On rappelle enfin la notation :

PREMIERE PARTIE

Soit ¢ un nombre réel, @ : R — R une fonction de classe B2, et f: R** X R — R une fonction de
classe ©2. On suppose que les dérivées premiéres et secondes de a et f sont bornées.

On cherche une fonction u (¢, ), définie sur Rt « R, solution du systéme suivant :
K J
| 22 e o fm, VG W R xR,
(P) |
u (0, x) = a(@® s Y x e R.

. Montrer que le systtme (P) admet une et une seule solution de classe ©?, qu’on explicitera (pour tout
¥ € R, on pourra considérer les applications :

tr—> gy () = u(t,y +ct)).

On désire approcher numériquement la solution u (¢, ) par des fonctions :

¢, ) — Ud= (4, 2) = U (¢, x5 Ax).
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. a '
Pour n € N et jel,, la valeur de U (., .; Ax) sera constante sur l l 1+ et notée u" 7
j

On approchera le systéme (P) par :

1
u”*l'j "2" (u”'l+1 + uﬂ'l l) . un.j+1 _ un_j_j,
o + ¢
At . 2Ax
(PA.T) ! 4

=fr, VneN, Vjel,,,

ud = a(jAx) pour j pair,

J

gH ‘ e .
Q.2. Montrer que f II ynelN, jel, ! est une partition de R* X R. Prouver ensuite, |
L1
récurrence soignée, que les relations ci-dessus définissent la fonction U * de maniére unique.

Q.3.  On suppose dans cette question que f = 0, et que a(x) = 0 si ] =21, a(® >0 si |«

a. Montrer que ™/ = 0 pour |j| > n + —Ai——x_

B. Calculer U (¢, 1 + 2 ¢; Aax) e U (¢, — 1 —At; Ax) pour > 0,1 >

1
At < 1 - ).
t( M)‘

Y- En déduire qu’une condition nécessaire pour que lim U (t,x; Ax) = u(t, 2) sur R* x
x>0
que p [¢| < 1.

On supposera jusqu’d 1a fin de la premiére partie que p le] <1

Q.4. o. Montrer que :

1 du\r 1 { S P u S halli
E 2 I Y (O 3 n - P el < . 3 3 Dup up | ¢ ¢
“i 2("1+1+”"‘) A <0t>jl\ 5@ QP 0y | e 710
B. De méme, majorer ’expression :
du\"
u;‘+1’—u’?—1_2Ax<" >
I x j
a P’aide des dérivées secondes de u .
n n n, j n n | 1 1
wJ. ] = U; - y == 1y = 35 s = 5 - PC);
Q.5 Onpose e} = u um € SuI}Jlajg « 2('1+pc) <) 2('1 pc);
JE1n
«. A Taide de Q.4, majorer ’expression :
|e}* — ael_, — Be?,, |, pour ne N,jel, .,
. Montrer ensuite que :
e"th — e < Sup |eft' - ael_, — Bely,|.
jelnya

ho
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(¥

R est

. En déduire que e® < M, n (Ax)*, ol M, est un nombre réel qui ne dépend que de p et des valeurs
des dérivées secondes de u dans la bande (¢, x) € [0, n A t] X R. On donnera une majoration explicite
de M, en fonction de ¢, p, et des dérivées premiéres et secondes de a et f.

3. En déduire que pour (¢, x) € R* X R :
lim U@, 2 A% = u(xe)

Az-—»0

La convergence est-elle uniforme par rapport i ¢ ou & x'?

Cas général. Montrer que :

n n-~1 i

wel = (Z) ak proE wensoo g A 3 Y (:i) ak Bk F37{T 5

Ik w= O I=0 k=9

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, «, et «, sont deux nombres réels distincts de [0, 1], et B, = 1 — o;. Pour ky € Z, on
définit A (k,) comme étant la somme (éventuellement infinie) de la série & termes positifs :

E <Z) <kjk> ak PRk gktke pR-k Ko,
) o

nk

I

. Nty .. . . .
ol la notation N signifie que la sommation est étendue aux couples d’entiers (n, k) tels que k, n — k, k + k,,

n Kk
n —k — k, soient > 0; on rappelle que A (k, ) ne dépend pas de I'ordre de 1a sommation.

Q.7. o« Montrer que pour z € R**, ona :

¥ A = > eor
k., = — o0 n=20

o

ou P (X) est la fraction rationnelle (B, + «, X) <§—£— + B,)-

+ o
. . . |
B. Etudier la couronne de convergence de la série de Laurent \ A (k) X%, et calculer sa somme

kg = — @

S (X) dans cette couronne. On décomposera 5 en éléments simples.

v. En déduire une expression simple des coefficients A (k,), et 1a majoration :

1

Al < =T

Maintenant, pour &, , r, s € Z, on pose :

Ak, r,s) = E (n-}:r) (Z;;) o n-r-k ke + Ko B;““s"""ko,

n, k
"

~
ol la somme \ concerne les couples (n, k) d’entiers relatifs tels que k, n —r — k, k + k, et

n, I
n—s— k—k, soilent > 0.

i1



+ @

kon-co

+

ky = - o

somme dans cette couronne & 'aide de S (X).

Y. En déduire la majoration :

(on pourra utiliser Q.7.y).

TROISIEME PARTIE

On considére maintenant un systéme non couplé de deux équations :

Les vitesses de propagation c, et ¢, sont supposées distinctes.

On fait les hypothéses suivantes :

H1)  ple,| <1 et ple| <1

H2) N oo b0, N ] < o4 oo
P i

J pair J pair

M3 N (] 4 e < + 0, VieN.

Jely 4y

Q9. On commence par ’étude du cas :

12

Q.8. «. Calculer Z A(ky, r, s) z%, pour z e R**, en fonction de

P X
‘ ’_:}- + ¢ -:—x— = f sur R** x R, (0, %)
{

Jw dw . R*+* R 0
] b—i + ¢, —.a;:- = gz sur X , w ( s x)

On approche chacune des équations de ce systéme comme dans la premiére partie par :

Sl =0, g’ =0, YneN, Vieli,,.

+ B, et a,z4 B,.

8. Etudier ia couronne de convergence de la série de Laurent v A (ky, r,s) X¥, et exprime

v, () sur R,

w, (x) sur R.

1 c .
21)”’*"’—-1)"'/*‘ — phe i+ LI vn.!+1__vn.1~1 n,J
TAT )t R ¢ ) = fm
1*_ (2 wr+rd - gpnid-1 whe ) —i’—-(w""““ gm i
2At 2Ax ’
pourtoutn e N et jel,,,. .
ATTENTION. — Les valeurs v°+7, wo 7, S/, g™ ! sont donnédes, mais ne sont pas nécessuireme

égales & v,(jAx), w,(jAx), f 7 ou g} . Leurschoix n’ont pas d’importance dans cette partie.



ment

I et m pairs.

p. Montrer que :

dmed e

neN Jjel,

v. En déduire que :

ky€Z

J pair

N\ 009 | AN

Q.10. Deuxiéme cas w°'’ == 0 pour j pair, fri=0pournelN, jel,,,.

Y N omed w7 | < }:‘ A (k) W\ | vord wor -2k,

«. A Vaide de Q.6, exprimer le produit v™*/ w”'/ pour j €l,, en fonction des produits v ! w®' ™,

«. Exprimer le produit ¢"+7/ w™/ en fonction des produits v°- 1 g™+ ? pour [ pair et m + p impair.

8. Montrer que :

N N
Wl . Y
NN e cae N
A s e
n=0 jel, s=1

v. En déduire la majoration :

N
NN | < At
PN LA A B R

n=0 jel,

Q.11. Troisi¢me cas, v°+7 = w° '/ = 0 pour j pair. Montrer que :

N
V \1 phtrd e d < _x_.___A._i____
bl | | < |2y — @ |

n=40 Jjel,

Q.12. De quelle majoration dispose-t-on dans le cas général ?

-

kg€

\‘1
dand

J pair

N
b
i

r=1
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jel,

J pair
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e
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On désire approcher une solution du gystéme couplé de deux équations :

QUATRIEME PARTIE

dy . ov
S5 e 5 = vw dans R** x R, v {0, =
Jw dw
EYE & o = vw dans  R+* » R, w0, x) =
Les nombres réels ¢, , c, sont donnés, avec ¢, # c¢,. Les conditions initiales v, et w,

de R dans R, intégrables.

w, (¥) sur R.

v, (¥) sur R,

sont des for

ATTENTION. — La nature de la solution (v,

w) du systéme ci-

dessus et le sens & donner a ces équations

as d’importance ici.
Lp

Nous ne considérerons que des solutions

approchées.

On construit donc deux fonctions :

VAT (¢, 2) = Vig,x; A

x) et WAT (4, 1) = W, x; Az,

cen ) . . .
constantes sur chaque pavé neN, jel,), et valant respectivement p"- et wh 7,
que p 1, J n p

On utilise les formules étudiées dans la troisiéme partie pour calculer les nombres y. 7

et gt
choisissant :
f""=g""= %_(vn./+an.l+1 +v"'j“w"'f“’),
et
. 1 Wi+ A () q 1 i+ 1 Aa
=y | () dy,  wer = w (7) dy .
2 A -1 dAz ’ ’ 2Ax -1 Ax °
- A ; Y .
Q.13. Vérifier que les sommes 2 A x % [ 007 ] et 2 Ax \ | w° /| sont majorées par
J pair J pair

nombres indépendants de A x.

N
Q14. On pose Xop = 2 Ax At AY AY
A smned
n=20 jel,
Montrer que pour N > 1,
Xy < (l

.|cz—c,|

ASEERLIE NN

v"” + XN-—x)(”wo“ + XN—:)-

On supposera jusqu’a la fin du probléme que :

¢ |

o] + [yl < L.‘zr___

by



o Montrer 'implication :
1

1
lea — ¢ »Xstlc,—q'.

XN—:. < z"

B. En déduire existence d'un nombre réel 3 > 0 tel que, si A x €10, 3], alors :

XNS—}lc,-—-c,|, VNEN.

i

_QAG. On pose Vy = 2 A x Z |[oN-7| et Wy = 2 A x Z |wN- 7],

jely jely

Montrer que V N € N,

1 1
VN<””0||+';1““|02—01|7 WN<H“’°“""4“¢= -G
ions

Vont

* des
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