MATHEMATIQU ES DE L’INFORMATIQUE

PRELIMINAIRES

Les candidats sont priés de respecter les notations de énoncé et la numérotation des questions.

Le but du probléme est d’étudier les ensembies de mots définis par certaines propriétés de leurs sous-mots.
Dans la premiére partie, on établit quelques résultats élémentaires sur les monoides reconnaissant un langage. La
deuxiéme partie décrit un algorithme pour construire un automate reconnaissant I’ensemble des sous-mots d'un mot
donné. On caractérise les langages reconnus par un monoide ordonné dans les parties III et IV et ceux reconnus par

un p-groupe dans la partie V. La partie II est indépendante du reste du probiéme et 1a partie V est indépendante des
parties III et IV. '

RAPPELS ET DEFINITIONS GENERALES

Relations.
On appelle relation de préordre une relation réflexive et transitive. Si < est une relation de préordre, la relation

~ définie par x ~ y si et seulementsix < y et ¥ < x est une relation d’équivalence, appelée relation d’équivalence
associde ¢ <.

Monoides.

On appelle monoide un ensemble M muni d’une loi de composition interne (x , y) - » xy , associative et admettant
un élément neutre, noté 1. Soit x un dément de M. On pose x° = 1 et, pour tout entier n > 0, A"t = xx.

Soit M un moncide. Un sous-monoide de M est une partie N de M contenant 1 et telle que si x, y € N alors
xy € N.

Soient M et N deux monoides. Une application ¢ de M dans N est un morphisme de monoides si ¢ (1) = 1 et
si, pour tout x, ¥ dans M, & (%y) = ¢(x)¢(y). Si de plus ¢ est surjectif, on dit que N est un guotient de M. Si » est
bijectif on dit que ¢ est un isomorphisme.

Soient M, et M, deux monoides. Le produit cartésien M. x M , muni de la loi de composition interne
1 2 I 1 2 p
(m,, m)(n,,n) = (mn,,myn,) est un monoide, appelé produit de M, et M, .
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Monoide libre.

Soit A un ensembie finj appelé alphabet. On note A* Pensemble des mots sur I’
les éléments de A, et on note 1 le mot vide. Tout mot

n>0eoda,,a,, vy @, sont des lettres,

alphabet A. On appelle Zessr.
s’écrit de fagon unique sous la forme 1 — a,a, ... a, ave

Le produit des mots @,y ... @y €t b.b, ... b, est le mot a,a;...a, bb,..

by . Muni de cette 1o de compositio
. 3 st 3
A* est un monoide. On admettra a propriété « universelle » suivante :

Mots.

On dit qu’un mot 4 est Sacteur &’

un mot v 8’il existe des mots % et ¥ (éventuellement vides) tels que v — xuy.

On dit qu’on mot » =q,.

=+ @y €St sous-mot d’un mot v s’il existe une suite vy, v, , ..., v, de mots (éventuellement
vides) telle que v = v,a,7,q, .

«+ @yty . Ainsi le mot aba est un sous-mot de cacchac mais n’est pas facteur de ce mot,

La longueur d’un mot 4 est notée |,

Langages.

On appefle langage tout sous-ensemble de A*. Une algébre de Boole de langages
de langages tel que :

(sur A¥) est un ensemble 3
) 2e@®.
i) SiL, € @ et L, e @, alors LinlL,e®.

i) Si L & @ alors AM\L e @,

Automates.

On appelle automate sur P’alphabet A un quintuplet & = (Q, A, 3 ¢,, F), o

Q est un ensemble fini, appelé ensemble des états,
8 est une application de Q x A dans Q,

o est-un élément de Q (I'état initial),

F est un sous-ensemble de Q (ensemble des états finaux).

L’application 5 se prolonge en une application (g, ) - » g.udeQ x A* dans Q en posant, pour tout g € Q,
u € A¥eta e A q.1 =gqetq.(ua) = 3(g . u, a).

Le langage reconnu par & est le langage I, — {ue A* |g.ueF 1

Soit 1 un idéal d’un anneau et soit 2 un entier

positif. On note I" 1’idéal engendré par les éléments de Iy forme
Fi¥a e Xy, 00 x, 2, , .., 2 sont des éléments de 1.
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lans

I

1° Soit ~ une congruence sur un monoide M et soit 7 : M — M/~ ’application canonique de M sur 1’ensemble

res quotient M/~ . Montrer qu’il existe une unique structure de monoide sur M/~ telle que = soit un morphisme de mo-
vec noides.
20 Soient ~ , et ~ , deux congruences sur un monoide M telles que, pour tout x , y dans M, x ~, y entraine
m, % ~, y. Démontrer qu’il existe un morphisme de monoides surjectif de M/~ , sur M/~ .
3° On dit qu’un langage L de A* est reconnu par un monoide M s'il existe un morphisme de monoides 7 de
les A* dans M et une partie P de M telle que L = - (P). :
" a. Montrer que si M est quotient d’un monoide N, N reconnait également L (on pourra utiliser 1a pro-
priété universelle de A*.pour construire un morphisme de monoides de A* dans N).
b. Monirer que M reconnait également le langage A*\L.
¢. Montrer que si un monoide M, (respectivement M,) reconnait un langage L, (respectivement L,),
, le monoide M, X M, reconnait L, n L,.

40 Soit b = (Q, A, 3, q,, F) un automate sur 15a1phabet A et soit L le langage de A* reconnu par fb. On
note B(Q) le monoide des applications de Q dans lui-m&me muni de la loi de composition (f, g) — fg = g o f.
chaque mot u de A*, on associe P'application & € B(Q) définie par #(g) = q.u..

a. Montrer que 1'application u -» u définit un morphisme de monoides de A* dans %(Q).

b. Montrer que B(Q) reconnait L.

5° Soit v un morphisme de monoides de A* dans un monoide fini M et soit P une partie de M. On pose
’ L = »~(P).

a. Montrer que 'automate fb = (M, A, 8, 1, P) — o0 § est définie par 8(m, @) = my(a) —
reconnait le langage L.

b. Montrer quun langage est rationnel (ou « régulier ») si, et seulement si, il est reconnu par un monoide

fini.

II

On donne ci-dessous I’en-téte et deux procédures du programme « sous-mots ».
program sous_mots (input, output);

const

taille_max = 25; (* taille maximum de Ualphabet *)
long_max = 100; (* longueur maximum des mots *)
type
mot == array [l...long_max] of integer;
var
k, m : integer;
¢t : array [1...taille_max] of integer;

©w : mot;

procedure entree;
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var
i : integer;
begin
write ('Donnez le nombre de lettres de 1/ ’é}phabet :);
readin(k); ‘
begin
write( 'Donnez la longueur du mot ; ni
readin(m);
fori := 1 to m do begin
write( ’Donpez la lettre numero /| ; »ral);
readin(u[i})
end
end
end;
procedure automate k, m: intéger; u: mot);
var
i, j: integer;
begin
writeln( 'L / /ensemble des etats est (0,...,/, m + 1, 1y
forj:= 1tok do begin
writeln( /delta(/, m 4 Liyaljh=!m + 1);
writeln( /delta(/, m, /, o Wis)="!m+ 1);
tjl :=m 41
end;
fori:=m — 1 downto 0 do
forj := 1to k do begin
i = uli + 1] then
tjl =1+ 1;
writeln( 'delta(/, i,/ a/, L="1t)
end;
writeln( /L / etat initial est 0; s
writeln( 'Tous les etats sauf ym -+ 1, 'sont des etats finaux, ")

end;

5

La procédure « entree » permet de fixer la taille L de Palphabet, puis de donner un mot u sur
Palphabet { ¢, , ..., ay } en précisant dabord sa longueur m. Le mot  est Yeprésenté en fait pur une suite finje d'entiers
de Pensemble {1, ..,k }. Ainsi, pour /1 == 3, le mot 2,4, est représenté par la suite 1,3.2.1. Dans fa Auite, on ne
fera plus la distinction entre un ™ot et sa représentation par une suite d’entiers.
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1° Donner sans démonstration le résultat de I’exécution de 1a procédure « automate » lorsque k = 2, m = 4
lorsque % est le mot ¢,a,a,a,.

20 De facon générale, si u est un mot de longueur m sur ’alphabet {a,, ..., ay }, Vexécution de la procédure
_«automate » permet de définir un automate b (k, m, u) =(Q, A, 3, q,, ) o Q={041,..,m+1},A={a,,..,
a1 9 =0,F = {0,1, ..., m} et o1 § est V'application « delta » décrite lors de ’exécution de la procédure.

a. Démontrer que pour tout entier itelque0 < i < m,etpourtouta € A, i +1<3(, @) <8 (i + 1, a).
b. Onposeu = b, ... b, (ou b,, ..., b, € A). Démontrer que pour tout entier i tel que 0< i < m,

S(,by) =i+ 1.

§

3° a. Démontrer que si i et j sont des entiers tels que 0 < i < j < m + 1, alors 8 (i, b)) < J.

b. Démontrer que ’automate b (k, m, u) reconnait ’ensemble des sous-mots de w.

40 Calculer en fonction de / et de m le nombre d’exécutions de Pinstruction « writeln » lors de P’exécution de la
procédure « automate ». '

I

Seit n un entier positif ou nul. On définit une relation <, sur A* par u <, v si et seulement si tout sous-
mot de longueur inférieure ou égale & n de u est sous-mot de v.

1° Montrer que <, est une relation de préordre. On notera ~ , la relation d’équivalence associde & <, .
a. Montrer que ~, est une congruence d’index fini sur A*.

b. On suppose (pour cette question uniquement) que A est un alphabet de 2 lettres. Calculer I’index
de ~, et montrer que pour n > 2, Pindex de ~ , est supérieur ou égal & 2"+,

20 Pour tout mot u, on pose S(u) = {v € A* | u est un sous-mot de v}, et on note J, Valgébre de Boole

engendrée par les langages S (u) tels que | u | < n. Montrer qu’un langage L est dans J, si et seulement si L est

union de classes d’équivalence de ~ .

3° On dit qu’un monoide M est ordonné s'il existe une relation d’ordre < définie sur M et telle que :

pour tout xeM,x < 1, et,

pour tout %, y, 2 dans M, x < y entraine xz < yz et zx < 2zy.

a. Montrer que le monoide S, (A) = A*/~, est ordonné.

b. Soit M un monoide ordonné et soit % un morphisme de monoides surjectif de A* dans M. On suppose
que toute suite strictement décroissante d’éléments de M est de longueur inférieure ou égale a
n + 1. Montrer que si u~ ,v alors y(u) = 0 (v) .

¢. En déduire que M est quotient de S, (A) et que tout langage reconnu par M est élément de Fu -

v

Soit M un monoide. On définit une relation < ;sur M en posant x < ; y si, et seulement si, il existe des éléments
settde Mtels que x = syt . Le monoide M est dit J-trivial si la relation < est une relation d’ordre.

1o a. Montrer que dans tout monoide M, <; est une relation de préordre mais pas nécessairement une
relation d’ordre (on donnera un contre-exemple explicite).

b. Soit E un ensemble fini. Si R et S sont deux relations sur E, on définit une relation RS en posant,
pour tout x, y € E :

x RS y si, et seulement si, il existe z € E telque x Rz et zSy.

On note R(E) I’ensemble des relations réflexives sur E. Montrer que R (E), muni de 1a loi de compo-
sition (R,S) - RS, est un monoide J-trivial.

c. Montrer qu’'un monoide ordonné est J-trivial.
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%« R

sivement ’équivalence de i) et ii) puis celle de i) et iii).)

d. Soit M Pensemble de matrices a coeflicients entiers suivant :

_ 10 10 00 01 00 )
“{\o1)" oo/’ (01 ' (oo)’ (oo))'
Montrer que M muni de 1a multiplication usuelle des matric.

€8 est un monoide J-trivial non ordonné,

~ 2° Soit M un monoide Jini. Démontrer Péquivalence des conditions i), ii) et iii). (On pourra montrer succes-

5

i) 1l existe un entier 7 tel que, pour tout x, y dans M, (xy)"s = @)™ = ylay)n.

if) 1 existe un entier n tel que, pour tout x, y dans M, (xy)" = (y2)" et x" = xnt1,
ii) M est J-trivial,

3° Soit M un monoide fini J-trivial.
a. Montrer que tout sous-monoide et tout quotient de M sont également J

b. Montrer que Ie produit de deux monoides finis J-triviaux est J-trivial.

-triviaux.

4° Soit M un monoide fini J-trivial.

a. Montrer que M contient un élément minimum pour Pordre
pourtout x e M, 0 <; x <; 1 et 0x =0 = x0.

b. Onnote N ™M) Pensemble des éléments minimaux de M
n € N(M), Pensemble M \{n}, muni de 1a loi de

Sy, qui sera noté 0. Vérifier que,

\ {0} pourPordre < ;. Montrer que pour tout
composition interne x définie par
: {2y siaxy # n
x = .
*y ( 0 sinon

est un monoide, que ’on notera M, . Montrer que Papplication 7, de M dans M
Tof%) = x8ix #£ et Ta(n) = 0, est un morphisme de monoides.
¢ On suppose que NM) = {n,, n,,..., n, } avec r > 2. Montrer que I’
n XM, x..xM, définie par n(m) = (x, (m) , 7, (m),
1 2 r 1 2
monoides injectif.

n» définie par

application = de M dans
vy T, (M) est un morphisme de
T

5¢ Pour tout entier positif ., on note P(n) 1a propriété suivante

« si M est un monoide J-trivial te] que Card M < n, alors M est quotient d’un monoide ordonné fin; »,
On se propose d’établir P(n) par récurrence sur n . P(1) étant trivialement vérifiée, on suppose que
P(n) est vraie pourun certain entier » > 0 et on considére un monoide J-trivial M tel que Card M = L 1,

a. Montrer que si Card NM) > 2, M est quotient d’un monoide ordonné finj,

b. On suppose désormais NM) = {n}. Montrer que si n? = n, M\

{0} est un sous-monoide
de M. En déduire que M est quotient d’un monoide ordonné fini.

6° On suppose maintenant n* # n,

a. Démontrer que n* = 0.

b. Montrer qu’il existe un alphabet fini A, un monoide ordonné fini T

et des morphismes de monoides
surjectifs, ¢ de A* sur M s o de A* sur T et BdeTsur M

n,telsquen'noq::Booc.

7° Soit <, la relation définie sur A* par u

(*) a() < af), et

<4 v si et senlement si

(**) pour toute factorisation du type u = uqu, avec U, €A*, u, e A¥etac AU {1}, il existe une
factorisation du type v = v,bv, avec v,e A*, v, EA¥etb=aoub =1, telle que :
Aue) < alvy) et au) < afv,)

a. Etablir que <4 est une relation de préordre sur A* et que pour tout mot » de A*, 4 < al.

b. Montrer que si u, v et w sont des mots tels que u <, v, alors uw Savwet wu <, wo.
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onné,

ceces-

ue,

ut

ar

80 Soit ~ , la relation d’équivalence associée au préordre <, .
A quival P A
a. Montrer que ~ , est une'congruence d’index fini.
b. Montrer que pour tout u,v € A*, u ~, v entraine p(u) = o(v) .

c. En déduire que M est quotient d’un monoide ordorné fini.

(2

90 On note J la réunion des ensembles , définis au II1-20 .
a. Vérifier que J est une algébre de Boole. '
b. Démontrer que, pour tout langage L, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L est reconnu par un monoide J-trivial fini,

ii) L est reconnu par un monoide ordonné fini,

i) Lej.
v
Soit k£ un corps commutatif et M un monoide. On note k[M] I’ensemble des sommes formelles de la forme
€= X aym, ol (%) ey est une famille presque nulle d’éléments de k (c’est-d-dire telle que o, = 0

me M
sauf pour un nombre fini d’éléments de M). On admettra que k[M], muni des trois opérations suivantes :

Z ogm- Z Pem - ZM (n + Pm)m

meM meM me

( z ocmm) ( z )Bmmm T X (af)m

me M meM meMst=m

A E aym) = Z (ap)m (ot A désigne un élément de k)
g

meM meM
est une k-algébre unitaire,
3 . v . el ye s
Etant donné deux mots u et v, on note le nombre de fagons distinctes d’écrire u comme sous-mot de v.

Plus formellement, si v = a, ... a,,

v
(u) = Card { (v,, ¥, s v5) € A¥ X . X A* | v = va,0, ..apw, }.
N\

Par exemple, (abab> — 3 e (aabbaa) _ 3.

ab aba

. . . a® n
1° Soit a une lettre. Montrer que si n et m sont des entiers tels que 0 < m < n,ona < m) = < > .
a m

20 Soient u et v deux mots et soient a et b deux lettres. Ftablir les formules

(*) (:Z) = <:b> + sa,b <::> Ol‘l aa,b e 1 Si a = b et Sa.b —_ 0 Si a % b.

(** @ = 1.
(***) <1> =0 si u %1

u

. . s 14 . v
et montrer que ces trois formules suffisent & déterminer < > pour tous les mots u et ».
u
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. 3% On prend M = A*. Dans ce cas, un élément de k[A*] est appelé polyndme en variables non commutative
a coefficients dans % . Montrer qu’il existe un unique automorphisme d’algébre . (respectivement 6) sur E[A*] te
que @) = 1 4 a (respectivement o(a) = 1 — a) pour tout @ € A. Calculer ulaba) . :

4° On prend k = Q, 1e corps des rationnels.

a. Vérifier que pour tout mot v .

we) = = (”)u

P ue A* \u

o) = I (—1)'“'(::)11,

ueAY

b. En déduire que pour tous mots u, v, w
(&) = 2 ()
w Witk = @ w, w,

5¢ Soit p un nombre Premier et % un mot. On définit une relation =y sur A* en posant u =, v si, et seule-

. u v
ment si, pour tout facteur x de w . <x> = (x) mod p.

a. Montrer que =, est une congruence d’index fini sur A* .

lwl
b. Montrer que pour tout mot v, u?  =,1.

¢. En déduire que le monoide quotient A*/=. est un p-groupe (cest-A-dire un groupe fini dont
Pordre est une puissance de p).

6° Soit w un mot et soit i un entjer tel que 0 < i < p. On pose

Lw,=gveA*]<:)>Eimodp?

a. Montrer que L,.s est union de classes d’équivalence de 1a congruence =,,.

b. En déduire que L,,; est reconnu par un p-groupe.

¢. Soit G, I'algebre de Boole engendrée par les langages de la forme Lys(ot weA*et0 < i < P
Montrer que si L € Gy, alors L est reconnu par un p-groupe.

7° Soit n un entier positif ou nul. On définit une relation = n Sur A* en posant 1 = a ¥ si et seulement si
% =y v pour tout mot w tel que | w | < n.

a. Montrer que =, est une congruence et que le monoide quotient Gy = A*=, est un p-groupe.

b. Décrire G, et G,.

80 Soit I’ensemble des éléments o — L au de Zjpz [A*] tels que X oy = 0.

ueE A" ueA*

a. Montrer que I est un idéal engendré par les éléments de la forme (1 — a) avec a € A.
b. En déduire que & (I***) est I'idéal engendré par les éléments de la forme w of |w]| >n.

¢. Soient u et v deux mots. Montrer que u =, v si et seulement si u — p g [*+1
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90 Soit G un p-groupe non trivial.

a. Démontrer qu’il existe un élément x de G, différent de 1, tel que x? = 1 et tel que, pour tout
g € G, xg = g

b. Soit G’ le sc‘ms.-groupe‘de G ‘engendré par x et soit H = G/G’. On note y 'homomorphisme de
groupe canonique de G sur H. Montrer que v se prolonge de fagon unique en un homomorphisme
d’algébre de Z[pZ[G] dans Z/pZ[H]. '

c. On pose K = y~* (0). Montrer que K est égal a I'idéal engendré par (1 — x).
d. Montrer que (1 — x)? = 0 et en déduire que K? = 0.

10° Soit Iy (respectivement Ig) I'idéal de Z/pZ[G] (respectivement de Z/pZ[H]) engendré par les éléments
de la forme 1 — g olt g € G (respectivement g € H).

a. Montrer que y(lg) = Ig.

b. Montrer par récurrence sur r que si G est un p-groupe d’ordre p”, alors Igr = 0,
; 11° Soit G un p-groupe d’ordre p’ et soit v un morphisme de monoides surjectif de A* dans G. On pose
ale- n=p — 1
a. Montrer que si u =, v, alors n(u) = 7(v).

b. En déduire que G est quotient de G,.

120 Soit L un langage de A* reconnu par un p-groupe.
nt a. Montrer qu'il existe un entier positif n tel que G, reconnaisse L.

b. En déduire que L € G, si et seulement si L est reconnu par un p-groupe.

.
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