F—

ANALYSE NUMERIQUE

—_—

INTRODUCTION

Le probléme traite de Papproximation d’une fonction analytique au voisinage de zéro, par des fractions ration.
nelles o La premiére partie présente les moyens classiques d’étude du probléme. Dans les deuxidme et troisiéme

parties, on s’intéresse aux péles de ces approximants, soit que I’on veuille connaftre leur comportement quand on
optimise I’ordre d’approximation, soit qu’on veuille étudier le comportement des approximants, quand P'ordre d’appro-
ximation est plus faible, mais les poles fixés.

Dans la quatri¢me partie, on étudie les approximants de Vexponentielle, ot des résultats explicites sont obtenus;
enfin dans la derniére partie, la vitesse de convergence des approximants est comparée a celle des sommes partielles
de la série, dans le cas d’une série de Stieltjes.

Les parties II, IIL, IV, V sont, dans une large mesure, indépendantes entre elles.

NOTATIONS

Une fraction rationnelle g est dite de type (p, q) siles degrés de P et Q vérifient: d°P < p et d&Qxyq.

Une fraction rationnelle —g de type (p, q) est un approximant de type-Padé de Jau voisinage de zéro (A.T.P.)
. p ) .
si: ~ w5 )(2) = 0 (zp+1y .

( 0 () (2%2)

On écrira <g—) = (plq), .

. . P .
Une fraction rationnelle ) de type (p, g) est un approximant de Padé de fau voisinage de zéro sj :

(£~ g) (2) = 0 (7+er1) |

On écrira (I): = [plg],.

Si P, est un polynéme de degré n exactement, on définit P, par :

P, (t)'= % P, (1) .
Un polynéme est dit unitaire si le coefficient du terme de plus haut degré est un.

La notation D, désigne le disque ouvert, de centre 0, de rayon r.
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PREMIERE PARTIE

On considére une fonction f holomorphe dans un voisinage de zéro, développable & 1’origine en série entiére

‘de rayon R :
F@) = Do

i»0

Soit Q2 un domaine de C, dont le bord d () est Ci différentiable par morceaux. Soit (%;);. . ., m points

distincts de £, (my); = 1...m, m entiers (m; > 1), et & une fonction holomorphe dans un voisinage de Q.
Pour ¢ dans Q, on pose : :

n=ima; Va (t).—_fl(t—x,)"“;

i=1 i1
1V, (6) =V, (u) B (u)
P(t)=2i7rja_q t—u V, (u) du.

Montrer que P est un polyndme de degré au plus n — 1.

Va (2)
(t — u)

Mentrer que les dérivées successives de

» par rapport & ¢, sont nulles en ¢ = x; jusqu’a 1’ordre

m"—i.

Montrer que P interpole, au sens d’Hermite, & en x; i 'ordre m,, pour i=1, ..., m (c’est-d-dire
PP (2) =~ (x) pour i=1, ..., metj=0, ..., m—1).

Dans le cas ot my = 1 pour tout i, calculer explicitement ’intégrale ci-dessus et montrer que 1’on retrouve
ainsi le polyndme d’interpolation de Lagrange.

Q.2. Pour tout « strictement inférieur & R , on note J€,, ’espace des fonctions holomorphes dans le disque de rayon

1
~ - On définit sur J€, la fonctionnelle linéaire ¢ associée & f par :

*
1 d
Zin.}m _S)e (%) Yt

Montrer que ¢ est indépendant de r pourvu que « < r < R.

c(g) =

Montrer que pour tout i > 0,c (#!) =¢;.

. ' 1
Soit g, () = T Montrer que ¢ (g,) = f(x) pour tout « tel que || < R.

Le premier membre ¢ (g, ) sera écrit dans toute la suite, soit pour désigner la série E ¢y &', soit un prolon-
iz0

gement analytique de celle-ci. "
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Q3.

Q4.

Q.5.

Q6.

Q.7.

P, désigne le polyndme, défini en Q.1., pour la fonction kb = g,. Soit W, le polyndme associé & V., déf
par : . '

. . v _
W, (%) = ¢ (W) ) (c agissant sur ¢) .
On suppose que £(0) # 0. Montrer que W, est un polynéme de degrén — 1.

Montrer que : ¢ (P,) = M '

~

Vs (%)

1) —e(®) = 22 o ({2,

S(x) —c(P,) = 0(x") pour x voisin de zéro.

En déduire que Y;f—" = (n — 1/n),.

n

On suppose que f(x) = 2 fi(x) et f,(0)#0.
Soit g— un A.T.P. de £, de type (p, q) .

N (=)
D (x)

Montrer que x*

est un A.T.P. de f de type (p -+ F, q).

Un polynéme D, tel que D (0) # 0, de degré g, étant fixé, montrer que ’A.T.P. de dénominateur D, de type
(P, ¢) existe et est unique quel que soit p . ’ T

Donner I’expression des coefficients du numérateur en fonction des coefficients de D et de ceux de la série £

N . keZ
Onpose fi(z) = ¥ep,, = te0 i<o.
i >0.

Soit ¢* 1a fonctionnelle associée & S
V, étant un polynéme arbitraire de degré n exactement, on appelle (n — 1/n) re TAT.P. de f,, de dénomi-
nateur \;,, .
N k=1
. k-~ )
Soit —'—’—%—-——i () = A\d ¢ & + 2% (n - 1/n);, (x).

n [ ]

Montrer que Nave-s =(n + k ~ 1/n),

~

n

(f—N—-L) (%) =:(x) HAAC )

A quelle condition existe-t-il un unique polynéme unitaire V,, de la variable « tel que :
E%£2=[n+k—uup
Va

Ecrire ce polyndme V,, , sous forme d’un rapport de deux déterminants, la derniére ligne du numérateur étant :
(1, x, ..., a").
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Q.8.

Q..

Q.10.

Q.11.

Q.12.

'Q.3.

DEUXIEME PARTIE

Soit f une fonction méromorphe dans le disque D,, de rayon p non nul, dont les pdles «,, ..., a, sont
simples et non nuls.

On définit une suite de polyndmes Q,, pourk =0, ..., v :
- Qz)=1
k

Q(a) =[] (z - ).

Pour n > 0, soit (a}), -, , une suite arbitraire de nombres complexes.

On pose :
v

g (2) = Dok Qi (1) +Q ().

he=1

Ecrire, sous forme intégrale sur un contour I' & préciser, ’expression de II, , unique polynénié de degré
inférieur ou égal 4 n + v, qui interpole (¢, . Q, .f)enOalordren + v + 1.

Pour tout n , montrer que II,, est divisible par Q, si et seulement si (a}t);-,, ,.., v vérifient un systéme
. linéaire :
v
N\ ,
2 ap cfy, = d} J=1,...,v.
k=1

Préciser les ¢j}, (qui sont définis par des intégrales).

Etudier lim cj}, et le systdme linéaire limite quand n —»> .
n—» 0

En déduire que, pour n assez grand, il existe (af ) = ,, .

 uniques tels que I, soit divisible par Q, . .

Dans 1a suite de cette partie, les (a} )y = , | v sont ceux ainsi définis, n étant supposé assez grand.

Montrer que lim a} = 0, k=41, ...,v.

n=—» 00
Montrer que, uniformément sur tout ensemble borné du plan :
Em ¢, (2) = Q, (2).
n-—> 0
IT,
qn- Qy
Montrer que R, est approximant de Padé [n/v], de f.

Soit R, =

Soit A et ¢ vérifiant A < ¢ < pettousleso;,i=1,..., v, appartiennent 3 D, .
Soit K un compact contenu dans D, — {o; };-,,

— :
Montrer que lim (sup |f(z) — R, (2) |ﬂ> < 2 < 1.

n=> o ze K

En déduire que R, converge vers f uniformément et géométriquement sur tout compactde D, — {«,, ... o}
quand » tend vers 1'infini.

Montrer que R, est une fraction irréductible, et a effectivement v péles qui approchent les v poles de f quand
n tend vers Vinfini. - ‘
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TROISIEME PARTIE

On suppose dans cette partie que f est une fonction méromorphe sur C; de pdles «,, ..., a,, distincts,
en nombre fini ou non, non nuls, simples.

Les o, sont supposés rangés en ordre de module croissant, on pose u; = oy~ ', et on suppose de plus qu’il
existe v et o tels que :

oy | < 6 < NP

Q.14. Montrer que f peut se mettre sous la forme
v

Fle)= X Tt g (2)

Z — 0y

i=1
ol g est une fonction holomorphe dans le disque D, .

Si f(z) = ‘\_: cp 2" et g(z) = E b, z", exprimer c, en fonction des r,, u, b,.
! nzl nx»0

Q.15. Soit {7,1 le polynéme égal au déterminant suivant :

v v
Zj Q
ry u‘"*“, . o B ’ 3 r( u,"*v""
sond
i=1 ’ i=1
v v
W ‘1
3 routty, - s ¥ rpuntey
P4 : e
=1 i=1
1 s e, z¥

Calculer \N’n » comparer i s (z) = ]l (2 — uy).
i=1

Comparer les A.T.P. de f, de dénominateurs respectivement V, et V,

Q.16. Soit H le polynéme suivant :

Cn . Cn+y
n =
HY (z) = . .
C"+V—1 . M '_cﬂ+2V—1
1 c .. zv

(Sous les hypothéses faites sur £, ce polyndme est effectivement de degré v, pour n assez grand, ce que 1’on
admettra sans démonstration.)
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Q.18.

Q.19.

Q.20.

On pose D,, = HY - \7',, .

Montrer que pour tout p, vérifiant |uy| > ¢ > |uys,]|, et uniformément par rapport a z dans tout

compact contenu dans D, :
Dpy=0(|u, ... uy_,p|*) n— + .
En déduire que, quand n tend vers Pinfini, il existe K, indépendant de » tel que :

HY () =Ky (u, ... u)" l—vl(z"”‘)“LO((l:vl)ﬂ)’

e g

. Montrer que si g est un polyndéme de degré & :

(n + v¥), = [n + ], nzh.

ol ’A.T.P. considéré est de dénominateur V.

On définit les notations suivantes :

(h4y=1h) =3 (Vaf=Wo) (1) = 3 gy 23
P,

p»0

[r4v=—tpl =zt (BSf-P)= D a0

H; p>0
Montrer que, quand n tend vers Pinfini
By =a,=0 psn4v—1;
Bp = 0 (p¥— 1)  n4v<pEn+2y—1;

Bo—a,=0(p"-"") p>2n+2v.

On suppose que les péles «, ne sont pas connus exactement, mais qu’en connait pour chaque i, = 1

une suite (¥ )iz, ¢ lm y, = «.
k>

v .
On appelle Q. (2) = 11 (z — yy4) et on pose :

i=1
XBE = Qu(2) .S (2).
p>0 .
Soient x;, i = 1, ..., v les racines de HY, et pp =  sup | % =y | -

imf, ..., ¥

Montrer que  B%¥ = a, + 0 (@) (kK — + ).

QUATRIEME PARTIE

Soit R (¢) un polyndme de degré m et & (t) la fonction suivante :
o R() R () R™ (¢)
J‘(t)—~7—+-—;;—+...+ o

~t,

[
Montrer que ‘J .
to

"™ R (z) du = — [e""' 5 (z)]

b
Soient @, (z) = z™*1F (0) et ®,(z) = z"**F (1), montrer que :

1
D, (z).€ — @, (z) = g™+ ¢* ' e R (u) du.
e
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Q.21.

Q.22.

Q.23.

Q.24.

Q.25.

Calculer R pour que
P, =g, d° o, =p

g‘l = [p/q]exp (approximant de Padé de e?= exp (z)).
. ‘

Dans les questions 22, 23, 24, on suppose que ¢ > p.

- Seit 1—) une fraction de type (p, g) vérifiant’ Q (0) # 0.

Q

Montrer que — est un A.T.P. de Pexponentielle si, et seulement si, il existe un polynéme R unique, d

degré g tel que :

v
P (z) = an—w (1) . 2*;

k=40

q
Q (2) = Z R@-9 (0) . g,

k=0
R est appelé le C-polynéme de Papproximant.

Montrer que si ga de type (p, q), vérifie :
, . Q(2) ~P(z) =0 (2#*) s > r
alors le C-polynéme R vérifie :

@ p<s<qg ROV (x) =(z-1)7 R, (x) R, = p

ds-q o '
b s> g R(x) = o [#7 (4 =0 Rpuo s (1)) @ Rpqymptgms

Pour cette derniére démonstration, on pourra considérer la suite I,
L =R() L) = | Lud
et caleuler 1,, I, (0), I, (1). '

Soit P, un polynéme de degré n, z un paramétre et T une constante.
On considére 1'équation différentielle E, :

~¥ () + 5 (3) = 1 P, (")

On appelle y, (%, z) la solution polyndme de E,, et on calcule 7 telle que y, (0,z2) =1.
Calculer y,, (x,z) en fonction des coefficients de P, , et des sommes partielles S; de ’exponentielle.

Montrer que ¥, (2, z) est un approximant de type Padé (n/n) de l’exponenuelle Préc1sez le C-poiynéme
de cet approximant.

Déterminer P, unitaire tel que y, (z, z) soit approximant de Padé [n/n] de Pexponentielle.
Montrer que si S, (z) est la somme partielle de degré n de exp (z) et U, (2) 1a somme partlelle de

exp ( — z), 1 etU sont deux A.T.P. deexp (- 2).°

Déterminer les C-polyndmes associés respectivement & ces approximants.
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1 -z .
. On pose &n (x)—S—n—(—'g—c-j-eb x € [0, of.
Montrer que g, admet un maximum en un point £ de ]0, oo].
1
Montrer que g, (8) < 5 ga-, (5).

1

En déduire que sup 5. (%)
n

ze[0, of

—e? | <

CINQUIEME PARTIE

Dans cette partie f est une fonction analytique dans C — [1, oo, définie par une série de Stieltjes :
=1
f(x)=2c.x‘ c,=] v w (u) du
i>0 ’

: L3
ol w est une fonction positive intégrable, telle que lim | cn |® existe et vaut 1.
n ~—»

Q.27. Montrer que si ¢ est la fohctionnelle définie en Q.2. :

x€C—[1, of f(x);——c<11 >=t"1w(u) du.

- xt o 1—2xu

En déduire que pour tout polynéme V,,, et pour tout x de C — [1, oof

C<_1Y_’:_L_:c)t>= :;L_%%w(u) du.

Q.28. Pour n € N, et pour toute détermination de la racine carrée, on pose
1 — —
To(2) =3 [+ V& - 1) + (2 -y7 1))

Vérifier que : YOeR, T, (cosB) = cosn®.

Quelles sont les racines de T, ?

Q.29. Soit T:(x) = T, (2 x — 1).

On considére le polynéme P,, de degré n — 1, interpolant la fonction £ — aux racines de

1

1 - x¢
n

T, . Montrer qualors, on a, pour x € C — [1, o[ : [f(x) —c (P,) | < M Tf-—ﬁ k

\ M constante

1
1 —2xu

i k=k(x)=sup {

ueiln,1]
p=p(x)=if[|A+VATI|, [A-yA_1|], A=221-1.

Montrer que p < 1.

avec

En déduire que ¢ (P,) converge vers f, quand n tend vers I'infini, pour tout x de C — [1, w].
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Q.30. Soient Sy les sommes, partielles de f, de degré n . Montrer que
. i
% e [0, 1] limdo [f (%) =8, (=) |7 = |x].
: n >
‘Etendre ce résultat  tout x complexe de C — [1, oo].

Q31. Soit ¢ (x) = A —~\/A" —Tet A =2z — 1, la détermination de la racine étant telle qut
Vi—%>0 s xefo0,1].

Montrer que ¢ (x) = x7* (1 — /1 = x)*; en déduire que pour tout x de D,, p (x) < |« |.
En déduire que dans le disque unité, ¢ (P,) converge vers f plus vite que S, , c’est-i-dire que

| 2P0 (5) = ) | _
e | TS m - |~
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