COMPOSITION D’ANALYSE

Durée : 6 heures

Dans tout le probléme R?® est muni de la norme euclidienne Va + ¥ + 2.

"On rappelle que, en coordonnées sphériques :

x = rcos 0 cos ¢ r=y\x* 4y + 22
y = rcos 0 sin ¢
z = rsin 0
. . 2f 23 f L TRf of 1 2f
le laplacien s’é : = A el IR AR : Y- —_— Y
 laplacien s'éarit : Af ar + ror + r? I:DQ’ g9 ALY + cos? 0 D(p”]
On note R* (resp. R**) I'ensemble des réels positifs (resp. strictement positifs).
On note R** ’espace R? privé de 0. On note S la sphére unité de R°.
On note C le corps des complexes, N (resp. Z) I'ensemble des entiers positifs (resp. relatifs).
Les intégrales dans R ou R® font référence & la mesure de Lebesgue standard ; les intégrales sur S ala mesure

de surface usuelle, image de la mesure de Lebesgue sur [— g R g:l X [— T, 'rc]

{ (1,0, 9)
par le paramétrage ci-dessus : (6, ¢) —> ] y(1,9, ¢)

z(1,0)

Suivant I’abus de langage habituel, on dira qu’un élément f de L? est de classe 62 ¢'il existe une fonction
deux fois continiiment différentiable qui coincide presque partout avec f.

On dit qu’une fonction £, définie sur R**, & valeurs dans C est développable en série de Laurent si, et seulement
+

c o . . | .
si, il existe une suite (a,), _, telle que la série b a, x™ converge pour tout x > O et ait pour somme f.

n= — W

+ @ + @
. (s . . " |\ |

(On dit qu’une telle série converge si et seulement si les deux séries : a, x" et : a_j x”* convergent.)
ne0 =1

La partie IV et Pessentiel de V sont indépendants de II et III.
IT et III font appel essentiellement & du calcul différentiel et de Uintégration dans R®.

IV et V font appel essentiellement & de lanalyse & une variable réelle; elles comportent moins de calculs
mais peut-étre un peu plus de difficultés théoriques.

17



PREMIERE PARTIE
Ces questions introduisent soit des résultats utiles pour la suite du probléme, soit des méthodes voisines de
celles qui sont utilisées ultérieurement, mais présentées ici dans un contexte simplifié.

1° Quelle est la dimension de ’espace vectoriel sur € des polynémes a deux indéterminées, i coefficients complexes,
de degré global inférieur ou égal & n ?

20 Calculer Y'intégrale, étendue 4 la sphére S, de la fonction définie par (%, ¥, 2) €8 —— f(x, v, 2) = 1 + z2.

a1 dr+a dr+r
30 Calculer J (1 — 297 [2;’:7' @~ z”)q:, I:a,—z;;—r 1- zz)'} dz O<p<g<ripgqr entiers).
-1

(On pourra faire des intégrations par parties judicieusement choisies, en étudiant i chaque fois les valeurs aux
bornes de la « partie tout intégrée ».)

4° Déterminer les solutions de 1’équation différentielle :
(1 —-2)y" —2xy + A0+ 1)y =0 (A eR)

qui sont développables en série entiére au voisinage de x = 0.
Quel est le rayon de convergence des séries obtenues?

Pour quelles valeurs de A existe-t-il des solutions polynomiales non nulles?

5° Soit f une fonction continue positive sur [1, + oo telle qu’il existe deux constantes positives a et b vérifiant :
(3
Va1 f(x)saff—t(;)dt+b
: 1

Montrer que f est bornée.

DEUXIEME PARTIE

1° On dit qu’une fonction complexe f définie sur S est polynomiale de degré inférieur ou égal 4 n si elle est la restric-
tion & S d’une fonction polynomiale sur R? de degré inférieur ou égal A n.

Montrer que toute fonction polynomiale sur S de degré inférieur ou égal 3 n peut étre représentée par un poly-
néme de degré inférieur ou égal & n de la forme P X, YV)+ZQX,Y).

Déterminer la dimension de I’espace vectoriel sur C des fonctions polynomiales sur S de degré inférieur ou égal
a n.

20 f étant une fonction de R® dans C et r un réel positif, on définit la fonction f, de S dans C par f, (M) = f(r M).

Montrer que, si f appartient a L? (R?), la fonction f, appartient & L2 (S) pour presque tout r.

3¢ Soit g € L2(8), & une fonction de R** dans C et S la fonction de R** dans C définie par f (M) = & (1) g (M).
A quelles conditions (portant sur &) la fonction f est-elle dans Lz (R?) ? :

4° Soit [ un entier positif, m un entier tel que |m| < 1.

On note X, ,; la restriction 2 S du polyndéme de R® :

S (x v, 2) e R®
[s})}

(4 ieym 20 (1 - 22 re
dz! +1m| / c =4+ 1sim > O,
e =—-1sim<0

On pose X,, = 1, fonction constante.
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Montrer queles X; ,, 0 < [m| < I, m € Z, € N, forment un systéme orthogonal de L? (S).
Xl, m . :
" Xy m ”L2

Montrer que les Y; ,, forment une base hilbertienne de Lé (S).

On pose Y; ,,, =

On note H, ,, le sous-espace de L* (R®) engendré par les fonctions de la forme h(N Y, ,,, ot h vérifie les
conditions déterminées au 3° de la deuxidme partie.

Montrer que H, ,, est fermé dans L? (R?). Déterminer la projection orthogonale d’une fonction Jf appartenant
aL* (R sur Hy ,. ' ‘ :
Montrer que L? (R°) est la somme hilbertienne des H, ,, (0 < |m | < ;1 > 0), c’est-d-dire que les H; ,, sont
deux & deux orthogonaux et que leur somme est dense dans L* (R?).

3

TROISIEME PARTIE

Soit f une fonction de classe 6> sur R®* appartenant 3 L2 (R?), montrer que les projections orthogonales de f
sur les H, , sont encore de classe B2 sur R** ,

Soit M le point de S de coordonnées sphériques (1, 6, ¢).
On notera Y, , (0, ¢) la valeur de Y, ,, au point M.

Montrer que Y, ,, vérifie la relation :

P Yym : ﬂbYl’m 1 2Yy,
Wi & 20 cos® J o?

ol K est une constante qu’on déterminera.

+KY,, =0

Soit f une fonction de classe 62 sur R°* appartenant 2 H, , , calculer A f en un point de coordonnées sphériques

(r, 9, @) (r > 0).

Pour une fonction £ de classe 62 sur R** on définit H(f) = —Af - ; f

Montrer que si f est dans L? (R°) et vérifie H(f) = Ef (E € R) toutes ses projections Ji.m sur les H, .
vérifient des relations similaires :

H{fum) =Efym

Si on note a; (1) Y, 1 (0, ¢) la projection de f sur H, ,, , qﬁelle relation doit alors vérifier la fonction a, , ?
On définit la fonction b, ,, sur R** par b, (1) = ra; ().

Comment se traduisent pour b, ,, les propriétés démontrées antérieurement pour a,, (propriétés de type dif-
férentiel et propriétés de type intégral) ?

QUATRIEME PARTIE

Soit / un entier strictement positif. L’objet de cette partie est de déterminer pour quelles valeurs du para-

métre « réel, strictement positif, il existe des solutions u de I'équation différentielle (E,) :

de

10

u () — <l(l;1_) B ; +m2> 4 (%) = 0

classe G* sur R** | et appartenant 3 L? (R*).
On met les solutions sous la forme u (x) = v (x) exp (—  %).

Déterminer I’équation différentielle vérifiée par wv.

Déterminer les solutions v de cette équation différentielle développables en série de Laurent. (Ne pas chercher A
les exprimer i I'aide de fonctions élémentaires.)

Discuter la dimension de P’espace vectoriel des solutions ainsi obtenues.
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2° Pour quelles valeurs de w existe-t-il des solutions » polynomiales ? Montrer que les fonctions u associées sont
dans L2 (R¥),

Montrer que, parmi les solutions v déterminées 4 la question précédente (quatridme partie, 19), seules les
fonctions v polynomiales définissent des solutions z non nulles de (Ey,) dans L? (R*).

3¢ Montrer que ’équation (Ey) n’a pas d’autres solutions non nufles dans L? (R*) que celles qui ont été déterminées
a la question précédente.

40 [ étant fixé, montrer que les solutions obtenues pour deux valeurs distinctes de sont orthogonales dans L (R+),

CINQUIEME PARTIE

Soit ! un entier positif ou nul, w un réel strictement positif,

On étudie dans cette paﬂ:ie les solutions de 1’équation différentielle :

u" () + (w= + ; ~ lﬁ—xT_J’i)) (1) =0 ()

I@+1)

ol u est de classe 62 sur R**. On pose h (x) = ; - pe

A toute solution u de (E’y) on associe 1a fonction F définie par :
F@@) = (0 + h () 42 (1) + ' (3)

1° En s’inspirant de la méthode utilisée aux 20 et 30 de 1a quatriéme partie pour (E,), étudier le comportement au
voisinage de zéro des solutions de (E’Y). ’

2° Montrer que si une solution u de E') est dans L RY)etsil>0

j:wu(x) W (3) dx = — fo+°°u'= (@) dx

Que devient cette formule pour I = 0 ?

3° On suppose toujours que u, solution de (E’y), est dans L? (R*). Montrer que la fonction F associée & u est inté-
grable sur [1, + oo [ et que, si u n’est pas la fonction nulle, F (x) est strictement positif pour tout x assez grand.

Etablir une inéquation différentielle vérifide par F et en déduire que u est 1a fonction nulle.

4° Montrer que toute solution u de (E',) sur R** est bornée sur toute demi-droite X, + of o X > 0.

(On pourra utiliser la fonction F associée ou montrer que pour tout A > 0 il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout x supérieur i A, on ait :

w () (0~ | h@) ) < f|h'(t)]uz(;)dz+0)
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RAPPORT SUR L'EPREUVE D"ANALYSE.

Le probléme porte sur 1'gtude du spectre discret de 1'équation de
schridinger pour 1'atome d'hydrogéne, dans un modéle simplifié ne tenant
compte ni du spin, ni des champs extérieurs.

La question, venue au jour vers 1925-1927 dans les débuts de 1a
mécanique quantique a été résolue immédiatement en ce qui concerne les
valeurs propres négatives {partie |V du probléme). En 1929 un contre
exemple de Yon-Neumann et Wigner a montré que I'absence de valeurs
propres positives, considérée comme intuitive par les physiciens, n'allait
pas de soi. La réponse n'est venue qu'en 1966 dans un article de Weidmann
{on the continuous spectrum of Shrodinger operators, Comm. Pure. Appl.
Math 19-1966, p. 107-110) dont la partie ¥ est une adaptation trés

simplifiee.

Pour en savoir plus, on peut consulter le traité classique de
Reed-Simon : Methods of Modern Mathematical Fhysics (Volume 4 en
particulier) et les monographies plus spécialisée de Berthier (Pitnam Pub
n®71) et de Eastham et Kalf {Pitman Pub n°65).

Pour maintenir le probléme dans un cadre relativement
élémentaire on n'a pas introduit d'espaces de Sobolev, ce qui n'a pas permis
de faire figurer le terme “valeur propre  dans 1'énoncé. On peut montrer
que s'il existait des solutions faibles {(ou au sens distributions) elles
seraient en fait des solutions classiques (lemme de Weyl).

Dans e méme but, on n'a pas cherché & étudier le spectre continu,
el on a préféré laisser de cdté le cas 1= 0 au IV ainsi que le cas E = 0
ic'est & dire co = 0 en IV ou V).

Le probléme est assez long mais avait été rédigé comme le
signalait le préambule, de facon que les cadidats puissent, selon leurs
connaissances, faire porter 1'esentiel de leur effort soit sur les parties |
el It , soit sur les parties IV et ¥ qui faisaient appel & des domaines
largement disjoints de I'analyse.

En fait, beaucoup de copies sont trés fragmentaires et montrent
plutGt une tendance au grappillage de questions faciles qu'une tentative
d'approfondissernent. Une telle attitude a ses avantages : accumuler les
points des questions faciles, et ses inconvénients : ne pas shorder les
questions plus delicates, qui sont aussi les mieux rémunérées par le
bareme de carrection.
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Notons enfin que de nombreuses copies sont rédigées de facon
inacceptable chez de futurs enseignants. Les candidats doivent savoir que,
méme si la rédaction et la présentation ne sont pas cotées explicitement
dans le baréme, elles influent sensiblement sur la note finale : le
correcteur ne fait pas 1'exégése des copies gui lui sont soumises, il note
ce gqui est écrit : si un raisonnement est trop confus ou insuffisamment
justifié, i1 est considéré comme faux. Dans des cas extrémes, il peut en
aller de méme pour des passages illisibles.

Remarguons sur quelques questions du probléme :

I- 2} Beaucoup de candidats ont calcule, au lieu de Vintégrale de
surface sur la sphére, une intégrale triple sur 1a boule. Beaucoup d'autres
ont &écrit une intégrale triple en coordonnées cartésiennes, fait le
thangement en coordonnées sphériques en calculant le jacobien
tridimensionnel, puis escamoté sans explications la variable r paur
obtenir une intégrale en '© et ¢. Le résultat obtenu est alors exact {on
pourrait justifier un raisonnement de ce type mais aucun candidat n'a
tenté de le faire). Quelques condidats ont trouve, sans s'en étanner, un

résultat négatif. '

3)  Laquestion, pourtant élémentaire, 8 été peu abordée. Les quelgques
candidate qui &'y sont attaqué nont en général pas wu quil suffisait
d'étudier I'ordre de multiplicité des racines + 1 dans le polyndme (1 - 22)™
et ses dérivées et ont fait des calculs assez lourds & 1'aide de 1a farmule
de Leibniz.

4} Le calcul formel a en genéral &td bien fait |, mais le ragon de
convergence trés mal étudié, voir pas étudié du tout. Lorsque les solutions
n'étaient pas polynomiales on trouvait facilement la limite de (842481 On
ne peut obtenir ainsi , en principe, que le carré du rayon de convergence
{ici, 1a limite étant 1, 1a confusion n'était pas visible sur le résultat),

N suffisait pour conclure exactement de se demander si le terme général
de 1a série est borné {lemme d'Abel.

Dans la recherche des solutions polynomiales, presque personne
n'a remarqué que 1'équation nin+1) = AlA+1) admet des racines n= A s
Mo opst er@ier positif, mais aussi n = -A-1 31 A est entisr negatif {une
grreur similaire se retrouve au 1Y) Le rile de 1a parité a rarement été
précise, :
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S5) Les candidats qui ont abordé cette question 1'ont en général cor-

rectement traitée. Certains se sont limités au cas beaucoup plus simple ol
a < 1. Notons quand méme queiques divisions d'inégalités par un nombre né-
gatif et quelgues surprenantes fautes de logique dans la négation de la
propriété "f est bornée". On pouvait appeler G{x) le second membre de
I'inégalité, et remarquer que x2G'{x) ¢ a G(x). En intégrant l'inéquation
differentielle on obtenait G{x) < A exp{-a/x) ce qui prouve le résultat.

g

11- 1) Presque personne n'a vu que pour utiliser la décomposition
proposée P{X.Y) + 2 Q(X,¥) il fallait en prouver 'unicité {cela pouvait se
faire en étudiant, pour ¥ et ¥ fixés, avec X2+y2 ¢ 1, la fonction affine
Z = POLY) + Z00%Y) et en remarguant gu'une fonction affing nulle en deux
points distincts est identiquement nulle.

Quelques candidats multiplient les dimensions de deux
sous-espaces supplémentaires pour obtenir la dimension de I'espace |,

2-3 Assez mal traitées dans 'ensemble, peu d'allusions au théoréme
de Fubini, encore moins d'explications précises de son utilisation {qui
etait tres différente dans les deux questions).

4)  Parmi les candidats qui abordent cette question, certains oublient
la conjugaison dans le produit scalaire hermitien, d'autres ne traitent pas
tous les cas. Au tolal presque personne r'écrit correctement Vintégrale qui
definit le produit scalaire, ce qui Gte toute valeur aux références plus ou
moins vagues au | 3).

A part de rares exceptions, 11 5) et 11 n'ont pas &té abordées, ou
seulement par de vagues allusions & ia densitd des polynbmes, ou & des
séries de Fourier, ou encore des distributions pour 111, presque mumurf en
negligeant les vraies difficuliés.

Dannens quelques indications

La fin de 11 5) utilise le théoréme de Stone Weierstrass, en
remarquant gue le calcul de dimneison du |1 1) montre que Tes Y,
engendrent 1'algebre des fonctions polynomiales sur S, et que Y, = ‘f'trm :
I'algebre est autoconjuguée.

La projection arthogonale sur H;m est definie par

Hy (1) = { Mr Ty, (M de M)

bl g

R 1]

Au L 1) résulte du théoreme de dérivation sous le signe
integrale appligué a8 le projection orthogonsle. Un caloul, assez délicat,
montre au 22 que K = 1{1+1). Le reste résulte d'intégrations par parties en
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coordonnées sphériques.

v En général seul le calcul formel a été abordé, mais 1a relstion de
récurrence entre les coefficients n'a pas &té exploitée de facon
méthodique : trois valeurs de n jouent un réle exceptionnel m=1; np=-1-1
et éventuellement n, = 1/2co. Faute de voir que g=0 si n<-1-1, on ne
peut pas prouver s convergence de 1a série (beaucoup de candidats ont cry
que la limite de a,,4/8, s'interpréte de la méme fagon en -co qu'en +oo),
L'étude de 1a dimension et des solutions polynomiales dépend de
l'existence de n, et.de sa position par rapport & n,.

La fin du 1V se traite par un développement asymptotique en 0
d'une solution obtenue par variation de 1a constante & partir d'une série
entiére. L'orthogonalité résulte, 18 encore, d'intégrations par parties.

¥ n'a pratiquement pas &té abordée.

Répartition des notes :

0Cad 549 104a14]/15819 20 4 24|25 § 29
182 | 155 95 125 69 50

30834 | 35839| 404 44| 45 4 49| 50 4 54|55 4 60
27 38 24 11 7 7
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