"Durg£E : 6 heures

PREAMBULE

L’objet du probléme est de déterminer les endomorphismes de I’espace vectoriel des matrices carrées con
d’ordre n conservant certaines propriétés de ces matrices. La premidre partie étudie la conservation du rang 1
de Vinversibilité. Les deuxiéme et troisiéme parties, qui sont indépendantes de la premiére, préparent a:
effectuée dans la quatriéme partie, de la conservation du groupe unitaire et de celle de certaines normes.

Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal & 2, C le corps des nombres complexes,
semble des nombres complexes de module 1.

M, 4 (C) étant P’espace vectoriel des matrices complexes & p lignes et g colonnes, dont 1’éément nul est
on pose :

e & =M, ,(C) (ensemble des matrices carrées d’ordre n);

e @ =M, , (C) (ensemble des matrices colonnes & n lignes);

e £ =M, , (C) (ensemble des matrices lignes & n colonnes); :
o €' = B\{0}

® B' = E\{O}

Le groupe linéaire GL,(C), ensemble des matrices inversibles de &, sera noté ¢.

Enfin, R, désignera l’fx_lsemble des matrices de rang 1 de & et ‘R, Pensemble des matrices de rang:
ouégal 31 de 8. Onadonc R, =R, U {0}.

PREMIERE PARTIE )

. Pour P et Q éléments de G, on définit deux endomorphismes Tp, q et Tp, g de & par :
VAeb Tp.q (A) = PAQ Tp, q(A) = P*AQ (*A est 1a transposée de A)

et on désigne par vy (resp. y) I'ensemble des endomorphismes Tp g (resp. Tp o) pour P et Q décrivant G.
P=yuy¥y.

v et T' sont, de maniére immédiate, des sous-groupes Jdu groupe linéaire GL (&). On ne demande -
démontrer.



plexes
t celle
étude,

U len-

noté 0,

H

iférieur’

On pose

as de 16

A

On se propose d’établir ici que les endomorphismes T de & tels que T(R,) < (R, sont les éléments de T.
1° Montrer que si T appartient & I" alors T (R,) < R, .

20 Etablir que R, est égal a 'ensemble 8’ £’ des produits XV d’un &lément X de €’ par un élément Vde £'.

30 Soient alors XV et X'V’ deux éléments de R, . Montrer que si XV + X'V’ appartient & R, , alors I'un

au moins des deux couples (X, X') et (V, V') est 1ié.

4° On désigne par X I’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension n de & incl%xs dans R, .
Montrer que X est exactement constitué des éléments de P'une des deux formes suiva;ltes :

a. X€ (ensemble des produits XV quand V décrit £) avec X dans 6’.

b. BV (ensemble des produits XV quand X décrit 6) avec V dans £'.

- X et X’ étant deux éléments de G, préciser X£ N X' £,

X et V étant respectivement éléments de 6’ et £, préciser X£ N BV,

5° Dans cette question et les deux suivantes, T désigne un endomorphisme de & tel que T (R,) = R, .

Montrer que I'image par T d’un élément de X est un élément de X .

6° On suppose ici 'existence de deux éléments non colinéaires de ¥', X, et X,, tels que T (X, £) =Y, £

et T(X, L) =Y, LavecY, et Y, dans 6'.

de ',

a. Prouver I'existence d’une matrice Q de § telle que :
YVeg TX,V) =Y, VQ.
b. En déduire que T (X, £) # T (X, £8).

c¢. Montrer que pour tout V appartenant a £', T (8 V) est de 1a forme 6 U avec U dans £’ .
Que peut-on dire de T (X £) pour X appartenant & 6’ ?

d. En déduire, pour tout X dans 6’, I'existence d’un élément Y dans 6’ tel que :
VVel TXV) = YVQ ot Q est la matrice obtenue au a .

e. Montrer que T appartient & v .

70 Etablir que si ’hypothése du 60 n’est pas satisfaite, alors T appartient 4 v’ .

B

On se propose maintenant d’établir que les endomorphismes T de & tels que T () = G sont les éléments

1° Montrer que si T appartient & T" alors T(G) < ¢ .

20 Soit A une matrice non inversible de & et r son rang.

a. Montrer I’existence d’une matrice M de (] telle que pour tout élément A de C, M — A A soit inversible.
(On pourra d’abord établir la propriété pour une matrice particuliére A de rang r choisie de forme
simple.)

b. Montrer de méme l'existence d’une matrice N de ¢} telle que N — 2 A soit non inversible pour
exactement r valeurs distinctes de A .



- 3° On considére dans cette question un endomdrphisme TdeGtelque T(Q) =« G.

Utiliser la question 20 pour établir, pour toute matrice A de & :
a. Si A est non inversible alors T(A) est non inversible.

b. Le rang de T(A) est supérieur ou égal au rang de A.

Prouver alors que T conserve le rang et que T appartient & I' .

DEUXIEME PARTIE

On considére un espace hermitien E de dimension n, dont 1a norme est notée x — [| % || et le produit
scalaire (%, ¥) — (% | ) ; £ (E) est I'algebre de ses endomorphismes, U (E) son groupe unitaire. L’adjoint d’un
élément u de £ (E) est noté u* ; u est dit hermitien si u = u*, et hermitien positif si, de plus, ses valeurs propres
sont des réels positifs ou nuls.

A

10 Vérifier que pour tout endomorphisme u de E, u* o u est hermitien positif, et de méme rang que u.

Les n valeurs propres (distinctes ou non) de u* o 1 sont rangées en ordre décroissant A, > A, = ... 2 A,
et on pose, pouri = 1,2, ..., n, a; = \/)\, .

Ces nombres o, sont appelés les valeurs singuliéres de ’endomorphisme u.

2° Montrer l'existence de deux bases orthonormales de E, (er; x5 vy en) et (e, €, .. 08 telles
" quepourtouti=1,2,...,n u(e) = aye; . (On prendra pour (e) une base de vecteurs propres de u* ou).

En déduire I'existence d’un endomorphisme hermitien % de valeurs propres ®,, &, ..., &, et d'un endo-
morphisme unitaire w tels que u = wo k.

)

3¢ Quelles sont les valeurs singuli¢res d’un endomorphisme hermitien ?

4° Montrer que deux endomorphismes u et v de E ont les mémes valeurs singuliéres si, et seulement si, il
existe 1 et w’ unitaires tels que u = wovow' .

On dira alors que u et v sont unitairement équivalents.

B

k étant un entier compris entre 1 et n, on définit ¢x: £(E)> R, en posant, pour tout endomorphisme
ude E, ¢, () =, + «, + ... + a, o ®,5 %y, ... sont les valeurs singuliéres de u rangées, on le rappelle,
en ordre décroissant.

On définit également ¢ : £(E) - R, par
() = (o + o + ... + o2)¥3 = (Tr (u*ou)) 2, (Tr désigne la trace.)

12 Montrer que ¢ est une norme hermitienne sur € (E).

F ). désignant I'ensemble des familles orthonormales (*,, ..., %) d’éléments de E, on se propose d’établir,
pour tout endomorphisme © de E :

k

(1) 0 (1) = sup N |
* (¥, ooy 2p) € & memd ’ ! | ] |
(COM ) N S
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20 Seit k hermitien positif et (%, , ..., x;) un élément de F, .

k
Etablir que Z (h (%) | %) < @x(h) (on pourra, par exemple, vérifier que le premier membre

i=1 ‘ '
#écrit Tr (p o k) oll p est 1a projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par(x,, ..., %) et exprimer
cette trace dans une base convenable). :

'

K
En déduire que o (B) = sup ) 2 (B (x) | =)
y Xk) € Ty 3

A

i=1

30 Etablir 1’égalité (1) pour un endomorphisme hermitien positif, puis pour tout endomorphisme = de E.

4° Montrer que ¢, est une norme sur £ (E).

C

Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme N, et S 1a sphére unité de F. Un élément «
de F sera dit élément extrémal de S ou S-extrémal si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i. x €S

G+8=> z=y=2z

DN =

i, Vir,2) €3 =x=
Ceci équivaut '

i x €S
ii. V(2 eS,elo,1] x=xn+1-Nz=>x=y=2z
(On ne demande pas de vérifier cette équivalence.)

1° Montrer que si x est S-extrémal et si deux ‘éiéments ¥ et z de F vérifient
x:—;-(y—-}—z) et N(#) +N(@) =2 alors y=N(@)z et z2=N()=x.

20 Etablir que si N est hermitienne, tout élément de S est S-extrémal.

D

Sy, désigne la sphére unité de 1’espace vectoriel normé (12 (E), Pr)-

10 On écrit u appartenant a £ (E) sous la forme w o % obtenue au A 20,

Montrer I’équivalence : u S,-extrémal < kb S,-extrémal.

2° Soit A un endomorphisme hermitien positif, autre qu'une homothétie, et de valeurs propres
Oy 2 0y Z ... 2 Op.

a. En utilisant une base orthonormale dans laquelle 1a matrice de 4 est diagonale, montrer que si A est
Sy-extrémal alors :

2) k#1 et (2,,0,,...,2)=1(1,0,...,0).
b. Réciproquement, montrer que si (2) est vérifide, b est Sy-extrémal. (On pourra d’abord montrer

1
quesi b = 5 (u, + u,) avec u, et u, dans S, , alors ¢ (u,) = $(uy) = 1.)

3° On suppose maintenant que % est ’homothétie de rapport 1/k.
a. Montrer que si k est Sy-extrémal alors k # n.
b. Réciproquement, établir que si k # n, & est S,-extrémal.

4° Quels sont les éléments extrémaux de S,, ?
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TROISIEME PARTIE
On conserve les t.otations de la deuxidme partie; on considére un endomorphisme ¢ de P'espace vectoriel © (E)
(donc ¢ élément de £ (£ (E))), tel que ¢ (U (E) < U(E). On rappelle que AU (E) est connexe,
On se propose de prouver que P’image par ¢ d’un endomorphisme de rang 1 est un endomorphisme de rang 1.

1° Soient u et v deux endomorphismes de E tels que, pour tout A dans U, Au + v soit unitaire,

.

Montrer que w*op =0 ot que  (u*ou) + (v*ov) = Idy .

2° Soient u,, u,, ..., uy (p 2 2) des endomorphismes de E tels que pour tout (&, A,, ..., &) € U?,

My + Ny + ... Ayu, soit unitaire,
14

.. . . * R 1
a. Montrer que pour tout (Z, J) avec i # j uyou; =0, et que \; uf o uy = Idy.

i=1

P
En déduire que Z rg(u) =n. (rg(w) désigne le rang de ).

i=1
D

. . Y
b. Montrer que, pour tout endomorphisme unitaire w, 2 rg (¢ (0 w) = n.
=1
¢. En déduire que, pour ; donné, le rang de ¢ (u, o w) reste constant lorsque 1 déerit 41 (E).

d. Montrer que, pour tout endomorphisme v unitairement équivalent & u,, rg (z (@) = rg (t(u)).

3° Veérifier que I’on peut trouver un entier p et des endomorphismes Uiy .. uyderang 1 tels que Phypothése
du 20 soit satisfaite.

En déduire que 'image par ¢ d’un endomorphisme de rang 1 est un endomorphisme de rang 1.

QUATRIEME PARTIE

On reprend ies notations de 1a premiére partie et on désigne par ‘U le groupe unitaire d’ordre n, constitué
des matrices A de & telles que A*A =T, ot A* est Padjointe de A.

Pour A dans 8 et k entier compris entre 1 et n, on pose :

d)k(A)zux‘*‘an"f' N +“k’

%, 2 03 > ... > «, désignant les racines des valeurs propres, distinctes ou non, de la matrice hermitienne
positive A*A .

D’aprés 1a deuxiéme partie, @, est une norme sur & .

On désigne par v, (resp. v;) Pensemble des endomorphismes Tp, q (resp. Ty, o) obtenus pour P et Q décrivant
U; on pose T, = y, U Yo -

10 Vérifier que si T appartient a T', alors T posséde les propriétés suivantes :
TAQ) < u
Pour tout entier k compris entre 1 et n et toute matrice A de &, @, (T(A) = @, (A).

20 En utilisant les différents résultats établis dans le probleme, démontrer, pour T endomorphisme de & ,
les réciproques des propriétés établies au 1°. On démontrera successivement :
- 5i TU) « Ualors T appartient A ', ;
Si pour toute matrice A de 8, @, (T (A) = @, (A), alors T est dans I, ;
¢. Si pour toute matrice A de & ®,(TA) =, (A), alors T est dans r,;
Si pour toute matrice A de B, @ (T(A)) = D, (A) ot k £ 1 et & # n. alors T est dans I', .

>

&

&
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

Le probléme de mathématiques générales étudiait cette année
les isométries de 1'espace vectoriel des matrices carrées complexes
d'ordre n pour certaines normes liées aux valeurs singuliéres de ces
matrices. Les résultats étaient obtenus dans la quatriéme partie,
mais i1 était nécessaire de déterminer d'abord les endomorphismes
conservant le rang 1 (premiére partie), puis ceux conservant le
groupe unitaire (troisiéme partie). La seconde partie, quant i elle,
définissait et &tudiait Tes premiéres propriétés des normes
envisagées.

Le probléme était essentiellement inspiré des articles
suivants, dans lesquels on trouvera d'autres approches de 1a question,
ainsi que des références pour 1'étude de 1a conservation d'autres
quantités (déterminants, fonctions symétriques des valeurs propres, ...),
ou pour certaines généralisations a la dimension infinie :

1) GRONE-MARCUS : Isometries of Matrix Algebras. Journal of Algebra 47

(1977)
2) RUSSO : Trace preserving mappings of matrix algebras
Duke Math. Journal 36 (1969)
3) MARCUS : Transforms on tensor product spaces
Pacific Journal of Math. (1959)
4) MARCUS : A1l linear operators leaving unitary group invariant

Duke Math. Journal 26 (1959).

L'ensemble était relativement long, mais son niveau ne dépassait
pas celui du premier cycle de 1'enseignement supérieur, et 1'indépen-
dance des parties et un baréme assez généreux auraient di permettre a
un candidat moyen d'obtenir une note convenable. Hélas, beaucoup de
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candidats, dominant mal les notions élémentaires d'algébre linéaire,
sont conduits, soit & des raisonnements inutilement longs, ce qui
est un moindre mal, soit & des méthodes tout 3 fait jncorrectes,

ol 1'on procéde par affirmations aléatoires.

En fin de compte, de nombreuses copies se résument i un
survol des débuts des deux premiéres parties, avec quelques points
obtenus ici ou 1a dans des questions trés faciles. I1 va de soi que
cela ne suffit pas.

Rappelons pour terminer ces généralités, que de futurs
enseignants se doivent de soigner la présentation de leur copie
(qu'exigeront-ilsde leurs &léves ?) et que, s'il faut savoir &tre concis,
Tes raisonnements doivent &tre solidement justifias (1'expression
"i1 est clair que .;.", souvent employée pour masquer une insuffisance,
n'‘a jamais constitué une démonstration).

Premiére partie.

La notion de rang d'une matrice était au coeur de cette partie,
et c'est souvent faute de bien 1a connaitre et de bien savoir la

traduire, que de nombreux candidats ont &choué dans ces questions. Une
bonne compréhension des situations rencontrées est évidemment trés

utile : elle évite, dans les cing premiéres questions, des calculs
aveugles (ainsi Xﬁ est 1'ensemble des matrices de fdont toutes les
colonnes sont colinéaires a X) ; elle permet d'adopter d 1'occasion un
point de vue vectoriel ; elle est indispensable dans la sixiéme
question, la plus difficile de cette partie, dans laquelle de nombreuses
interversions de quantificateurs et des calculs sans direction précise

ont révélé que les candidats dominaient mal leur raisonnement.

Signalons que]qugs points :

- 51 une matrice est de rang 1, ses vecteurs colonnes sont tous multiples
de 1'un d'entre eux, mais encore faut-il choisir ce dernier non nul.
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- Sur les matrices carrées, i1 ne faut pas confondre 1'équivalence et
la similitude.

- Deux matrices de 2? sont équivalentes si et seulement si elles ont le
méme rang : cela permettait de résoudre facilement la question B2°/.

- Le résultat de la partie A est faux su} ﬂ? : Ta question 6°/b ne peut
pas étre traitée sans utiliser que C est algébriquement clos.

Deuxiéme partie.

Le A de cette partie, qui demandait des démonstrations trés
classiques, est le mieux traité du probléme. I1 fallait cependant,
au 2°/, commencer par déterminer les ei correspondant aux «; non nuls,
s'assurer qu'ils constituaient une famille orthoriormale, et enfin
compléter en une base orthonormale. On note aussi quelques maladresses
pour justifier que h est hermitien : le plus simple &tait de souligner
1'existence d'une base orthonormale dans laquelle sa matrice était
diagonale et réelle.

Dans les questions 3°/ et 4°/, Te raisonnement est incomplet si
1'on ne considére pas la Tiste compléte des » valeurs singuliéres,
répétitions comprises.

La partie B contenait certaines des questions Tes plus difficiles
du probléme (les 2°/ et 3°/), mais quelle surprise de constater qu'une
majorité de candidats ignore la définition d'une norme hermitienne !

Dans la plupart des copies, on tente de prouver directement qu'il s'agit
d'une norme, et 1'on bute inévitablement sur 1'inégalité triangulaire,
faute d'avoir cherché le produit scalaire hermitien associé.

La partie C a permis d'obtenir assez facilement quelques points

supplémentaires. Le reste du probléme n'a &té que rarement abordé, et
souvent de maniére disparate et confuse.
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