MATHEMATIQUES DE L'INFORMATIQUE

Le probléme porte sur l'analyse d’'algorithmes pour I'évaluation
d'expressions arithmétiques et l'allocation de registres en compilation. La
partie I introduit les résultats de base de combinatoire des arbres. La partie Il
décrit une méthode d'évaluation .(dite méthode d’allocation gauche-droite) et
les résultats de dénombrement correspondants. La partie 1l présente
I'analyse asymptotique des résultats de la partie II. La partie IV a pour objet
une autre méthode d'évaluation (dite méthode d 'Ershov).

RAPPELS ET DEFINITIONS GENERALES

Soient Q = {0, * e} et X = {22, - - - 7, deux ensembles finis dis-
joints. L'ensemble Q est appelé ensemble des opérateurs (dans ce probléme, il
s'agira d'opérateurs binaires) et I'ensemble X est appelé ensemble des vari-
ables. On considére I'ensemble B(Q;X) des arbres binaires dont les sommets
binaires _ ou sommets internes _ sont étiquetés par des éléments de (], et
dont les sommets zero-aires __ ou sommets externes _ sont étiquetés par des
éléments de X. Les arbres considérés sont représentables graphiquement
(voir exemple 1). lls peuvent &tre définis récursivement ou spécifiés par une
définition dans le langage de programmation Pascal (les deux définitions sont
équivalentes).

A. Définition récursive. L'ensemble B(Q};X) des arbres binaires est défini
par les conditions suivantes:

- chaque variable z€X est un arbre;

- si t; et t, sont des arbres et si w€Q est un opérateur, alors le triplet
t = <w,t,,t3> est un arbre; les arbres £, et £, sont appelés respective-
ment sous-arbres gauche et droit de 'arbre .

B. Définition dans le langage de programmation Pascal. On définit le
type sommet comme un enregistrement avec variante. Il y a deux catégories
de sommets: les sommets de catégorie interne comportent un champ opera-
teur de type Q, et deux champs gauche et droite qui sont des pointeurs sur
d'autres sommets; les sommets de catégorie externe sont formés d'un unique
champ variable de type X. Le type arbre est défini comme pointeur sur un
sommet. Les types sommet et arbre sont ainsi spécifiés par:
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type intext = (interne, externe);
arbre = tsommet,
sommet = record
case categorie : intext of
: interne : (operateur : 0, gauche, droite : arbre);
externe : (variable : X);
end; '

Une structure chainée a de type arbre appartient & B(Q;X) si et seulement si:
(i) le graphe non orienté associé est sans cycle, et (ii) du sommet sur lequel
pointe @ on peut atteindre tout autre sommet par une succession de poin-
teurs gauches ou droits.

Le sommet a*t sur lequel pointe a est la racine de l'arbre a; les arbres
at.gauche et at.droite sont les sous-arbres gauche et droit respectivement
de l'arbre a.

On appelle taille d’'un arbre le nombre de sommets internes qu'il
comprend et l'on dénote par B,({,X) l'ensemble des arbres de B((;X) de
taille n. ’

Un arbre de B({);X) est représentable graphiquement dans le plan. On
notera qu'alors les arbres gauche et droit issus d'un sommet sont distingués
par la représentation planaire (voir l'exemple 1).

,

A tout arbre de B(Q;X) est associé par lecture préfixe une expression
bien parenthésée sur l'ensemble des opérateurs binaires et sur 'ensemble
des variables X. On supposera par la suite pour simplifier la description des
algorithmes que les éléments de () et X sont des caractéres au sens du lan-
gage de programmation Pascal:

type Q =char;
X =char;

Fzremple 1:la structure chainée suivante

/\..
/\ /\
z/\t u/\v
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est un arbre de Bs5(Q,X) ol Q={+, - x /| et X={z,y,2z, ¢, u,v| auquel
correspond l'expression bien parenthésée:

((z+y)x((z )/ (u-—))) .

NOTATIONS:

Dans la suite du probléme, on note logz le logarithme népérien de z. On
étend la deﬁmtlon des coeflicients binomiaux en posant.:

- ( ) = ;LT(—?;L_:’;;—)T lorsque m et n sont des entiers qui vérifient Osn=m;

m
- ( n ) = 0 dans les autres cas.

Partie |

Eléments de combinatoire des arbres.

1. On désigne par b,%:!> le nombre d'éléments de B, (Q,X) (k-et | sont les car-
dinaux respectifs de et X). Exprimer en fonction de n, k et ! le rapport:
bn<lc.l>

<1,1>
bn

2. 0n pose b, .= b,51'1> Montrer que les b,, vérifient la récurrence:

n—1
= 3 bibayy (n=1)
j=0

et que by=1. ,

3. Soient Oy = {w] et X; = {z}. On définit une application 7 de B(Q;;X,) dans
I'ensemble {w,z]" des mots sur 'alphabet {w,z] par les régles suivantes:

- m(t) =z si t est de taille 0;

- m(t)=wmn(t,).n(t,) sit est de taille 21 et si ¢, et £, sont les sous-arbres
gauche et droit de ¢ respectivement (la notation w.v représente ici la
concaténation des mots u et v).

On définit la fonction § de {w,z]" dans I'ensemble Z des entiers relatifs par:
S(w) = |wl,~lwl, |
ou |w ly représente le nombre d’occurrences de la lettre y dans le mot w.

On désigne par L l'image par m de B(Q;:X,). Montrer que tout mot de L vérifie
les deux propriétés:

(P1) 6(w) =—1;
(P2) pour tout préfixe strict u de w: 6(u)=0.

On rappelle que u est préfixe strict de w s'il existe un mot v non vide tel que
w=uv.

Montrer que l'application m est une injection de B(Q;;X;) dans {w,z}". En
déduire un minorant strictement positif ®, du rayon de convergence de la
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série:
an
n
Ybaz™ .
=0

4. Soit b(z) la somme de la série f} bnz™ lorsque |z |<R,; montrer que b(z)
vérifie I'équation: n=
b(z) = 1+2b3(2).
5. Montrer que
2n
b= 237 ()
Déterminer des nombres réels 4, A, p tels que:

On pourra pour cela utiliser sans la démontrer la formule de Stirling:

li n!
im =
nowe e V210

1.

o
Déterminer le rayon de convergence de la série Y bp2z™,
n=0

Partie 11

Allocation Gauche-Droite et résultats de dénombrements.

Un programme élémentaire est une suite d'instructions sur les variables de
I'ensemble X et sur les éléments d'un tableau de dimension infinie dit tableau
des registres

R = R[0], R[1], R[2], R[3], - -~

Ces instructions utilisent les opérateurs de 0. Elles sont de 'un des deux
types suivants:

R[i] =2z; ' zeX, i=0 (1
R[i] = R[{']JoR[1"]; weQ, i,i'1>0 0/))
On notera que dans les définitions (7), (II), il n'est pas imposé aux indices
1,1,1 d’étre distincts.

On dira qu'un programme élémentaire II utilise r registres si et seule-
ment si r est le plus grand indice de registre qui intervient dans le pro-
gramme IL.

On appelle résultat de Il le contenu du registre R[0] & l'issue de
I'exécution du programme II. Ce contenu est défini conformément & la
sémantique usuelle de l'affectation. On suppose les variables de X initialisées,
mais non les éléments du tableau R. Ces notions sont illustrées par l'exemple
2 ci-dessous.

On définit alors la procédure genere, dans laquelle decalage est une vari-
able externe ala procédure et de type integer:
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procedure genere(a : arbre);
begin
if at.categorie =externe
then writeln ('R[',decalage '):=",a t variable ;')
else begin
genere (at.gauche); decalage :=decalage +1;
genere (at.droite); decalage :=decalage —1;
writeln ('R[',decalage '):=R[' decalage '], a t.operateur,'R[ ' decalage +1,'];");
end
end;

On définit enfin une application x de I'ensemble B(Q;X) dans l'ensemble
des entiers naturels par les régles suivantes:

- si t est de taille 0, alors x(¢)=0;

- si t est de taille 1 et si £; et £; sont les sous-arbres gauche et droit de #
respectivement, alors:

x(t) = max(x(t,),1+x(tz)) .

Ezemple 2:Le programme élémentaire.suivant

R[0):=2;
R[1]:=¢;
R[0]:=R[0]-R[1];
R[1]:=u;
R[2]:=v;

R(1]:=R(1]-R[2];
..R[0]:=R[0]/ R[1];

avec () et X définis comme dans l'exemple 1 a pour résultat:
(z=t)/ (u=—));
il utilise 2 registres. Pour l'arbre a associé 4 cette expression, x(a)=2.

6. Donner sans démonstration le résultat du programme genere lorsqu'il est
appliqué a l'arbre de l'exemple 1, la variable decalage étant initialisée a la
valeur 0.
Montrer que l'exécution de la séquence

decalage:=0; genere(a);
produit un programme élémentaire dont le résultat est l'expression bien
parenthésée associée a a, et qui utilise x(a) registres.
7. On note c,f”f;” le nombre d’éléments de B,(Q.X) dont le paramétre yx est
inférieur ou égal a h, et I'on pose ¢, 5 = c,<h1>.
Montrer que le rapport

o>

bn<lc.l>
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est indépendant de k et L.

Déterminer les quantités ¢, ) pour h=0,1,2,3,4,5,6 (la rédaction des réponses
n'est pas exigée mais on demande de dessiner les arbres correspondants a
chacun des 7 cas).

Déterminer les valeurs extrémales de x sur B,(Q,X). On pourra commencer
par considérer le cas des arbres dits filiformes dans lesquels tout sommet

interne posséde au plus un successeur gauche ou un successeur droit qui soit
sommet interne.

8. Montrer que les fonctions
cp(z) = Y epp2™
n=0

sont analytiques dans le disque de convergence de b(z), et vérifient la
recurrence:

1
cp(2) = ————rvc h=1
O ey M Y
avec cg(z)=1. (On pourra pour cela reprendre un raisonnement semblable a
celui utilisé pour traiter les questions 2 et 4).

9. Montrer qu'il existe une unique suite de polynomes Fy(z), Fy(z), - -
vérifiant les conditions:

Fl(Z) =1; (Cl)
Fry
cp(z) = _F':T;—E':_;" (h=0) ; (C2)
e (2)~cp_y(2) = FM(;‘)'}W(Z) (h=1). (c3)

Etablir que la suite {F}, (2)},»,; vérifie une récurrence linéaire a coeflicients
polynomiaux en z. Montrer que le coefficient de 2™ dans Fj(2) est de la

forme:
-0=(5)

pour des entiers a, B, v dé}ﬁendant de h et n dont on donnera l'expression
explicite.

10. Montrer que pour ¥ n'appartenant pas a i-g—!Z et h=1:

1 - 1 sin{h 1)

4cos®¥’  (2cos¥)h-!  sin®
Déterminer les racines de Fj, et établir pour n=1 et h=1 l'expression

Fr(

n+l1 ; :
Cpp = %—Té— 3 sin®( ﬁé-)coszn(i%) .
1sjsﬁ‘—é+—1-)-
11. On pose g(u) = —(—-1-——1—1'—5-2— ol u est une variable complexe. On désigne par I’
+u .

I'image par ¢ du cercle |u]|= -ﬁl)-—d- parcouru dans. le sens direct. Calculer
I'intégrale: '

1 _rdz

_im z




On pose 2z =¢(u). Exprimer en fonction de u la quantité
b(z)~cp(2)

1
&
lorsque |u | 00

12. Montrer que
- 2n _ 2n 2n
bp=Cnp = J_\L;(n +1—j(h+2)) 2(n~j(h+2))+(n—1~j(h +2)> -
On pourra pour cela observer que

1 d
bp=Cnp = 'é'?;{[b (2)”Ch'(z)];‘£’1_-

Partie III

Analyse asymptotique.

On définit les quantités pp, p. 9n p €t Xn par:

B g = CnhCnh-1 4o n = Cn b
P h = = nh = T
b b,

n

Xn = E h'pn.h. .
h=1

On observera sans démonstration, par suite des résultats de la question 7,
que p, » représente la probabilité qu'un arbre formé de n sommets internes
ait un paramétre x de valeur h, sous I'hypothése que les b,kL> arbres de

B, (,X) ont méme probabilité (égale a -b—alc—i-;) sous cette méme hypothéses,
e

%n représente l’espérance du parameétre x.

13. Montrer que:

Xn = Z [I-Qﬂ,.h] .
hz0

14. Montrer que, pour tout z vérifiant OS::s—g—, on a:

z2
cosz < exp(—-—é—) .

Etablir pour n=1 et h=0 la majoration:

1 i3
< = n+l AN Y- .
Cnh S 4n*1(cos h,+2)

Montrer qu'il existe deux constantes réelles Ky>0 et 7,>0 telles que, pour
tout n=2 et tout h vérifiant 2 < h+2 < Vn /logn, on ait:

In.n = Kjexp(—7ylog?n) .
156. Montrer que pour tout z=0, on a:

x
— <x,
Tra log(1+z) <z
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On pose pour 0<j<n:

(%)
i) =
Q(n.j) = (2n
n—j
Etablir pour tout n=1 et 0<j<n l'encadrement:

2 2
< <logQ(n,j) s —L—,

n+j n—j+i
16. Montrer que pour n=2 et A1, on a:
1 < (n+1) ‘Z‘ 1
-q n e
nh F=h+1 Q(n.j)

Montrer qu'il existe deux constantes réelles K3>0 et 75,>0 telles que pour tout
n=2 et h=Vnlogn, on ait:

h?
1=qnn = Kzexp(=727--) .
17. Montrer qu'il existe deux constantes réelles L;>0 et L,>0 telles que pour

tout n=22, ¥, vérifie '’encadrement.:

N~
n — \/'-
Ll——l g—~<x,,<L2 nlogn .

18. On définit la fonction @(z) pour = réel, 2 #0, par:

O(z) = ¥ e *'2*(4k2z2-2) ,
k=1

avec par convention ©(0)=1. On admettra sans démonstration que ©(z) est
indéfiniment différentiable sur [—w;+=],

Montrer que la série:

h
o(-_
2.8

converge pour tout n=1; soit g,, sa somme.
Montrer que l'intégrale

}@(A)dx :
.

est absolument convergente; soit K sa valeur.
Démontrer que
. On
lim—== =K.
7 oo \/‘n,

19. On définit l'intégrale:
¥(s) = fO(z)zsdz .
0

Montrer que ¥(s) est définie et continue pour s réel, s >0. Montrer que pour
s>1,on a:

¥(s) = (s —1T(S)
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ol les fonctions ¢(s) et I'(s) sont définies pour s réel par:

(s) =% 2 (s>1),

k=1 k°
I(s) = fe®z5~1dz (s>0).
0

Evaluer ¥(1) et en déduire la valeur de K.
On pourra pour cela admettre les propriétés suivantes:

lim(s—1)¢(s) =1
s-1*
T( %) = V7.
20. Montrer que si {h,],.; est une suite d'entiers positifs tels que

li P =A
nva v

pour un certain réel A, A>0, alors:

lm(1-qpn p,) = O(A)

Pour la suite du probléme, on admettra sans démonstration que lorsque n -»w:

lim Xn_ =1
n e Oy
Partie IV

Méthode d'Ershov.

On définit une application p de B((;X) dans l'ensemble des entiers
naturels par les régles suivantes:

- si t est de taille 0, alors p(¢)=0;
- si £ est de taille =1 et si ¢, et t2 sont les sous arbres gauche et droit
‘respectivement de ¢, alors
, max(p(t).0(t2))  sip(t,)#p(ty)
PUE) = 114p(t,) si p(t1)=p(t,)

On suppose que la fonction {au sens du langage de programmation Pascal)
rho de type:

function rho(a.arbre) integer;

retourne la valeur entiére p(a) lorsqu’elle est appliquée a un argument a de
type arbre. On définit alors la procédure genere2 par:

- 84 =



procedure genere2(a.arbre);
begin
if o t.categorie =externe
‘then writeln('R[',decalage,']:=",a t.variable)

else : ‘ ' |
if rho(at.gauche )>rho(a t.droite) i
' then begin v

genere 2(a t.gauche); decalage :=decalage +1;
genere 2(a t.droite); decalage :=decalage —1;
writeln ('R[' decalage ']:=R['.decalage ')',at.operateur 'R[' decalage +1.']);
end
else begin
genere 2(a t.drojte); decalage :=decalage +1;
genere 2(at.gauche); decalage :=decalage —1;
writeln (' R['decalage ,']:=R['.decalage +1,']',a t.operateur,'R|[' decalage '].");
end

end;

21. Donner sans démonstration le résultat du programme genere? lorsqu’il est
appliqué & l'arbre de l'exemple 1, la variable decalage étant initialisée a la
valeur O. ‘
Montrer que I'execution de la séquence:

decalage :=0; genere2(a);

produit un programme élémentaire dont le résultat est l'expression bien
parenthésée associée a a et qui utilise p(a) registres.

22. On désigne par f,,f"f,'l> le nombre d'éléments-de B, ({2,X) dont le paramétre

p vaut v. Montrer que le rapport:

<k.,l>
n.v

<ki>
bn

est indépendant de k et l; soit 7, , ce rapport. Montrer qu'il existe deux ‘
suites d’entiers Ay in=0 €t {Ln lnzo avec A, <y, telles que: !
Thy =0 sivd [Anittn ]
Tny 720 siveE[Ayiuy,]
et déterminer explicitement les A, et u,.
On pourra pour cela considérer d’abord le cas des arbres filiformes définis a ,
la question 7 puis le cas des arbres parfaits qui sont tels que tous les chemins ;
joignant la racine de l'arbre & un sommet externe comportent le méme nom-
bre de pointeurs.

23. On pose:
Pn = 2 VThy
v0
Montrer 'existence de
lim —— E




et évaluer cette limite.

24. Discuter l'efficacité relative de la méthode d ‘allocation gauche-droite et de
la méthode d 'Ershov vis & vis des critéres suivants:

- ordre de grandeur des temps de calcul des procédures genere et genere2,

- nombre de registres utilisés par les programmes élémentaires générés
par ces procédures a partir d'un arbre de taille n.

On tiendra compte dans cette discussion du temps de calcul de la procédure
rho.

Peut-on trouver une procédure qui, étant donné un arbre a de taille n, cal-
cule un programme élémentaire [1 dont le résultat est l'expression bien
parenthésée associée a a et telle que:

- [T utilise p(a) registres; .
- le temps de calcul de la procédure est O(n)?
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RAPPORT SUR L'EPREUVE
MATHEMATIQUES DE L'INFORMATIQUE

1. Description du probléme

Le probléme portait sur l'étude et 1l'évaluation compa-
rée de 2 méthodes d'allocation de registre en compilation. La
partie I présentait les éléments de combinatoire des arbres
préparant a la suite du probléme (relation a la notation "polo-
naise" préfixe, dénombrements de base). La partie II contenait
la premiére stratégie d'évaluation dite gauche-droite, suivie
de résultats de dénombrement (avec une bré&ve incursion dans
l'analyse complexe aux questions Q.11-12). La partie III avait
pour objet l'étude de la distribution et de la moyenne du coiit
mesuré en nombre de registres de la méthode gauche-droite (au
moyen de divers encadrements d'analyse réelle). La partie IV
pPrésentait une méthode alternative découverte par Ershov vers
1958, et 1'on se contentait d'extraire les bornes extrémales
de son comportement vis-a-vis du nombre de registres générés,
ce qui suffisait pour établir la comparaison.

I1 convient d'abord de souligner que le probléme
traitait d'algorithmes et de programmes (écrits en Pascal) qui
générent eux-mémes des programmes : c'est 1la le rSle d'un
compilateur qui doit notamment dans sa partie dite "génération
de code" transformer des expressions (ici des expressions
arithmétiques déja données sous forme arborescente) en un pro-
gramme élémentaire destiné a é&tre exécuté ultérieurement. Ainsi
le résultat des programmes genere et genere?2 est-il un pro-
gramme dqui évalue et non pas une évaluation directe. Quelgues-
uns des candidats qui ont abordé les questions paralléles 6 ou
21 n'ont pas percu ce point (et 1'un d'eux a méme cru a une
erreur d'énoncél).

Ceci étant'rappelé, 1'efficacité de procédures de
génération comme genere ou generel se mesure naturellement
par le nombre de registres utilisés (dans la pratique informa-
tique le nombre de registres est limité et une mauvaise évalua-

tion conduit lors de l'exécution & des rangements/chargements
de résultats intermédiaires qui peuvent étre coiteux).

Dans ce cadre, on observe - et c'était le but de la
derniére question (Q.24) d'amener les candidats a cette conclu-
sion - que :

La procédure gauche-droite (genere) est simple a
mettre en oceuvre (Q.6), ne nécessite gqu'une passe
sur l'arbre, et donc posséde un cofit en temps liné-
aire O(n) en la taille n de 1l'arbre donné. Le nombre
de registres utilisés est en moyenne ~ VGE'(Q.S—ZO).
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La procédure d'Ershov (generez) utilise le calcul de
1a fonction P, d'ou (voir infra 0.24) un colt O(n?).
Le nombre de registres utilisés est compris dans tous
les cas entre 1 et ~log2n (0.22.23).

Comme l'a justement résumé un candidat : la méthode
gauche-droite privilégie le temps de compilation alors que la
méthode d'Ershov, dans sa forme genere2 , privilégie 1'exécu-
tion ultérieure du programme généré. (A noter cependant qu'une
modification simple de la procédure genere2, opérant en 2 pas-
ses permet de concilier l'avantage du nombre de registres de la
procédure genere2 avec un temps de calcul linéaire 0O(n)).

2. gommentaire sur les copies

Le probléme comprenait environ 1/3 des questions
(9.1-3,6-7,21-24) traitant de la combinatoire et de 1'algorithmi-
que des arbres, le reste se répartissant entre guestions "algé-
brigues" (surtout 0.4-5,8-10) et "analytiques" (Q.11-20) pour
les évaluations correspondantes.

Hormis les copies blanches, la plupart des candidats
ont également abordé les questions non-analytiques. Il est encou-
rageant de constater pour cette premigre année d'existence de
1l'option que les candidats n'ont pas fuit les questions de nature
combinatoire et algorithmique. Un certain nombre (environ 1/3
des copies notées 5) parait avoir saisi 1'esprit du probléme.
La partie III, plus analytique, n'a été qu'effleurée dans la
plupart des copies.

Les divers groupes de questions étaient assez indépen-
dants, et il nous semble que tout candidat connaissant les bases
du programme de mathématiques du concours et des bases élémen-
taires de programmation (notion d'arbre et de procédure récur-
sive) devait, s'il utilisait 1'intégralité des 6 heures de
1'épreuve, pouvoir obtenir une note au moins égale a 15.

Les correcteurs ont, pour la notation, tenu grand
compte du soin apporté a la rédaction des copies.

La répartition des notes, sur .79 copies corrigées,
est la suivante :

0 : 15 copies 20 &2 24 : 7 copies
1a 4 : 23 " 25 a29 : 4 "
5a 9 : 1o " 30234 : 4 "

10 a 14 : 5 " 35439 : 2 "
15 a 19 : 8 " 40 : 1 "

3. Commentaires sur les questions

Partie I

Le nombre d'arbres de taille n vaut (pour k=1=1) le
1

2n
" LU E — i
'nombre de Catalan" : bn 57 (11). On établit ce
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résultat classique par la méthode des séries généra-
trices. Les premiéres questions ont pour objet de
montrer qu'on peut se dégager de 1'étiquetage et que
la série génératrice existe en tant gque fonction
analytique.

e e et RO

n. n+l . )
Q1. Le rapport vaut k1 car il représente le nombre de
fagons d'étigqueter un arbre formé de n sommets internes {(donc
de n+l sommets externes, l'arbre étant binaire).

Q2. Un arbre de taille n2l1 comporte une racine, un sous arbre
gauche de taille j avec 0<j<n et un sous-arbre droit de taille
n-1-i. I1 suffit de compter les possibilités.

Q3. Les propriétés (P1) et (P2) se montrent par récurrence sur
la taille des arbres. Pour 1'injectivité, on peut remarquer qgue
si T(&)=T(t'), alors t et £' ont méme taille, puis raisonner
par récurrence sur la taille des arbres en utilisant (P1) et
(P2). On en déduit que bp est majoré par le nombre de mots de
longueur 2n+l terminés par un X, d'ou bn§223=4n et R1=1/4.

Q4. Utiliser 1'égalité établie a la question Q2.

Q5. Résoudre 1'équation du second degré b(z)=1+zb*(2z), d'oln :

- 1-V1-4z

b(z) 2z

L'autre racine doit &tre écartée car non analytique en O.
(Quelques candidats ont clairement justifié ce choix). On trouve

1/2

1'expression de bn par développement de (1-4z2) , puis par la

o 1 n_-3/2
formule de Stirling : bn” 7HF-4 n . Le rayon de convergence

de b(z) est donc exactement 1/4.

Partie II

La procédure genere alloue les registres lors d'une
simple lecture de gauche & droite de 1'arbre d'ex-~
pression. Le nombre de registres du programme généré
se caractérise par un parameétre X des arbres binaires.
I1 en résulte une expression explicite des séries
génératrices associées, qui sont des fractions ration-
nelles. De 1a, on obtient d'une part une forme
ntrigonométrigque”, d'autre part une forme "binomiale"
des dénombrements liés au paramétre X.
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Agg. Appliqué a 1'arbre  de l'exemple 1, le programme
donne :

I?Bﬂ =X g
R.l- =Y
Rr[0] :=R [o)+r[1] ;
Ril]:=2 ;
r[2):=t ;
R[1T :=R[1] -—R[Z] ;
RV :=u ;
R[3V:=v _;
R[27]:=R 2]—R[3 ;
Ril‘ :=R|1|/R{2]
RLO_ :=R| 0 *R[l ;

On prouve simplement par récurrence sur la taille de l'arbre ,
l'assertion suivante :

Pour tout i20 :

{a) L'exécution de la séquence :
decalage:=i;genere(a) ; ()

produit un programme tel qu'aprés exécution, le contenu
du registre R[i] est l'expression bien parenthésée associée

-

a l'arbre a.

(b) A l'issue de 1'exécution de (S), decalage vaut i et lors
de 1'exécution decalagezi.

(c) Dans le programme obtenu seuls interviennent les registres

r[i] ,R[i+1],..., R[i+x(a]] -

peu de candidats ont trouvé la forme correcte de l'hypothése de
récurrence, plus générale que 1'énoncé, qui nécessitait une
bonne compréhension de la procédure genere.

Q7. Ily a 14 arbres de taille 4 (cf.Q5) et l'on trouve :
c4'0=0,'c4’1=1, c4'2=8, c4’3=13, c4,h b4=14

pour h24. (Il y a eu beaucoup d'erreur sur cette question facile
alors gu'on pouvait s'assurer de la cohérence avec la forme :

_1 .8 =
b4" 5 (4) e 14)-
08. La formule cherchée résulte de la relation de récurrence :
%
= Cc, ..C .
cnrh j=0 h’ h 1, ! J

(un arbre de paramétre X au plus égal a h est formé d'un sous-
arbre gauche de paramétre au plus égal a h et d'un sous-arbre
droit de paramétre au plus égal a2 h-1). En passant a la fonc-
tion génératrice comme précédemment, on trouve :

Ch(z)=1+zch(z)ch_1(z).
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09. La récurrence sur les ch(z) de 08. montre que si :

c (z) = —féffi- alors c (z) = Eh+1(2)
h-1 Eh+1(z) h Fh+1(z) - th(z)

d'oli la récurrence linéaire sur les Fh :

Fpeg(2) = Fp (2) - 2Fp(2)

On vérifie alors facilement par récurrence l'identité :

h

F2 =2z

n+1 = ThFh+2

d'ou la forme de Cp~Ch-1- (Les candidats ont souvent mal dégagé
les hypothéses de récurrence, et mal distingué les preuves
d'existence et d'unicité).

En construisant la table des coeff%cients des premiers
s'apercoit que le coefficient de z= dans Fy(z) vaut :

Eh’ on

n h-n-1

L7 e T

propriété qui se vérifie par une récurrence analogue & celle
des coefficients binomiaux. Le degré de Eh(z) est :

h-1
L=YR

Q.10. La forme "trigonométrique" de F, s'établit sans difficulté
par récurrence sur h. On en déduit les |.§l| racines distinctes
de Eh(z) qui sont :

1

L. = e
J 2JT
4dcos .

avec 0<j<h/2.

La formule donnant les ¢y B s'obtient en décomposant en élé-
¥4

ments simples la fraction rationnelle ¢, (z) :

(i1 fallait calculer les Yn,j en utilisant la forme "trigono-
métrique" des Fp), puis en développant en série entiére les
éléments simples obtenus. Peu de candidats ont trouvé ce
principe.

Q11. Soit y le cercle |u| = 1/100. On a :

dz _ 1 ¢ o _ 1 fl-udu

2im ¢ () ¢ T 2im J1w w
r Y Y

[\
[ oIS Py
H
N

et la derniére intégrale vaut 1 par le théoréme des résidus.
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Pour u réel et |u!§1/100, z=p(u) est réel avec lzl<1/4. On

trouve qu'alors b(z) = 1+u. La résolution de la récurrence
linéaire des Fh montre que :
yh_gh
F.(z) = 172
h y1=y2
avec y, = li_éilég- et y, = 1- 21—42. D'oll par une substitution
analogue la forme de ch(z) en fonction de u et finalement :
2
h+1 1-u
b(z) -ch(z) = U T7 2

(Le résultat s'étend pour lu|§1/100 par prolongement analytique) .

Q12. Compte tenu de 1'indication de l'énoncé et puisque T est
d'indice 1, d'apres Q11., on est ramené & évaluer l'intégrale :

-1l

b =Ch,n = Zim ht2 du

1 /(1+u)2n(1—2u+u2)uh
Y 1-u

lagquelle se calcule par résidus. Par exemple :

1 J'(1+u)2”uh+2 du_ _ _1 f ) (L 2] (B42) 4
s )
l-u u ngl

2im h+2 n+l un+1
Y

= ¥ (@-$%n+2))
331

(Cette question relativement difficile n'a pas été traitée).

PARTIE III

L'utilisation de majorations dlémentaires appliquées
resp. aux formes trigonométriques et binomiales
montre gue : (a) de "petites" valeurs de ¥, infé-
rieures a Vﬂ/logn, (b) de "grandes" valeurs de X,
supérieures a vn logn, ont des probabilités exponen-—
tiellement petites. Des évaluations plus fines
suggérent 1'existence d'une loi limite de distribution
du paramétre exprimée par une fonction "theta'. On
trouve alors que la moyenne de X sur 1'ensemble des
arbres de taille n vaut asymptotiquement VTn.

013. Il s'agit 1la de 1a forme classique de l'espérance d'une
variable aléatoire discréte :

X, = (p

n n’1+pn'2+pn’3+...)+(pn'2+pn’3+...)+(pn,3+pn’4+...)+...

(C'est un exemple de transformation d'Abel ou sommation par
parties) .
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x2/2
Ql14. Considérer f(x) = cosx. e et observer que
£fl'(x) = cosx(x—tgx)ex . est négative sur l'intervalle.(Une
breuve par développement de Taylor, plus longue, était possible).
La majoration de la forme trigonométrique des cn A est triviale
(cosinus décroissant et sinus majoré par 1). f
En lui appliquant la borne cosxse , on trouve :
o, 525 ¥R figy) .

et 1l'on conclut facilement avec Yy = 9 en utilisant la forme
asymptotique de b .

Q15. Partir de :

7
n+i-j

J
logQ(n,j) = 2 log(1+
i=1

=

et appliquer & log(l+x) les bornes élémentaires.

Q16. On utilise cette fois-ci la forme binomiale de b -C Ah
et 1l'on observe que : s

b_~c
n b h < z [ 1 ]
b_ hebyq O(m T o(n,3 (R+2)+1)

On note alors qu'avec la question Q15 :

’i =32/ (n43) °2° g3/ ()

1~g , S (n+1) < (n+f)
. h=h+1 j=h+1
© - ~h?/(2n)
< 1) Y e < (n4) L
J=h? l-e n)
On conclut en prenant 7y, = 1/2,

Q17. On décompose la forme (Q13) de ih en

X hzﬂ [0, 1] +hZH[[1 “n,n]

, ~ .
Borne inférieure : On prend H=H1E nn/logn-2 ; on minore les

termes de la deuxiéme somme par 0, ceux de la premiére somme
en utilisant (Q14) :

Xp 2 Hy K Nexp(~Y1log*R)

Borne supérieure : on prend H=H EVﬁiogr\; on majore les termes
de la premiére somme par 1, ceux de la deuxieme somme par (Q16):

X, $ HytK,nexp(-Y,log’ n)

- 93 -



Q18. La fonction © est & décroissance exponentielle & 1'infini
d'on résulte la convergence de la somme et de 1l'intégrale. On
" observe alors que Oh/fg est la somme de Riemann de pas uniforme

-~

1/Vn associée & 1'intégrale. La somme de Riemann tend donc vers
la valeur de 1'intégrale. (Décomposer l'intégrale en 2 parties).

019. La fonction Y(s) est définie car @ est continue en 0 et a
décroissance exponentielle a 1'infini. La continuité se montre
par le théoréme de Legesgue. On observe que :

0

I o ¥ (axz-2)x°lax :=(s—1)1’(%)
0

[se]
f oKX (gxaxz-2)xS-lax = kS (s-1)T )
0

d'oli par sommation sur k:

Y(s) = (s-1)(s)T(s)
920. [Indication] Soit :

: 1 2n 2n 2n
Pn,t 7 b [(n-’t+1)—2(n—t)+(n-t—1)]

on trouve (cf. Q.15) que si t¥® avec t/¢57+u

: U2 42
Dn,t > e (4u? -2)

Donc chaque terme de la forme binomiale de 1—qh h tend vers
r

le terme correspondant de la somme définissant O. (Cette guestion
qui montre l'existence d'une loi limite pour la distribution
du paramétre ¥ n'a pas été traitée par les candidats) .

PARTIE IV
La méthode d'Ershov consiste & toujours évaluer en
premier lieu la sous-expression la plus "complexe"
(en un sens donné par le paramétre "p"). Elle conduit

& une meilleure utilisation des registres.

021. Le résultat de genere 2 appliqué a 1'exemple est :

Ro]:=v;
R1]:=u;
Il 7t e
R_]_- .=t
R_2_ 1=2Z;
R_l_::R 2] -R 1 ?
r[o]:=rR[1] & [0];
RI1]:=y;
R_?__ :_—;X;
R|1]:=R|2|+R]|1]:
[0} :=r[1]x&[0]:



Le reste de la question se traite par une assertion du méme type
que pour la question 6 (remplacer X par p).

Q22. La valeur maximum de p s'obtient sur les arbres binaires
parfaits (dont toutes les feuilles sont a la méme profondeur) :;
la valeur minimale sur les arbres filiformes. D'oll les valeurs
extrémales : 1 et [logzin+1ﬂ . Toutes les valeurs intermédiai-
res de psont prises comme on s'en apergoit en "greffant" un
arbre parfait sur une feuille d'un arbre filiforme.

Q23. Comme les valeurs extrémes de p sur B,({,X) sont 1 et
logz(n+1)}, la moyenne de p est comprise entre ces bornes.
(On pourrait aussi utiliser une forme de l'espérance analogue

~

a celle de la question 13). D'oli :

1im 22 = 0 1

n»> 'n

Q24. Comparaison des procédures genere et genere2

1. Temps de calcul, genere(a) procéde en une seule passe
sur l'arbre d'expression a, d'olt un temps de calcul en
O(n). genere? (a) procéde en une passe, mais en chaque
sommet visité est lancé un appel & la procédure rho ;

le temps cumulé des appels de la procédure rho est propor-
tionnel & la somme des tailles de tous les sous-arbres de

l'arbre a. Cette quantité est d'ordre O(n?)

2. Nombre de registres du programme généré. Il vaut /n
en moyenne pour genere et O(log,n) pour genere2. Dans le
cas le pire, on a respectivement O(n) et O(log,n).

Donc la procédure genere est plus rapide & l'exécution, mais
conduit & une moins bonne utilisation des registres. On observe
alors qu'on peut définir une procédure genere3 qui opére de

la fagon suivante :

genere3 (a) construit d'abord un arbre b isomorphe

a a, mais dont les sommets contiennent un champ sup-
plémentaire rhoval ; par évaluation en ordre postfixe
genere3 calcule en une seule passe les valeurs dep
associées a chaque sommet et les range dans les champs
rhoval correspondants. Puis genere3 procéde comme
genere3 en utilisant en chague sommet le contenu de

rhoval au lieu de lancer un appel a la procédure rho.
La procédure genere3 opére en temps linéaire (mais en deux

passes) tout en construisant un programme élémentaire d'au plus
log: (n+l1) registres.
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Les procédures genere et generel (amélioration
décrite a la question Q24. de genere2) sont utilisées concur-
remment dans les compilateurs. Pour une description des probleée-
mes d'allocation, on pourra consulter :

R. Sethi, J. Ullman : The generation of optimal code
for arithmetic expressions, Journal of the Association
for Computing Machinery (J.A.C.M.), 17 (1970) ,

pp. 715-728.

L'article original d'Ershov (Comm. ACM 1958) ne présente plus
de nos jours que 1'intérét historique de montrer la difficulté
de spécification d'algorithme & une période ol les concepts
d'arbres, structures de données et récursivité étaient encore
mal dégagés.

Les parties II et III sont fondées sur ltarticle suivant :

N.G. De Bruijn, D.E. Knuth, S.0. Rice : The average
height of planted plane trees, in Graph Theory and
Computing, R.C. Read Ed. Academic Press (1972),

pp. 15-22.

La méthode d'Ershov est analysée en détail dans :

P. Flajolet, J.C. Raoult, J. Vuillemin : The number
of registers required for evaluating arithmetical
expressions, Theoretical Computer Science, 9
(1979), pp. 99-125.

R. Kemp : The average number of registers to evaluate
a binary tree optimally, Acta Informatica, 11
(1979), pp. 363-372.

Le premier de ces articles utilise des résultats de Delange ;

le second comme 1'article de De Bruijn et al. utilise la
transformation de Mellin (voir la Q19).

- 96 -




