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PROBABILITES ET STATISTIQUES

DEFINITIONS, NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout le probléme N, Z, Q, R et C désignent respectivement les ensembles des entiers naturels, des entiers
relatifs, des rationnels, des réels et des complexes. Si n est un entier (n > 1), R™ est P’ensemble des n-uples de

réels. Si (x;, i € I) désigne une famille de nombres réels, on note sup x; leur borne supérieure et inf x; leur
iel iel
borne inférieure.

R, = {#eR, x>0} ; RI ={xeR,2>0}; R, =R, U{+mo}

Soit (€, /b, P) un espace probabilisé. On dit que V est une variable aléatoire a valeurs dans R" si V est une appli-
cation mesurable de (€, &) dans (R", R") ott R" désigne la tribu borélienne de R". Lorsque n = 1 on dit que
V est une variable aléatoire réelle. On note Py la loi de V, c’est-d-dire la probabilité sur ®" image de P par V.
Par abus de langage, V désigne aussi la classe de P-équivalence de I"application V. Pour tout A de ", on note

{XeA} =X"1(4).
La notion de variable aléatoire complexe est obtenue en identifiant C et R®

On note 1, la fonction indicatrice d’un ensemble A € Jb, ¢’est-a-dire la variable aléatoire réelle qui vaut 1 sur A,
et 0 sur le complémentaire de A.

Si (V,, i €]) est une famille de variables aléatoires (& valeurs dans R™) on note 5 (V,, i €I) la plus petite sous-
tribu de b rendant mesurables les applications V; de € dans R™ pour tout i € I. Une application mesurable
de (R™, R™) dans (R%, RY) est dite borélienne.

Un processus £ & valeurs dans R? est la donnée d’une famille (£, , ¢ € R, ) de variables aléatoires d-dimensionnelies.
On dit que & est (presque siirement) continu s'il existe A € Jb, de probabilité 1 tel que : pour tout w de A, T’appli-
cation t e R, - £, (w) € R? est continue.

On dit que deux processus continus % et £’ & valeurs dans R¢ ont méme loi si : pour toute suite finie £,, £, oo
S S 0 1
4 LYy . ¥ z v v ' v -t
t, de réels positifs, les lois de (;tu s Eey s ‘—fn) et { &iys E-h 5 aees gtn) coincident.

On note L? (Q, 4, P) I'espace vectoriel des classes de P-équivalence de variables (réelles ou complexes) sur
(Q, b, P) dont le module est de carré intégrable, muni de la norme [.].. SiVest une variable aléatoire, on
note V e L2 (Q, b, P) par I’abus de langage précisé au 2°.

Soient F une sous-tribu de b et V une variable aléatoire intégrable. E [ V [F | désigne I'espérance conditionnelle
de V par rapport & F : E[V|F ] est F-mesurable et vérifie E[V 1] = E[E[V|F] 1] pour tout ensemble
% -mesurable F.

SiV est de la forme 1, (A € Jb) on notera aussi E[ 14 |F ] sous la forme P [ A [ ] 5 siF estlatribu 6 (M) engen-
drée par la variable aléatoire M. on abrégera E [.|F | par E[.| MI.
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70 Une variable aléatoire V (respectivement un processus 2) est dit indépendant d'wie sous-tribu J¢ de b si les
tribus ¢ (V) et 3C (respectivement = (£, ., ¢t € R, ) et 3) sont indépendantes.

Sotent (N,,7e1) et (M, , %k € K) deux familles de variables (2 valeurs dans R%). On rappelle que les tribus
6(N,,iel) et o(M,,keK) quelles engendrent sont indépendantes dés que: pour toute famille finie f,,
Fas vos fus &1y oo &n de fonctions boréliennes hornées (ou seulement continues bornées) sur R¢ et pour tout
(iy5 e 1) € I", pour tout (&, , ..., k) € K™,

ELA (N o fo (ND) & (M) o (M )] = B[4 (N o /o (N)T - E L (Mie) o g (M) 1

8o On dit de méme que des éléments aléatoires (ensembles, variables, tribus, precessus, ...) sont indépendants
conditionnellement & un événement A de b <’ils sont indépendants lorsque on munit (Q, &) de la probabilité

conditionnelle P [.|A] = E-[P_[—r:‘}]—fﬂ .

90 Soient & une sous-tribu de fb, M une variable aléatoire :F-mesurable (i valeurs dans R™) et N une variable
aléatoire (3 valeurs dans R™) indépendante de F. Si ¢ est borélienne bornée sur R™ x R" -,

E[¢(MN)|F] = | o (Mx)Py(d).

[y

Wb . 5
10° Une écriture du type : ’ Sf)de (resp. ’IR g (x) dx > indique que 1’on intégre la fonction (borélienne) f
Ja JR® /

(resp. g) par rapport a la mesure de Lebesgue sur Pintervalle [a, b] de R (resp. sur R").

110 Tous les éléments aléatoires introduits dans la suite sout supposés définis sur le méme espace probabilisé

(Q, b, P).

PREMIERE PARTIE

10 Soit (V

.» 7 = 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, ayant un moment d’ordre 2 et centrées
(E[V,] = 0). On note :
W .
b, — E[V?] etpourte[—1, +1]. 5. = ¥ Vexp(iknt)
|
I <ks<n

On suppose qu’il existe 8§ > 0 avec

~
N o b, < + .
et
k=t

a. Montrer que, pour tout t €[ — 1, + 1], la suite (S, (t), n = 1) converge dans L2 (Q. b, P) vers une
variable aléatoire complexe W,

b. Etablir les majorations suivantes :

‘ /oy R - . :
) S0~ S. () «'Qﬂl Vz) ) 1 N ViV temen),
m<k<n l<j<n—m ' m<hksn—]J .

iy E

m<h<n-—-j m<hk<n~j

| .
! \1 Vie Viees | ] < k \g by by s |12 (L<mnjs;m—+j<n).
P f P i
|

i) E[{ sup S, (8 — S, 8,17 (1 oy 2(n —m)) hS b (L€ m < n).

tel—1,+ t] cpeed

A
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c. Montrer que pour toute suite (¢, 7 = 1) de réels on a :

and+1/2) ? 12

iy J N 5
. 52n/4 < (26_ ])—n_. \ \ c?
j / \
nx1 nzl
En déduire :
[ , Q N 1 .

v'i\; onis AN by iz < (20— 1)—1/: \ k240 b, 1z

o e et

nz=l < kg 2n! k=1
d. Soit, pour n entier non nul. M, =  sup \ Soner () — S, (1) % .

tel —1,+ 1]

Montrer que N [M,] est fini. En déduire : P \f‘ M, < + l = 1.
e o

_nzl

nz1

Montrer que, pour presque fout w de {2, la suite de fonctions :

. }: V, () exp (hnt) (>0, te[—1,+1])

1<h<2®

converge uniformément sur [ — 1, + 1]. En conclure que I'on peut supposer (et c’est ce que Pon fera dans
la suite) que W est presque siirement continu.

20 q. Soit fel2([—1, +1],du)etpourk el :

L 0 expl— kw0 di.

On rappelle : f (1) = }: ay exp (ikwu) dans L2([ -1, + 1], du).

keZ
Montrer que si f est paire, @, = a_j pour tout entier .

b. Soit g € L2 ([0, 1], du ). Montrer qu’il existe des coefficients (v, , n € N) tels que :

. \“
g (u) == v, cos nru dans L2([0, 1], du).
p

nz0
¢. En déduire :

5 .
E Y Sigj—tct cos k=u dans L2 ({0,111, du).

i) pour 0 <t <1, 144 (v) —t =

pe— k
hzl
. , 2 ®sin knt sin kws
i) pour0<e<s< (Ll —5s)= S N i
’ o7l k*
bt

37 On suppose dorénarant que =* n* b, = 2(n =z 1)3 C, désigne, pour 0 < t < 1, la partie imaginaire de W, .

a. Montrer que pour 0 € ¢ < 1, C; est une cariable aléatoire centrée, de variance ¢ (1 — t). Caleuler E[C; (]
pour 0 < 5, ¢ < 1.

b. Soit pour ¢ réel positif, By (1 & ) € . Montrer que pour s et ¢ positifs, K[ B, By| - inf (¢, s).
Tt
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4° On suppose désormais de plus que chaque variable Vn suit une loi de Laplace-Gauss.

. , . . , |
a. Montrer queles suites de réels (%, , k£ > 1) telles que la suite \ M Vi, n=1 ) converge dans L2 (Q, b, P)
s
t<hk<n
sont exactement les suites vérifiant jz < + o0, et montrer que dans ce cas la limite dans L? est une
k1
. . . . 2 A2
variable aléatoire gaussienne, centrée, de variance —. ; =
n? & k3
k=1

b. SoientneN,0 =1¢, <t <..<t,desréelset(u,, .., u,) €R";

. . % | , . W
Montrer que la variable aléatoire \ u; (By, — By, ) est centrée, a pour variance \ wi(t; — ¢ ),
) J-1
Ao A
t<j<n t<j<n

et est gaussienne.

, 1 £ € n) sont indépendantes.

En déduire que les variables (B Bt,-

ty T -1

c. Montrer que E[B?] = 3. En déduire que, pour tout ¢ > 0, la suite

V / B B \ 2 > 1 L2
_ k, — Br_,, \V?,n2> converge vers ¢ dans L2 (Q, Jv, P).
< i ( ! - J

0<k<sn
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DEUXIEME PARTIE

On suppose définies sur (£, fb, P ) trois copies indépendantes X, Y et Z du processus B (i.e. X, Y, Z sont

presque sirement continus, ont méme loi que B et les tribus o (X;, £ > 0), 0 (Y;, ¢ > 0) et 6(Z;, ¢ > 0) sont
indépendantes. U désigne le processus (a valeurs dans R°) (X, Y, Z).

Pour: > 0, &, désignela tribu s (U; , 0 < s < t) ;3 Foo = o (Uy,s = 0).

Une variable T & valeurs dans R, + est un temps d’arrét si {o | T (w) < ¢} est dans F, pour tout réel

positif 2.

Fr={AeF. ., An{T <<t}ed vtz 0},

10 Soient S et T des temps d’arrét.

a.

20 gq.

Montrer que Fg est une tribu et que S est Fg - mesurable.
Si S est inférieur 3 T, montrer que Fg est contenue dans F,.

Pour n € N (n > 1), soit T, la variable définie par :
T,=F+D2" sur {k27"<T<k+1)2"},T,=+ o0 sur {T=4 o0 }.

Montrer que (T,, n > 1) est une suite de temps d’arrét, décroissant vers T. Montrer que pour tout
q n ‘ p que p

k 1] 5
AeFp ettoutkelN, A N : T, = _-2+"— : appartient & ¥ , )= -

Soit 7 > 0 ; montrer que le processus ¢t — U, ., — U, est indépendant de la tribu F, et a méme
loi que U.

Soit T un temps d’arrét; montrer que, conditionnellement a {T < + o}, le processus
t — Up . — Ugp, est indépendant de Frp, et a méme loi que U. En déduire que, conditionnel-

lementa {T < + o0 }, le processus t — > Up_, — Uy est indépendant de F, de méme loi que U.

Montrer que pour ¢ fonction borélienne bornée sur R®, ¢ > 0 et 2 > 0, ona :

. - 1 R v — Uy
Elp U ,nlF] = P ’!R3 dv ¢ (v) exp — (lL#ﬂ_)
ou [lull = (x* + y* + 2z 1% est la norme euclidienne du vecteur u = (x, y, z) de R°.
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1’
TROISIEME PARTIE %H%WERS\TE de NANGYH
"\partement de Mathémaliques

Q et G désignent les fonctions définies sur R, x R, X R} par : i Bsz‘QTHEQUE
\ Q¢ ar = \ — 2 sh <T> exp (— 5T ) (@ > 0) e
!
2 . r?
Q(h 0,1 = g exp(—- 2h>
1, . - -

G(p,arn = NETIY (eXp (- V2p |r—al) —exp (= V2Zp (,+a))) . (@>0

( G(p, 0,7) = 2rexp (— \V2pr)

On admettra 1’égalité pour p > O et b > 0 :

Ty ” b2 dt ( b \/—2-——')
\/ZPJO exp (— <pt+ ~2—t>> NCEX = exp (— p)-

On pourra aussi admettre le résultat suivant : soit f une fonction borélienne bornée sur R, ;

si .J F(t) exp (— pt) dt est nulle pour tout p > 0, alors f est nulle presque siirement (pour la mesure de
0

Lebesgue).

U étant le processus (3 valeurs dans R°) défini dans la deuxiéme partie, si u € R°, t € R, , R? estle
réel || u + U, || ; pour simplifier ’écriture on remplacera R} par R;.

i 10 Soit f une fonction borélienne bornée sur R .

a. Soit w un vecteur non nul de R, A un réel (A > 0); montrer I’égalité :

- ' § _ 2 ) dx 2
Jmf(lyxn)exp <_ \kxzth > PR ___JO fOQ @k, [|wl.r) dr.

w

(On pourra faire un changement de repére orthonormé tel que soit I'un des vecteurs de base, puis

[
intégrer en coordonnées sphériques.)

b. Etablir 1’égalité suivante (¢ > 0,4 > 0) :

| E®RL)|F] = [ fOQE R, ndr @),

o

Quelle est la loi de R, ?

c. Montrer que si p est strictement positif, on a

. 2 .\,—] A . . L
B[ 7SR ) e (< o dh (5 |06 RE D e R,

(St
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9 g. Soient 0 < £, < t, ... < b, des réels et u¢€ R®; calculer 1a densité de la loi du vecteur aléatoire

Ry, RE,» - R“ ) Montrer que les processus ¢t —— R} et ¢ — R? ont la méme loi
siffull =l
b. Soient en outre t > O et fi, fa» --.» frn des fonctions boréliennes bornées sur R, ; soit @ la fonction

définie pour r € R, par :
© () = E[fi (RE) - fu (BE)] e R all =

Montrer que @ est borélienne et que :

E [f1 (R?+t1) fn (Rt'rtn) EFt] = 0 (th‘) =E [f1 (Ritlﬁ-tl) fn (R}‘a»:n)‘ R?]

30 Soient u € R? et a > 0; on abrégera dans cette question RY par p; .

On définit sur Q une variable 7 (& valeurs dans R,) en posant :

= (0) = -+ oo si, pour tout ¢ > 0, p; (w) est différent de a ;

t(w) = inf (¢t > 0, p; (w) = @) sinon.

a. Montrer que, pour tout réel positif s, on a :

{s <1} = U n HPa i;%;

nelN qe@Q
nz1 q < s

En déduire que T est un temps d’arrét.

b. Soient f une fonction borélienne bornée sur R, et p > 0.

8

Montrer que, pour tout s > 0, [ f (pt) exp (— pt) dt est F, - mesurable.

Montrer :

T : k
jo f(py) exp (— pt) dt = li:n Z 1 ngf;"f(pt) exp (— pt) dt

P

T
En déduire que ; f(e,) exp (— pty dt est F. - mesurable. Etablir en outre 1’égalité :

0

j; " f (o) exp (— pt) de

= .J;T S (pe) exp (= pt) dt + 1(s <+ »} €Xp (= p7) J;If(pt,f,) exp (— pt) dt.

¢. Montrer que, conditionnellement & {7 < + oo }, le processus ¢ —— p; 4« €St indépendant de ¥ et a
méme loi que R%% dés que || o|| = 1. En déduire, pour f fonction borélienne bornée, 1'égalité :

E[fomf(pt) exp (~ pt) dt}

=K [ j:f(pt) exp (=~ pt) dt} + E [1{7< +wy exp (= pvw)] j{;wf(r) G(p,a,r)dr.
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d. En utilisant les fonctions f, = 1;,. or 0u fo = 1jq, 4 o, établir :

e o (= V2e (ull =) s el > e

i

E [1{T<+m} exp (_ PT)]

a sh(|u] VZp)

— i 0 ull ,
Tal b (@yZp) <Ml <

wn

ay2p s 0= |z

" o (ay2p)

En déduire : Pt < + o] = inf <11 —l—a—;- . Montrer que lensemble {3: >0, g = 0} est
: u

j
%, - mesurable et qu’il est de probabilité nulle lorsque || || est non nul.
e. On suppose ||u|| > a. Soit f borélienne bornée sur R, ; montrer pour p > 0 I'égalité :

E {f S () exp (— pt) dt]

1 [ - B
= —— ) (exp (= V2 r—llull]) — ex (- V2 u r — 2 a))dr.
= [ e VI LD e (- VER I )

En déduire :

E [f(p,» Ln <) }

2 Lw H;H (sh (r — a) (i}l}un - a) ) <exp _ (r—ay +2(‘Llu|{ ~ a)? >f(r) 0

(h réel, B > 0).

40 a. Soitpournentier,nZLAn:% 3t>0, R, L= Oz.
-+
n

i
é’ Montrer que A, est F,, - mesurable ; calculer P[A, |R,/z]. En déduire que {w|t —— U; (w) ne
retourne pas en 0 } est un événement de probabilité 1.

b. Soient pour a et b réels strictement positifs :

z, =iof (¢t >0, Ry =a) (inf @ = + oo par convention) ;
o, = sup (¢t =0, R, < b).

Montrer que 7, est presque stirement fini; @ — - T, est croissante et tend vers + oo avec a. Montrer

que V'on a presque siirement :

{ta <o} ={FueQ,uv> 0,Ry, ., <b}.

En déduire :
b
P, < 6] =inf<1a~—> et Plo, < + 0] =1.
a

Montrer que R, tend presque sfirement vers 4 oo avec f.



¢ Soientpourt >0 et A>0, J,=infR,, L , = inf R,.

w=t t<u<t+h

a. Montrer que le processus J est presque siirement continu et que J;, =

inf(J; 4+ n>» It.h)'

b. Montrer que pour ¢t > 0, >0, {J,<b}={3ceQ, ¢>0, Re.:<b}.

En déduire les égalités :
b
| F,] = Sup<0 1 - ~ﬁ:> =PI, >b|F] (¢>0);

R
E[f ()| F.] = %{ fo “ £(j) dj (¢t > 0, fborélienne bornée) ;

ARy
Elg®;:, )| F:] = %; «}0 g (Ry,j) dji (¢ > 0, g borélienne bornée sur R%) .

c. Soient g borélienne bornée sur R% et a > 0.

i) Démontrer 1’égalité :

Elg®RiinsJiin) Ligp>ay|Fel = E

1 Bt +n . .
I:Rt-(»h]; g(Rt+h’])d]1{a<Rt+h,a<It.h)IJt

ii) Soit T, , = inf(s = 0, Ry, , < a). Déduire de P'égalité :

{1 o > b} = {a < I; ,} la relation :
E[g(Rt+haJt+h) 1{a<Jt)l9:t]

1 2 P Ri—a)(r—a r—a)®* + (R, — a)* i o
= le<n | :rf;J (i Bz 0 €= 0) (o, Lot )] g (1) dj dr

d. Montrer que pour f borélienne bornée sur Ret a > 0, on a:

E[f@J.n — Riiw) acsn | Tl

x—2 R))?
= 1{a<Rt) Rtj \/2 jf(x)exp ( 2yh+ ))dx)d)fo

Notons B, = 2J, — R, et J€, la tribu engendrée par F, et J;.

Montrer que :

1 ' x — tz
E[f(B.n | %] = vmjﬁf(x)exp(_ ( 2hB) >dx

Montrer enfin que £ a méme loi que B.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

Le but du probléme était d'établir quelques proprié-
tés de la norme euclidienne Z du mouvement brownien a valeurs
dans R3. La premi2dre partie donne une construction du brownien
réel ; la deuxieme traite de la propriété de Markov forte du
brownien tridimensionnel. Dans la partie III on étudie les lois
des premiers et derniers temps de passage de Z et le théoréme de
Pitman : si J est le processus des minima futurs de Z, 2J-Z est
un mouvement brownien réel.

Dans la premiére partie, on attendait des candidats
gu'ils connaissent et sachent manipuler dans des situations
"concrates" : inégalité de Schwarz et convergence dans L2 et
12, variables aléatoires indépendantes, variables et vecteurs
gaussiens, calculs de moments. Les deuxi&me et troisieme parties
étaient plutdt centrées sur les notions de tribus, de mesurabi-
1lité, d'espérances et de lois conditionnelles, notions que l'on
voulait faire mettre en pratique dans quelques calculs explicites.

Quelques candidats ont abordé la deuxigme partie, trés
peu la troisiéme (1'énoncé était long mais jamais congu pour
arrédter les candidats). Le niveau d'ensemble est faible, malgré
un baréme large et de nombreuses questions faciles parsemant le
problame. ‘

1) Pour 1 ¢ m < n, lsn(t)—sm(t)‘2 2 V.V, exp i a(k-h)t

k'h
m<h,kgn
= 2 V2 + 2 X cos(ajt)( z Vka+.) ;
m<k<n 1<j<n-m m<k<n-j ]

Les (Vk, k»1) sont indépendantes, centrées ; par suite :

S+=
2 2 2
E[]Sn(t)‘sm(t)[ ] :m<z<nE[vk] - m<}§<nk bk ;

La suite (Sn(t),ngl), de Cauchy dans l'espace de Hilbert

2 . . .
L”(qQ,a,P), converge vers une variable aléatoire Wt.

b-i) résulte de : lcos xt £1 (x e R).



|
@\

2
L'inégalité de Schwarz dans L (Q,a,P) donne :

2 2
el 1 vkvk+j‘]) selc 1 vy 1= 1 By
m<ksn-3j m<ksn-j m<ksn-j
(indépendance et centrage des Vﬁ et j21). b-1) donne une
majoration uniforme en t et b-iii) résulte alors de b-ii) et
de 1l'inégalité de Schwarz dans l2 . il en est de méme pour c).
24,1/2

< 0 . P s

Comme pour tout n,[E Mn;]= (E[Mn]) , les majorations établies

en c) montrent que E[E Mn] (=E[z Mn] par convergence monotone)
n21 n21

est fini ; 2 Mn est intégrable, donc presque stirement fini.
>
n2l

Si E Mn(m) est fini, la série de terme général

nz21
suptl 2 Vk(w) exp 1 kTt est convergente, ce qui
et | on
impligque la convergence uniforme de t z Vk(w) exp i kTt ;
k=1

la limite donne une version continue de t Wt' la suite

(s n,nZl) &tant extraite de la suite (Sk,k21).
2

2) a) est trivial (changer £ en - t dans l'intégrale définis-
sant ak). Pour b), on prolonge par parité g en une fonction

de L2(E- 1fH],du) que l'on développe en série de Fourier ;
en se restreignant a |0,1], on a :

1
g(u) = } Y.cosnTu dans L2([0,1],du), ou Y =j- g(u)du ;
n20 n 0O 0
1
Y. = 2] g(u)cosnmu du (n 2 1).
n
0
Sig=1 EhéTt' b) donne :
1 £ = 2 g sinnmt o nqu dans Lz([O 1] du) , donc
- = - L ’ r r
[O,C] T n>1 n

. 1 sk . s .
aussi dans L ([O,l],du),—d‘ou ii) en intégrant terme a terme.

3) ¢, = 2 Vksinkﬂt dans LZ(Q,a,P) ; les (Vk,kzl) sont
k31

centrées, il en est de méme de Ct et :
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2
E[ths] - kzl[E Vk] (sinkTs) (sinkmt) = t~s(l-tvs)

d'apres 2) (en particulier E[Ci] = t£(1-t)).

4) a) Dire que la suite ( 2 A V. ,n21) converge dans
k'k
15ksn
L2(Q,a,P), c'est dire qu'elle y est de Cauchy ; les (Vk,k21)

&étant indépendantes et centrées, c'est aussi dire

2 2
2 XkE[Vk]<FM; si on ajoute que les (Vk,k21) sont gaussiennes,
k21

Le passage par les fonctions caractéristiques montre que la

. 2 2
limite est gaussienne (centrée, de variance E KkE[Vk]).
21

k2
b) Y u,(B, -B_ ) est limite dans L’ (Q,a,p) de A
1<3<n i 3-1 1<ksn
: kﬂtj kﬂtj_1
o A = ) u,((l+t.)(sin ) - (1+t, ) (sin ———))
k i<j<n J 3 1+tj j-1 1+tj_1

c'est donc, d'aprés a) une variable gaussienne centrée ; le
calcul direct, a 1'aide de 3), montre gue sa variance est

'u?(tj—tj— ) ; la matrice de covariance du vecteur gaussien

1

1<jsn

(Bt —Bt ,1<j<n) est diagonale ; c'est dire que les composantes
5 Ti-t

sont indépendantes.

c) B, est gaussienne centrée, de variance 1 et
2
4 : . .
E[Bl] R S exp- %Z- dx se calcule par intégration par
21 R

1

parties.

t2

n

. 2,29 _
Enfin E[(t - } (B B4 ) )7] =2
0<k<n ';l’t Tt

Deuxiéme partie

1) 8 étant un temps d'arrét, on vérifie sans peine : QjFé ;jFS

est stable par union dénombrable et par complémentation.
“an {8t} = S@an {sst}h n {sst}) ;375 est bien une tribu.

Pour montrer que S est 3é—mesurable, il suffit d'établir

- 69 -




{s<a} appartient

a
{sga} n {sst} = {s £ a~tle F c F. .
a~t t

ﬁé pour tout a R _ ;i or, pour t20,

En outre, si T est un temps d'arrét supérieur a S et Aeﬂ?s,
pour tout t20, A N {T<t} appartient a 31, comme intersection
des deux ensembles (defF y A n {sst} et {Tst} ; on a alors
AefFi et<5é c F . Le peint c) est facile si l'on remargque Jue

T

1
pour T temps d'arrét et £>0, {T<t} ;>1 {Tst —-—'Ef e

2) a) D'aprés I4) les accroissements de U sont indépendants,
stationnaires. En utilisant le rappel 7 on montre facilement
que le processus t > Ut+r-Ut a méme loi que U et est indépen-

dmﬁ:de?};

f ,fk des fonctions continues

b) Soit AQ?T , k N*,fl, greee
n

bornées sur RB, Oéti,...,tk ;

Ble Wy 4o Up ) B U sk )1 1{T <10} ]
n 1 n n k

VoE[g, 0, met -0 ). E (U ol ) lanir - m+1}]

1 oe m+nl kooom n
2 2
puisgque AN{T_ = otlye F (cf II 1)), on peut appliquer
n of m+1
of

IT 2)a) au terme générique de la série, qui vaut donc :

E[fl(Utl)..,fk(Utk)] p[an{T_= m+1}]

par sommation (en m)

E[£, (U -, )...£ (U

T +t T k
n I

)1 1
L Tn+tk {T <+m}]

E[fl(utl).,.fkmtk)] p[a {T <w}] ()

(d'otl 1'indépendance annoncée et le fait que t > UT +t—UT a
n

méme loi que U, conditionnellement a {Tn<%w}).

Le passage de Tn a T se fait par convergence dominée dans (*),
en se limitant & Ae STT (c .‘FT ,cf II 1)) ({T<+e} = {Tn<+00}).
n
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c) U estht-mesurable et U

€ —Ut est un vecteur gaussien

t+h
centré, de matrice de covariance h Id4, indépendant dei?£

(voir II 2-a).

Le rappel 9 et l'invariance de la mesure de Lebesgue par trans-

lation donnent la formule indiguée.

Troisiéme partie

1) a) On fait le changement de repére indiqué (qui laisse la
mesure de Lebesgue invariante) puis on passe en coordonnées

sphériques

];f(1\Xl\)exp Ll [F_ax

2h (2Th)

il
2 2 2T
f(r)rzdr exp - z +tlw‘i ! 373 f exp—(EilﬂllcdsO)sinOGGJ ad
2h (27h) 0o h 0

f(r)Q(h,l!w}l,r)dr, par définition de Q.

o8 O 8%

La formule reste valable pour w = 0.

u
b) Rt+h

d*aprés II 2) et IIT 1) a},

[o0]

B[f(Rp,) 15 1= f £(r)Q(h,R,,r)dr.
0

eﬁ:hxmmmemﬂuhmmedeuﬂ%ﬂfmUEUHRﬂt;

Rh a pour densiteé Q(h,O,r)l{r>o}.

c) se déduit de b) grace au théorzgme de Fubini.

2) a) En utilisant III 1)b) et le théoreme de Fubini, on montre

par récurrence sur n, que si fl""fn sont boréliennes bornées
sur R+,

E[fl(Rzl).i.fv(Rzn)] =

f éhcl...drn fl(rl) .- .fn(rn>-Q(t1, 1 }u| 1 'rl)Q(tz—ti'ri'r?_) een
R,
cee QBT 40T
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La densité de la loi de (RE yeee Rz ) ne dépend que de Hull :
1 . n

les processus t RE et t ~ RZ ont donc méme loi (rappel 4)

si |full = vl

b) Le caractere borélien de @ est obtenu par classe monotone.

Si ¥ est le processus U +t_Ut’ on a :

u u
E[£ (R, ) ...fn(Rt+tn

Yyig5.1=
1 e

E[fi(}|u+Ut+Yt1|l)...fn(llu+Ut+Ytn\|)\3?t] = (II 2) et

rappel 9)

ffl(l‘u+Ut+yl")...fn(lEu+Ut+yn]l)P(Yt X )(dyl,.,"dyn)

1 tn
Lot
= (II 2) et III 2)a)) 0] (Rt) 5
u o .
comme Rt est thmesurable, on a aussil
u L8 u u
¢ (R)) = E[fl(Rt+t1)°..fn(Rt+tn) IR ]

3) a) L'égalité des deux ensembles résulte de la définition
de T et de la continuité de t * ft ; fq estﬂfafmesurable pour
tout g ; on en déduit {s<T} est dansfFS pour tout s, i.e. est

un temps d'arrét.

b) (w,t)e [O,S]—a»f(ft(w))exp—pt est $;$R+-mesurable ; par
s

suite ].f(ft)exp—pt dt esthS~mesurable ; considérée comme

0
fonction de s(e§+) elle est continue, d'ol :

T k/n
1{T<+®} ff(ft)exp—pt dt = Lim 2 1{%§T<k;1} J' f(ft)exp—pt dt
k>0 0

(o]

ff(ft)exp-pt dt) ; en

est gi-mesurable (8de méme que 1. _
{T“+m} 0

. qao_ TF -
effet si b>ax0 et F est.fa mesurable, Fl{a§T<b}eSt J} mesurable.
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c) D'apres II 2), conditionnellement 2 {T<+w}, t—-Ut+T- UT

est indépendant deji_et a méme loi que t 7 Ut ; UT estSQ -mesura-
ble sur {T<+°} et de norme a ; 1'indépendance (conditionnellement
N T foe) [y - . . . P

a {1<+}) de\ﬁret t ft+T(a1n51 que la loi de f.+T) résulte
alors de ITI 2). La derniére égalité est conséquence de III 3)b)

et III l)c)

o«

. g
E[l{T<+oo} (exp-pT) [f(ft_‘_T)exp—pt dtIJ‘T] =
0

[ee]

1{T<+w} exXp-pT EZ[ If(Riu)eXp—pt dat ] (l[ul} =1).

o

a) si ||u]l <a, .IG(p,I\u‘l,r)dr e[ ]fz( ) exppt at ]
0

a
(cf. III 1) ¢))

o«

= E}[exp-pT+ 1{1_(+ Oc)}_-UG(p,a,r).d:c (IIT 3)c))

a

si ‘]u||>a, on a de méme

a a
JG(P" ‘ul ‘ 'r) dr = E [ exp-p 1{"[(00}] ]' G(Plarr)dr 7
0 0

on en déduit 1'expression de [E exp-pT 1{T<+m}].Quand p tend

vers O, E[exp—p ]tend vers P[T<+M], qui vaut donc, par

1
{1<4eo}
passage & la limite dans les expressions précédentes :

a
inf (1 . Par continuité de :
PE (e TTaTT

1, &
£>_, {tz0, =0} = U 0N U {.teds ;
t t melN nelN* ge an “

0<g<m

pour ‘}u{l >0, quand a > O, P[:T<+ma tend vers P[E t>0,

L =0](=0.

e) On reprend l'égalité démontrée en III 3)c), dans laguelle
on remplace E:[exp—pT 1{T<+m}]par son expression calculée en
III 3)d). On inverse la transformation de Laplace gréace a la
formule donnée en préambule a la partie III ; on obtient ainsi
une égalité dh presque sire ; si f est continue bornée sur R+,
les deux expressions données sont des fonctions continues a
gauche de h ; il v a donc égalité pour tout h de Ri ; les

deux expressions étant des mesures en f, le résultat reste vrai

pour h borélienne.
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4) Comme R n est p.s. différent de 0, III 2)b) et III 3)d)

1/

donnent :

La probabilité de retour en 0 est Lim P[An], i.e. 0. D'apres

n <

11T 3)4), Ta est p.s. fini ; la continuité de t > ft {(pro-
priété des valeurs intermédiaires) implique que ar*Ta est

croissante et sup Ta = +° ; pour la méme raison

< b}, d'ou :

< =
{Ta Ob} {e Dy RTa+u

plr < o, ]= inf(l,g) (voir III 3)c) et III 3)d)).

Quand a tend vers +%, on obtient P[Ob = +w] =0; t~> Rt ne

repasse p.s. plus en b aprés le temps fini Op i Rt tend donc

.

vers 1l'infini avec t.

5) a) On peut supposer R continu, tendant vers 1l'infini avec

t ; on montre facilement pour s 2 t : lJt—Jslﬁésup |Rt—Rx|.

sExst

b) En écrivant {g <} = U {R __  <b} on déduit de IIT 2)-:
reQ

e conditionnellement

b
>hlF 1= -y . i
Pl3,2p|5, ]= sup(0,1 Rt) ; la loi de J
éﬁTt est la loi uniforme sur l'intervalle (O,Rt) ; d'olt les
autres formul§§.

c) Pour c-i), on écrit 1 =1
{Jt<a} {3

1 ;, on
+h<a} {1, . <al

t t,h

conditionne d'abord par 57t+h(Dth) et on utilise III 5)b).

c~ii) résulte alors de la formule établie en III 3)e) et de

III 2) (conditionnellement a 5&, la loi de Rt+ est celle de
oR .
Rt |lal] =D
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d) On prend g(r,j) = £(2j-r) et on applique III 5)c) ; on

fait le changement de variables x = 2j-r, y = j, d'olt :

B[E25, - Rt+h)1{a<Jtﬂ3ﬂ:] -

o kR —a)2+(2y—x—a)2
1 —L- _2_ f (x)dx f exp t
{a<r_} R Th 2h
t t R

avx

(Rt-a)(2y—x-a)

Sh h dy =
Rt (x-2y+R )2
1 1 /2 f(x)14 f exp - ———————li—— dy) dx
{a<r } R\/ Th 2 P 2h 4
R a
2
(x-2J, +R_)
(= E [ L /%(x) £t x 1 |5, |,voix
= ——_—
/2mh exp ah {a<3 .} Jt]'
R III 5)b)) ;

par suite :

2
(x—(th—Rt))

5 | _
E[£23, R l0F30] = 5 [Eexp o ax.
R
. . _ i N3 _ _
Enfin, puisque Jt lnf(Jt+h’It,h) et que It,h est t+h mesu

rable, on voit que la famille de tribus GK%,th) est croissante,

que B, = 2J.-R, est ¥ -mesurable et . > olBgrsst).

t
. (x~B,)

De E[£(g,,,) |0(Bgrsst) ] = g ff""exp - T

R

on déduit aisément que R a méme loi que (le brownien) B.

La répartition des notes des 313 copies de

1l'épreuve de probabilités et statistique est :

0a 4 : 118 copies 20 a 24 : 21 copies
5a 9 48 " 25 a 29 : 15 b
10 a 14 53 " 30 2 34 : 10 "
15 a 19 : 36 " 35 3 40 : 12 "




