ANALYSE NUMERIQUE

Les candidats sont priés de respecter les notations de I’énoncé et la numérotation des questions. Dans la
correction des copies il sera tenu compte de la clarté des démonstrations ainsi que du soin apporté & leur rédaction.

L’épreuve est consacrée a I’étude de certains problémes en optimisation. Dans la premiére partie on étudie
une condition d’optimalité pour le probléme max { f(x) | x € A = R™}.

La deuxiéme partie traite de particularisations de la condition énoncée en I.

La troisidme partie constitue une étude d’un algorithme permettant de résoudre le probléme particulier
P g p P p

max {f(x) | x € R: }.

Enfin, dans la quatriéme partie, il s’agit d’étudier des propriétés et un algorithme pour résoudre le probléme
max { f(x) | x€A}.

NOTATIONS ET DEFINITIONS GENERALES

N P’ensemble des entiers naturels {0, 1, ..., ... }.
R le corps des réels, R* =R — {0}, R* ={xeR | x> 0}, Rf =R* n R*.
R" ’espace vectoriel euclidien 4 n dimensions ;
5i x € R™, les composantes de x seront notées x;, i = 1, ..., n.
< %, ¥ > le produit scalaire de x € R™ et y € R™.
| % | la norme euclidienne de x € R™ .
={xeR"|Vie{l .,n},x 20}
Si A < R"™ on note
A Vintérieur de A, A Padhérence de A, Fr (A) la frontiére de A.
co (A) T'enveloppe convexe de A.
co (A) Penveloppe convexe fermée de A.
€ (A) 'ensemble des parties de A.

Si A « R” on appelle cone tangent & A en x € A Pensemble :
TA,2) ={yeR*|VkeN, 3Jx, €A 3INneR" m—2% M@ — 22y}
Si K est un céne de R™ on définit son cdne polaire négatif par I’ensemble :
I'K)={yeR" |VzeK, <y,2> <0}

Etant donné X < R™, on dit qu’une application A de X dans les parties de R™ (c’est-a-dire une application
muitivoque de X dans R") est :

® ouverte en x € X si et seulement si pour tout ¥ € A (%) et toute suite (x,)y de X convergeant vers
% il existe une suite (y,)y de R™ convergeant vers y et il existe k, tels que V& > k,, y, € A (xy);

® fermée en x € X si et seulement si pour toute suite (x,)y de X convergeant vers % et pour toute suite
(y)n de R™ convergeant vers y et vérifiant Vke N, y, € A(x,) onay € A (x)
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Si x € R" on note V(x) 'ensemble des voisinages de x et pour ¢ > 0
‘ B (;, g) la boule ouverte de c;:ntre x et de rayon &.
Si f est une application de R™ dans R alors :
® on note V f(x) le gradient (Frechet) de f au point £ € R™, s’il existe.
® pour d €R™ — {0} on dit que f posséde une dérivée directionnelle le long de d en x si

i (£l 0d) = F@)

( existe et on note f'(x; d) cette limite.
60+ J )

@ f est par définition concave si — f est convexe.
Pour tout {(x, d) € R* X R™, on note :
D¥(x;d) ={yeR"|30eR*,y=x+0d}
[#d] ={zeR" | Iae[0,1],z =22+ (1 - Nd}
[z, d[={zeR" | 3re]0,1,z2=2x+ (1 — Nd}

On considérera dans cette épreuve, des problémes d’optimisation. Ils seront notés soit max { f(x) | x € A}
soit sous une forme plus détaillée :

max f{x)
x €A

B N S Y

Pour un probléme d’optimisation max {f(x) | x € A} on dira que :

® A est le domaine réalisable.
® x est une solution locale si et seulement si AVeV(), YxeAn V, f(o) < f (x).
© = est une solution locale stricte si et seulementsi IVeV(®), VacA N V, x # x, f(x) <f(x).

® x est une solution optimale si et seulement si Vx €A, f(%) < f ().

PRELIMINAIRE

Q.1. Soient X une partie de R™, Y une partie de R™, A une application de Y dans € (X) , f une application de
X X Y dans R. : :

On considére le probléme d’optimisation paramétré par ¥ € Y suivant :

max f(x, ¥)

g
P(y) ¢
{ xeA()

et on note v (y) la valeur optimale de P ()

S (y) Uensemble des solutions optimales de P (y) que 1’on suppose non vide quel que soit y dans Y.

Montrer que :

a. Si X est compact, A fermée en y,, f semi-continue supérieurement en tout point de A(y,) X {¥,}
alors v est semi-continue supérieurement en y, .

b. Si A est ouverte en y,, si f est semi-continue inférieurement en tout point de A(y,) x {y,} alors
v est semi-continue inférieurement en y, .

¢. Si A est ouverte et fermée en y,, si f est continue en tout point de A (y,) X { ¥, } alors Iapplication S
est fermée en y, .
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Q2.

Q.3.

Q4.

PrEMIERE PARTIE
Dans cette partie, A représente une partie de R" et % un point de A.
a. Montrer que le cone tangent & A en x est fermé.

b. Si A est convexe montrer que T (A, x) est convexe et montrer que :

&
=

T@A,%) ={yeR*|3IreR*, IxcA:y=r(~—

Soient m applications de R™ dans R, notées g; (i =1, ..., m).
On suppose que A = {xeR" |Vie{l,..,m }, g(@) >0} et que lesg, (1=1,..,m)sont différen-

tiables en «.

On note E (x) ’ensemble des indices i de {1, ..., m} tels que g; (x) =0 et K’ (A, x) Pensemble des y de
R* tels que VieE(@®), < V g,y > =0.

a. Montrer que T (A, n KA, x).

b. Montrer que siles g;(i=1, ..., m) sont affines (c’est-a-dire si A est un polyédre) alors T (A, =K (A, ).
¢. Montrer que s’il existe d € R™ tel que Vi€ E(x), < Vg (;c), d> > 0alors T(A,2) = K'(A, x).
Soit £ une application de R™ dans R. On considére le probiéme d’optimisation :

max f(x)
x €A

[CCN VeV e Y

Montrer que si f est différentiable en % et si x maximise localement f sur A alors V f (x e T(T(A, 7)) -

On dira, dans la suite du probléme, qu'un point % est stationnaire pour le probléme max { f(x) |xeA}

si x €A et si % vérifie la condition nécessaire énoncée en Q.4., c'est-d-dire V f () el (T (A, E)) .

DEUXIEME PARTIE

L’objet de cette partie est de donner des conditions suffisantes permettant de caractériser, dans certains cas,

le cone polaire d’un céne tangent et d’expliciter la condition nécessaire d’optimalité trouvée a la question Q.4.

Q5.

Q6.
Q7.

Soit A un convexe de R” et soient x et y deux points de R™ tels que x € Aetyg¢l.
Montrer que [x, ¥] N Fr(A) est un ensemble réduit & un &lément, noté z, et que [x, z[ < A.

Si A et B sont deux convexes de R™ tels que A N B # @, montrer que K NnB=AnNB.

Soient K un céne de R, C, et C, deux cénes fermés de R™ et K, et K, deux cOnes convexes fermés de R™ .

Démontrer successivement que :

a. T(I'K) = co(K)

b T'(K) = I'(co(K)

e¢. CuUC, cC+C,ceca(C, UCy)
d T(E€C)ul(EC)cT(C, nC)

e. T(C,+C)=T(C)nTI(C)

£ TE nK)=TEK)+T &)

J. 1155
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Q8.

Si K est un cone polyédrique de R* (K= {yeR" | By > 0} ot B est une matrice de m lignes et n colonnes)
montrer que

I'K) = {yeR*| 3 ueR? : y= — Btu}

(la notation Bt signifie « transposée de la matrice B »).

Q.9. On se donne le probléme d’optimisation suivant :

Q.10.

max f(x)
xe€ANB

AvrvATLIN

et on suppose que : % € A N B, B est une partie fermée de R*, g;(j =1, ..., m) sont m applications de
R" dans R différentiablesen xet A = {x e R* | Vje{1,..,m}, g;(x) > 0}.

On note

g E@W = {je{l ,m}|g® =0}
| K@WH={yeR"|VjeE® < Vg@y> >0}

A

Montrer que si
| co(T(A NB,%) = K (A, %) nco (T (B, x)

[ I'(K'(A, %) + I (T(B, ) est fermé

alors si x maximise localement fsur A N B et si f est différentiable en % il existe u € R™ tel que :

{ m
\ 0 v+ Y uva@erae)

i

i=1

( (li) Vie{'l,...,m},uig,(;)=0-

Les notations de la question Q.9 sont reprises.
On suppose que B est donné par B = {x e R" |Vie{l,.,p}, h(x) = 0} otiles Ay (i =1, ..., p) sont
p applications de R™ dans R différentiables en x .

On suppose que les vecteurs V &, (*) (i =1, ..., p) sont linéairement indépendants et qu’il existe d € R"
tel que :

| vie{t,..p}, < Vhx,d> =0

) VieE(), < Vg @,d> >0.

Démontrer que si f est différentiable en % et si x maximise localement f sur A N B alors il existe
ueR™, veRP vérifiant :

/
/

\ o v Y w va® o N w k@ =0

i=1 i=1

( @) Vie{l ...,m}, g =0
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TROISIEME PARTIE

Dans cette partie on étudie des conditions suffisantes sur la construction d’un algorithme « convergent »
pour résoudre le probléme d’optimisation (P,): max {f(x) | x€R"% } ol f est une application de classe C' de
R® dans R.

L’algorithme dont il sera question peut &tre abstraitement formulé par la donnée de deux procédures
R,etR,.

R, permet de choisir en un point x € R% non stationnaire pour (P,) une direction réalisable de pente,
notée d, c’est-a-dire une direction telle que D* (x;d) N R% # {x} et < V f(x),d> > 0.

R, permet de choisir sur la partie réalisable de D* (x ; d), pour x € R% et d associée & x par la procédure
R,, un point x’ € R% tel que f(x') > f(x). L’algorithme se formule alors de 1a maniére suivante :

%, € R}, un point de départ
itération k (k = 0) x, € R% est donné.
si x; est stationnaire pour (P,) alors stop sinon :
— choisir d), par R,
— choisir le successeur x,,, de x, par R,
Jfin itération k.
On dit que algorithme converge si on obtient un point stationnaire a une itération k ou si les points d’accumu-
lation de la suite (x;)y construite sont stationnaires.

A la question Q.11 on montre sur un exemple qu'un mauvais choix pour R, peut conduire & un algorithme
non convergent. Dans les questions suivantes on étudie des procédures R, et R, particuli¢res et on démontre laconver-
gence de 1'algorithme dans les questions Q.15 et Q.16.

y e

Q.11. Onsuppose que I’application f du probléme (P) est définie en x € R® par f(x) - - f—:—(xf + %2 — x, xz)i 4ox

La procédure R, utilisée détermine, pour x € R? , la direction d par :

. L’f ')f .
1 = i ,
Vje {123}, |\ d,} Jx,(x) si ij(x) 20 ousi x;>0
/ = 0 sinon

La procédure R, utilisée détermine, pour x € R% et d associée & x par R,, un point ' € D* (x; d) N R3
vérifiant :

VyeD* (x3d) nRL, f@&) 2 f().
a. Montrer que ’application f est concave et est de classe C! sur R°®.

b. Montrer que la direction d associée & x € RS par R,, est la projection de ¥V f(x) sur le céne T (R2, x) et
que si d # O et si x’ est construit par R, alors f(x') > f(x).

¢. Le point de départ de i’algorithme est choisi de 1a forme x, = (0, a, b) avec b > 0 et 0 < a < 2773,

Calculer le terme général de la suite construite par 1algorithme.

d. En déduire que la suite construite converge vers un point x qui n’est pas stationnaire pour e probléme (P,).
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Dans la suite de cette partie on considérera la procédure R, suivante, associée 4 une valeur fixée
€]0,1 = R. :

A x € R® on associe « (x) = max ? max § ——1

’
j=1,.,n '

min s x,b (x) l ( et on construit

i=1,...,n( s

[

la direction d(x) par :
!\ d; (%)= (x) si —a—i(x) >0 ou
Vjie{l.,n} ) 9%

Y = 0 sinon

of

xié‘x’;(x) > e a (%)

Q.12. a. Montrer que si «(x) = O alors x est stationnaire pour le probléme (P,).

b. En notant, pour x € R%,L(x) ={y e R* | VkeN, Ix, eRL, x5 2% et d (%) 752y}, montrer

que si x n’est pas stationnaire pour (P,) alors
@ L (;) est un ensemble de cardinal fini et 0 ¢ L (%)
@ 3vy>0,3VeV@,¥xeVARL, < Vf(),dx)> >7v.

On considére la fonction ¢ de R X R™ x R" dans R définie par :
0
005 d) = &+ 0d) — f@)—5 < V), d>.

Onnote A= {8 | 3 jeN, 6 =277} et en tout point (x, d) &€ R" X R™ on considére :
Fix,d)={06eA|o®,x,d) >0}
R(r.d) = {8 R} | 90,7, d) = 0)
et on définit les applications ¢ et r par :
V(x,d) e R* X R*, t(x, d) = sup {F(x,d)}
V(z,d) e R* x R*, r(x, d)=inf {R(x,d)}.

Q.13. On suppose que f est bornée supérieurement sur R"™ et qu’au point (;, d) € R*"XR" on a
< Vf@®),d> >0.

Montrer que :
a. 3IVeV(wd), Vix,d) eV, Fr,d) # 2 et Rz d)# 2.

b. La fonction.t n’est pas obligatoirement semi-continue inférieurement au point (x, d). (On donnera un
exemple olt f est une fonction d’une seule variable). '

e. La fonction r est semi-continue inférieurement au point (% d).
Q.14. On suppose que f est bornée supérieurement sur R™. On considére une suite ((x,, dy))n convergeant vers
(x, d) avec : C

YVEikeN, < Vflxg),dpy> >0 et < Vf(®,d> >0.

Montrer que x n’est pas point d’accumulation de la suite (y,)y définie par :

VkE[N, y,c—-:x,c-i-t(xk,dk)dk.
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Q.15.

Q.16.

Pour le probléme (P,) 1a procédure R, , en un point non stationnaire x € R" et d associée 4 x par R, , est définie
par le choix d’un point &' € R% tel que :

¥ =x+ A avec A=sup {0cA[0<0,0(0,xd >0}
o 0 =sup{6>0|x40deR}.
On envisage une suite (¥,)y de R convergeant vers x. On suppose que x et % pour tout k ne sont pas station-
naires pour le probléeme (P,). A cette suite on associe la suite (y,)y construite par la procédure R, .

Montrer que x n’est pas un point d’accumulation de la suite (y)y -

La résolution du probléme (P,) est conduite au moyen des procédures R, et R, . Montrer que si le point de
départ x, est tel que {x € R™ | /(%) > f(x,) } soit compact, alors les points d’accumulation de la suite
construite par 1'algorithme sont stationnaires pour le probléme (P,).

QUATRIEME PARTIE

On s’intéresse dans cette partie au probléme général (P,) :
P p g 4

max f(x)

hi(x) =0 i=1,..,p
®) :
g =20 j=1,.,m

x€D={yeR"|By>b}.

AYLAIITATIALY YL LY

On supposera dans cette partie que les fonctionnelles £, 2, =1, ..., p), g; (=1, ..., m) sont de classe C*

sur R*, que le domaine réalisable de (P,), noté D, , est non vide et que B est une matrice & g lignes et n colonnes.

On note y 1'application de R™ dans R définie par :

p

2@ == 2]+ D max (0, - g ()}

i=1 i=1

et on définit 'application p de R* x R} dans R par :

p @ @) =f(x) + «y®).

On notera également en tout x € D, 'ensemble des indices des contraintes en inégalités de (P,) actives en x

par E(x) = E, (x) U E, (x) avec

et

Q.17.

B () = {j € {%.m} | g =0}
E,() ={le{1,..,q9} | Bjx=25}, avec B; la ltme ligne de B.
On pourra, dans certaines questions, faire en x € D, ’hypothése (H,) suivante :
(H) (H,) est vraie en x € D, si et seulement si _
i) V hy{x) i =1, .., p sont lindairement indépendants
i)  3deR" tel que
Vie{l,...,p}, < Vh(®,d> =0
VieE (x), < Vgi®),d> >0
VieE,(x), Bjd > 0

ATLTILTILIALTISLALIARTL NS

Montrer que pour tout (x, d, «) € R" x (R* — {0}) x R la fonction ¢, (définie par ¢, (t) = p (¢, «))
de R* dans R posséde une dérivée directionnelle le long de d en x.

Exprimer simplement cette dérivée en fonction des gradients de f, &, (i = 1, ..,p) et g, (j =1, ..., m)
calculés en x.



Q.18.

On considére un point x € D, . Montrer 'équivalence cntre les propositions suivantes :

i) (H,) est vraie en %

i) 3V eV(x) tel que pour toute fonction bornée ¢ de V dans R” il existe une fonction bornée d de V dans
R" vérifiant pour tout x € V :

Vie{l..,p}. < ¥V hya), d(x) > = ¢; (%)
VieE (), < Veg;@,d@® > > + 1
Vj€E,(x), B;d(@ > + 1

L’objet des questions qui suivent est de montrer que la résolution de (P,) est liée, dans certains cas, a la réso-

lution du probléme max {p(x, «) | x € D} pour « assez grand.

Q.19.

0.20.

Q.21.

Q.22.

Montrer que l'existence de weR*,xeD et VeV (x) vérifiant
)y VD, # @
ii) Vocza,VernD,p(x,rx)SP(;,oc)

implique que % est une solution locale de (P,).

On suppose que % est une solution locale stricte de (P,).

Démontrer que pour tout (e > 0) fixé, il existe un triplet (3, v, ) € R} vérifiant :

i) 0<d<e, yv>0, a>0

i) VYO<y <y, YyeDnFBE ), 20) < -y o f@-f0) > ¥
iii) ay 2 'Y‘+ 1 e Vo 2 a, VyeD A FrBx,9), ply,2) < px, «)

(B (x, 8) est la boule ouverte de centre x et de rayon 3).

L’hypothése de la question Q.20 étant vérifide, a tout € > 0 on associe ensemble U () des triplets vérifiant
i) & iii) de Q.20. A tout : € R} on associe I'ensemble W () des ¢ > 0 tels qu'il existe un triplet
(3, v, ) €U(e) vérifiant = < ¢.

Moantrer que :

a. 3At, >0, Ytz t, W) # o

b Vi > t,, e(t) = inf{c|eeW(@®} >0
¢ lim e(t) = 0.

[ S

Déduire de la question Q.21 la proposition suivante :

Si x est une solution locale stricte de (P,) alors il existe % > 0 et deux fonctions Set x (3 : [#. + oo [~ R¥,
x :[«, + o[ - R™ tels que pour tout « > x on ait :

a. x(@)eD nB(x, ()
b. lim 3(x) =0

A A

e YreDaAB, 3, plt,n) € pl(e), ).
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Q.23.

et par

Q.24.

Q.25.

Montrer que si x €D, est une solution locale stricte de (P,) et si (H,) est vraie en x alors

Ja >0, 3VeV(®), Ya > o, Y2eD NV, pr,a) < pl, a).

On suppose dans la suite de ceite partie que m, le nombre de contraintes en inégalité, g;(x) = 0 (j =1, ..., m)
est nul. Pour ce probléme (P,) particularisé (max {f(z) |x€D n{y |Vi={1,..p}, b (y)=0}}),

on note pour tout x € D, (P; (x)) le probléme d’optimisation suivant, paramétré par x :

max < Vf(x),t— x>
Vie{l, .,p}, @)+ < Vh@, t—-2> =0
teD.

(P; (x))

Mrarsvas Ay

On note D, P’application de D dans les parties de D définie en tout x de D par

D;(x) = {teD |Vie{l, ...,p}, bi(® + < Vi, t—x> =0}

S, I'application de D dans les parties de D qui représente I’ensemble des solutions optimales de (P (x)) .

On fera les hypothéses :

i) D est compact

ii) YxeD,D,(x) # &

iii) iM >0, VYxeD, VzeS,(x). 3TueRP vérifiant :

D

max  {|w |} <M et Vf(x)—}—Eu.iVhi(x)eP(T(D,z))

3 eeey

{ =

i=1

iv) VxeD,, (H,) estvraicen x.
Montrer que I'application D] est ouverte et fermée en tout x € D, .

L’algorithme suivant est appliqué au probléme (P,).

%, € D point de départ, o € R* fixé.

itération k.

si %, €8, (%) alors stop sinon
i) choisir z, €8, (x;) et poser d, = z, — %,
i1) caleuler =z, = %, + t{x,, dy) dy

o t{x,, dy) = sup \

!

(cf. procédure R, de la partie III associée & 1a fonction p) .

Fin itération.

, 0 .
Bed [ plxe + 0dy, %) — plwg, ®) — Q‘P'(xlc,“§dk)?0

Montrer qu’il existe une valeur x > 0 telle que pour tout o > « ou bien I’algorithme fournit en un nombre
fini d’itérations un point x; vérifiant la condition nécessaire d’optimalité pour (P,) ou bien I’algorithme

construit une suite telle que ses points d’accumulation vérifient la condition nécessaire d’optimalité pour
(P,) . (Cette condition nécessaive d’optimalité est étudiée en Q.10.)



RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE NUMERIQUE

I - Présentation du sujet

Le probleme d'analyse numérique de cette année était
consacré a 1'étude d'algorithmes permettant de déterminer les
points stationnaires de probléemes d'optimisation du type max
{£(x) | X € A}CRD , c'est-a-dire des points candidats a &tre
des solutions locales (ou globales) du probléme.

Dans le préliminaire on présente le théoréme du maximum
de Berge.

Dans la premiére partie on introduit la notion de cOne
tangent T(A, ¥) en un point ¥ & une partie A de R et on montre
que si f est différentiable au point x, une condition d'optima-
lité au point x pour max {f(x) x € A} est que V£(x) appartienne

au cbne polaire de T(A,x) (on dit alors que X est stationnaire).

Dans la deuxiéme partie on donne des conditions suffi-
santes pour caractériser le cbne polaire d'un cdne tangent et
on explicite la condition pour que x soit stationnaire dans le
cas oll A est caractérisé par des contraintes unilatérales et
des contraintes bilatérales (condition de Kuhn-Tucker).

La troisiéme partie traite de la comstruction d'un
algorithme convergent pour trouver des points stationnaires

n <
lorsque A = R+. L'étude d'un exemple montre gu'une procédure

trop simple - quoique naturelle - (adaptation de la méthode de

-

la plus forte pente & un probléme avec contraintes) peut

-

conduire & un algorithme non convergent.

Enfin, la qguatriéme partie traite de la construction
d'un algorithme dans le cas oll A est caractérisé par des
contraintes unilatérales et bilatérales. La méthode utilisée
est celle des fonctions pénalisantes qui permet de ramener le
probléme d'optimisation & une forme plus simple (probléme sans
contraintes -non linéaires-). L'objet des questions de cette
partie (Q a2 0..) était la démonstration d'une condition suffi-
sante d'existence d'une pénalité exacte dans le cas non convexe.
Dans les deux derniéres questions on traite de la convergence
d'un algorithme par linéarisation successive qui est un moyen
simple de résoudre des problémes d'origine concréte.

La résolution de ce probléme ne demandait gque des

connaissances générales sur la topologie de RP et la notion
de différentiabilité d'une application en un point.
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II - Les résultats

Au vu des copies les plus faibles, il apparait que de
trop nombreux candidats ne maitrisent pas la notion d'applica-
tion différentiable, ce qui compromet évidemment gravement

leurs chances de succés a l'agrégation, particuliérement a
1'option d'analyse numérique.

Les meilleures copies ont traité avec plus ou moins
de bonheur le préliminaire et les deux premiéres parties. La
troisiéme a été abordée par certains, mais la question Q.II.a
a presque toujours donné lieu a des erreurs consternantes. La
quatriéme partie, de loin la plus délicate, n'a été gqu'effleurée.

Cette année, 402 candidats ont choisi l‘'option d'ana-
lyse numérique. Bien que cette option comporte désormais un
programme spécialisé, une certaine proportion de candidats ont
visiblement choisi cette option par défaut. S'il est vrai que
l'on peut aborder l'épreuve d'analyse numérique avec pour seul
bagage les connaissances d'analyse enseignées dans toutes les
maitrises, voire les licences, de mathématiques, encore faut-il
posséder ces connaissances et savoir les utiliser.

III - Remarques sur les questions abordées par les candidats

Préliminaire

Q1 a. et b. sans difficulté si 1l'on sait ce gu'est
une application semi-continue.

Q1 c. On ne supposait pas X compact. Il ne fallait
donc pas se servir du résultat de a.

Premiére partie

. . n
Q2 a. Si pour tout non a lim x

=x onn'a pas
k-—)ook ‘

(contrairement a une croyance fort répandue) lim X, = X.
k—)oo

_b. La convexité de T(A,x) résultait de 1'expres-—
sion de T(A,x) comme fermeture de {A(x-X) [ X e A, Ae RY}.

03 a. La partie A n'est pas convexe : il ne faut
pas utiliser la Q2 b. Par ailleurs, la relation
Vk e N, g; (%) = Vgi(x)(xk—x) + elx) [|xk—x][ >0

n'implique pas que Vg(i)(xk—§) > 0, méme pour "k assez grand".

La relation demandée résulte du passage a la limite de

Vg (1) Oy (% -X)) + elxy) ||A (x-x || 20

* b. On montre que si y € T(A,x) alors X, = x+ty € A

pour t assez petit. Il ne fallait pas oublier de regarder le
signe de gi(xt) pour i ¢ E(X).



Q4. Méme remarque que pour Q3 a.

Q5. Question classique.
Q6. On ne suppose pas B # @.
Q7. Sans difficulté.

08. Il fallait démontrer que
H=W\3ueﬂ,y=—f&eﬂfa@aﬁn®pwwu

appliquer TT(H) = H. Si on note bi les vecteurs lignes de B,

on a# = {y \E}Xi 20,y = Zﬁibi} . H est le cbne tangent en O

i
au polyedre de sommets {o} v {bi}2=i' donc est fermé (02 a).

Q9. On appliquait les résultats précédemment démon-
trés 04, Q7b., Q7f., Q8 -

o1l a. La fonction t ¥ t3/4 n'est pas convexe !

La concavité de £ résulte de 1a convexité de t H‘t3/2 et de

- xlxz)l/2 gui est une

sy 2 2
1a convexité de (Xl’ x2) -+ (x1 + X,

norme. Les dérivées partielles de t ne sont pas définies aux
points (0, 0, x3) et il fallait les prolonger par continuité.

Partie IITI - 1'exemple de la question Q11 est
donné par P. Wolfe, IBM Journal, July 72.

La partie IV est une présentation de certaines parties
de l'article de :

Han-Mangasarian vExact penalty functions in non
linear programming“
Mathematical programming 17, pages 251-269 (1979).

L.e lecteur pourra également s'intéresser aux livres
de :
Laurent "Approximation et optimisation” Hermann (1972)

Luenberger wintroduction to iinear and non-linear
programming" Wesley, 1973.

Fletcher "Practical methods of Optimization
(vol. 1 et 2). John Wiley, 1980-81

par exemple.
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IV - Répartition des notes
La moyenne des notes (sur 40) est 9,8. Le détail de
la répartition des notes est donné dans le tableau suivant :

0Oa 4. ... ... .+ .+ . 157 copies
5a 9. ... ...... 173 "
10a14 ... .. .. ... 54 "
15a19 . ... .. ... . 42 "
20224 . . .. ... ... 39 "
25382 . .. .0 ... .. 22 "
30a34. ... ...... 1 "
35a39 . .00 00 e e e 3 "

40 . . . .. ... 1 "
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