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1. COMPOSITION DU JURY

Professeur a I'université de Limoges, président
Professeur au C.N.A.M. & Paris, vice-président
Attaché de recherche au C.N.R.S.
Professeur a l'université de la Savoie
Professeur a I'université de Nancy |
Professeur & 'université de Lille |

Inspecteur général de I"Education nationale
Assistant a l'université de Lille |

Professeur au lycée de Fontainebleau

Maitre assistant & I'université de Lille |
Maitre assistant & I'université de Nancy |
Chargé de recherche au C.N.R.S.

Inspecteur général de I'Fducation nationale
Professeur a l'université de Nice

Professeur a l'université d’Orléans

Ma’itre assistante a l'université de Paris VI
Professeur a I'université de Besancon
Assistant a l'université de Paris VI
Professeur au lycée Fénelon a Paris
Professeur a I'université P. et M. Curie & Paris VI
Professeur au lycée Louis le Grand a Paris
Professeur au lycée Louis le Grand & Paris
Professeur au lycée Pasteur & Paris
Professeur a I'université de Strasbourg |
Professeur au lycée Louis le Grand a Paris
Professeur au lycée Condorcet a Paris
Professeur au lycée Faidherbe a Lille

Maitre assistant a l'université de Paris VI
Professeur a I'université de Nice

Professeur a I'université de Strasbourg |
Professeur a I'université d'Orléans
Professeur & I'université d’Orléans
Professeur au lycée Chateaubriand & Rennes
Assistante agrégée a I'université de Lille |
Professeur au lycée Faidherbe a Lille
Professeur au lycée Charlemagne a Paris



2. CALENDRIER DES EPREL

2.1. Epreuves écrites

¢ Elles ont eu lieu dans les divers centres aux dates suivantes :
Mathématiques générales : 2 mai de 8 & 14 heures
Analyse : 3 mai de 8 4 14 heures
Mathématiques appliquées : 5 mai de 8 4 14 heures
* La liste d’admissibilité a été affichée le 8 juin au lycée Montaigne et 34, rue de Chateaudun a Paris.

2.2. Epreuves orales

Elles se sont déroulées du 14 juin au 9 juillet au lycée Montaigne & Paris.
La liste d’admission a été affichée le 11 juillet au lycée Montaigne et 34, rue de Chateaudun & Paris.

3. STATISTIQUES DIVERSES

3.1. Résultats généraux

Postes misauconcours . ... ............ . it 130
Candidats inscrits . . ... .. ... ... 1281
Candidats présents a I'épreuve de mathématiques générales . ... 922
Candidats présents a I'épreuved’analyse . ................ 870
Candidats présents a I'épreuve de mathématiques appliquées ... 819
Admissibles . . ... ... .. .. . e 276
Admis . ... e 130
Proposés pour I'équivalence des épreuves théoriques du Capes . . 6
Liste supplémentaire . ... ......... ... ... . . .. ..., 9
Moyenne sur 20 des points obtenus par :

Le premier admissible . . . ........... ... ... .. ... . ... 19,25
Ledernieradmissible . . .. ............ ... .. ... . . ... 6,25
Lepremieragrégé ... ... ... ... ... ..t 18,3
Le dernier agrégé . . ... ... ... . ... . ... e 9

3.2. Répartition des notes d’écrit

Le tableau ci-dessous indique le nombre N(m) des candidats ayant obtenu aux épreuves écrites une
moyenne sur 20, supérieure (au sens large) a m.

m 17,5 15 12,5 10 9 8 7 6,25
o
2 N{m) 7 18 58 126 162 204 241 276
m 6 5 4 3 2
N(m) 292 353 421 485 555

3.3. Répartition entre les options

ANALYSE NUMERIQUE MECANIQUE PROBABILITES
Inscrits 603 126 5562
Présents 392 ‘ 81 346
Admissibles 139 23 114
Admis 60 6 64




3.4. Situation universitaire des candidats

Dans le tableau suivant, les notations U, J, C, F, T correspondent aux candidats des E.N.S. ULM, JOUR-
DAN, ST-CLOUD, FONTENAY et ENSET.

Les autres abrévations sont les suivantes :

E e, Etudiants
CPR. .. e Stagiaires de C.P.R.
B.A. e Professeurs bi-admissibles
P.C. Certifiés" certifiés stagiaires
A e e Assistants
CO . e Coopérants ou détachés
SN, e Professeurs au service militaire, en congé, en sursis,
en disponibilité
D . e A.E., P.E.G.C., Instituteurs, M.I.-S.E., Professeurs
_ _ L.T., Divers
M A, e e Maitres auxiliaires
P o e Enseignement privé
L e Ingénieurs
CANDIDATS /] J C F T E C.PR. B.A. PC
Inscrits 21 17 17 31 27 119 84 52 460
Admissibles 20 17 14 29 24 18 17 26 51
Admis 18 14 11 20 17 8 6 9 9
CANDIDATS A co S\ M.A. P D | TOTAL
Inscrits 16 86 52 139 63 89 8 1 281
Admissibles 5 10 26 2 13 4 0 276
Admis 2 1 12 (0] 1 2 (0] 130
3.5. Répartition entre candidats et candidates
CANDIDATS CANDIDATES
Inscrits 881 400
Admissibles © 190 86

Admis 79 51




3.6. Répartition suivant les centres d'écrit

o)

CENTRES CANDIDATS INSCRITS Au&']ﬁ:;lg%'::gjfis ADMISSIBLES ADMIS
Aix-Marseille 43 27 5 2
Amiens 37 21 3 0
Besancon 17 12 1 o]
Bordeaux-Pau 23 14 1 0
Caen 19 11 2 1

Clermont-Ferrand 9 6 0 0
Dijon 20 9 6 4
Grenoble 41 26 8 1

Lille 112 76 13 2
Limoges 7 2 0] (o]
Lyon-St-Etienne 50 32 7 4
Montpellier 34 19 3 0
Naﬁcy—Metz 39 24 5 1

Nantes 38 26 3 1

Nice 20 14 4 0]
Oriéans-Tours 26 18 2 (0]
Paris 382 258 160 101

Poitiers 14 10 0 0
Reims 20 16 5 1

Rennes-Brest 30 20 8 2
Rouen 64 44 6 2
Strasbourg-Mulhouse 35 27 4 0
Toulouse 43 18 2 0]
Corse 3 1 1 0
‘Autres centres 155 92 27 8




écrit

MATHEMATIQUES GENERALES

DUR£E : 6 heures

Les parties 11 et II1 du probléme sont indépendantes

‘On désigne par E un espace vectoriel euclidien de dimension finie, le produit scalaire de deux vecteurs # et y
étant noté (x]y) . Si x est un élément non nul de E , on note H, I’hyperplan orthogonal i x et w, la symétrie orthogonale
par rapport a Phyperplan H, . On appelle partie radicielle de E toute partie R de E vérifiant :

(?) R est finie, engendre E et ne contient pas 0
(@ VreR w, (R) « R
@i) VreR VreR AreR = 2= + 1)

On se fixe par Ia suite une telle partie radicielle de E . On note 2 = { H, freR} et W lesous-groupe du
groupe orthogonal de E engendré par les w, pour r parcourant R . E est muni de sa topologie natureile.

PaRrTIE 1
L1. Montrer que W est fini. Son cardinal sera noté par la suite |W| .

12. SoitE’ = E \HL!CH . Soit x un élément de E’ . Rappeler pourquoi il existe une partie connexe maxi-
€

male de E’ contenant x (composante connexe de x dans E’) . Une telle partie sera appelée une chambre (relativement
a4 R) . Montrer que deux chambres distinctes sont disjointes.

1.3. Montrer que la chambre contenant le vecteur x de E’ est I'intersection des demi-espaces ouverts délimités
par les hyperplans de d€ et qui contiennent x.



1.4. Soit C une chambre. On dit qu’un hyperplan H € € est un mur de C si Padhérence C de C contient un
ouvert de H . Montrer que tout hyperplan H de J€ est mur d’au moins une charnbre.

Dans toute la suite du probléme on se fixe une chambre C dont on note les murs H,,.,H .Pourie{1,..,1},
on désigne par w, la symétrie orthogonale par rapport a H; . Soit W’ le sous-groupe de W engendré par w, , ..., w;.

L5.a. Soit b € E'. On suppose que b est du méme c6té que C par rapport & tout mur de C . Montrer que b
appartient a C. '

L.5.b. Soit C’ une chambre. Montrer qu’il existe w € W' tel que w (C’) = C (Indication : on se fixe a € C et
a' € C'. Considérer inf d (a, w (a')).).
we W

L5.c. En déduire, en utilisant 1.4:, que W' = W .

L6.a. Soit x € C. On note R* I'ensemble des r € R tels que (x | 7) > 0 et R~ I’ensemble des r € R tels que
(x|r) < 0. Montrer que la partition de R en R* et R~ ne dépend pas du choix de » dans C . Les éléments de R*
seront dits positifs, ceux de R~ négatifs.

Si w appartient 8 W, on note n (w) le cardinal de ’ensemble {reR*|w()eR~}. Pour ie{1,..1},
on désigne par s, I'élément de R* orthogonal 4 H,. Soit Il = {s,,...,5;}. On définit d’autre part une application,
dite longueur, de W dans I’ensemble des entiers naturéls de la maniére suivante : on pose ! (Id) = 0 et si
w €W\ {Id}, I(w) estle plus petit entier k tel qu’il existe i, .., i € {1, ..., L } tels que T’on ait :

W= Wy e Wy .
il ik

L.6.b. Soit H un mur de G et r ’dément de R* orthogonal 4 H . On considére H' un hyperplan appartenant a J€,
distinct de H . Montrer que C et w, (C) sont d’un méme c6té de H’ (Indication : on pourra utiliser une boule centrée
sur H et ne rencontrant pas H') .

En déduire que w, (') € R* pour tout ' € R* distinct de r.
1.6.c. Montrer : YweW Vrell n(ww) =n(w) + &, w avec:
gr,o=-+1 si wir)eR* et ¢ wv= -1 si w()eR .Endéduire: YweW n(w) <I(w).
L6.d. Soit weW et soit w=w, .. w, = une décomposition de w avec : Vie{l,.,k} rell.
1

On suppose k > n (w) . Montrer qu’il existe un indice j € {1, k—1} tel que w, .. w, (r;,,)eR™, puis
. :
quil existe un indice i € {1,..,j} tel que Wy er Wy (riv ) eR et wy, e Wy (1+,.) € R*. En
41
déduire que : 1w, o Wy = w, ..w, , puisque l(w) < k.
i+ i+ i i

1.6.e. Montrer que : YVweW nw =1 (w.

L7. Montrer que si w € W vérifie w (C) = C, alors w = Idg.

.

ParTiE II

IL.1. Soit # un élément non nul de E et y € E. Montrer

2]y
- (x!x}x

wz(y)=y




I1.2.a. Montrer : VreR JweW 3sell r=w(s).

I1.2.b. Montrer que le sous-espace vectoriel de E engéndré par IT est stable par W et en déduire que IT est
une partie génératrice de E.

IL.3. Soient r, et r, deux éléments distincts de II .

I1.3.a. Montrer, pour i € { 1,2} l;existénce d’un &ément b, de C A H'i tel que b; n’appartienne i aucun
hyperplan H € d€ \ { H,.‘ }.

I1.3.b. b, et b, étant ainsi choisis, montrer que tout point du segment [b, , b,] distinct de b, et b, appartient
aC

-

IL.3.c. Soit L un hyperplan de E contenant I'intersection H, N H, . On suppose que L contient un élément %
. 1 2
vérifiant : (x | r,) > Oet(x | r,) > O. Montrer que L rencontre C (on pourra prendre un vecteur v € L+ \ { 0}
et considérer les signes de (v | b,) et (v | b)) .

IL3.d. En considérant I’hyperplan L = w, (H, ) ‘montrer que (r, | r;) < 0.
2 1

I1.4. Montrer que II est une base de E (dans une relation de dépendance linéaire entre les s; on pourra séparer
les coefficients positifs et les coefficients négatifs).

IL5. Soit R** 1’ensemble des éléments de R dont toutes les coordonnées dans la base II sont positives ou
nulles. On fait ’hypothése suivante : R*+ s R* . Sir appartient 8 R* \ R**, on note 6 (r) 1a somme des coor-
données de r dans la base II et on choisit r, dans R* \\ R** vérifiant : YVreR* \R*+* 6(@) <06().

1
On pose Ty == ZX, 8.

iwmi

IL5.a. Soit i€ {1,.,1} tel que A, > 0. En considérant W, (r,) montrer que (r, | s) < 0.

IL.5.b. Soit v = Z Ay s;  lasomme étant prise sur les indices i pour lesquels A; > 0. Montrer:(v| v) <0

i
et en conclure que I’hypothése faite était absurde et qué donc R* = R*+,

Soit J une partie de II . Soit E | le sous-espace vectoriel de E engendré par J, soit R; = R N E;, W;lesous-
groupe de W engendré par {w, |reJ} e Cy={xeE;|Vre] (|« > 0}.

I1.6. Montrer que R; est un systéme radiciel dans E;, que C; en est une chambre et que les murs de C;
sont les H, N E; pour r parcourant J. En déduire que le groupe associé a ce systéme radiciel est isomorphe & W .

IL7. Soit Dy={weW|Vr €] - w(r) e R* }. Montrer que pour tout élément w de W il existe un
unique couple (djy, w;) € Dy x W; tel que w = d; w;. Montrer de plus que I (w) = I (dy) + I (w;).

II.8.SoitK,,={veEJJ-IVreH\J (v]|r) >0},



I1.8.a. Montrer que K; n’est pas vide.
I11.8.b. Montrer que K; est contenu dans I’adhérence de la chambre C.

I1.8.c. Soient J et J* deux parties de Il . On suppose qu’il existe w € W vérifiant w (K;) N K;, # 2.
Montrer que J = J'.

I19. Montrer : Wy = {w e W |w(K;) c K;}={weW|VxeK; w()==x}.

11.10. Soit x un élément de E. Montrer qu’il existe une unique partie J de II vérifiant : il existe w € W
tel que w (x) € K.

Partie III

Soit & = (e, 5.-., €;) une base de E . Une application f de E dans R est dite polynomiale s’il existe
P eR[X,,..X]

tel que Y (%, 5oy %) € R flx, €, + ... + 2, €) = P (%, ,..., 27) . I est clair que cette définition est en fait indépen-
dante de 1a base choisie, de méme que le degré de P (qui sera donc appelé degré de f) ou que le fait que le polyndme P
soit homogéne (on dira alors que f'est homogéne). Les applications polynomiales forment une sous-algébre de 'algébre
des applications de E dans R. Cette sous-algtbre sera notée S ; elle est isomorphe & R [X, ,..., Xj] . Soit

St ={feS|f(0)=0]}.

On fait agir Wsur Senposant : Yw eW, VpeS, VxeE, w(p)(x) =pw*(x)). Soit I la sous-R-
algtbre de S des éléments invariants par W : I = {p eS|Vw e W w(p) =p}.SoitI* = 8* N1 et soit SI*
idéal de S engendré par I* . Sip € S, on pose

1
m (p) = Tﬂwezw w (p).

IIL1. Montrer que si p appartient & S alors m (p) appartient & I et que si p appartient 4 S* alors m (p) appar-
tient a It . :

IIL.2. Montrer qu’ill existe une partie finie de I formée de fonctions polynomiales homogénes et engendrant
Pidéal SI* (on admettra que S vérifie la propriété suivante : Soit J un idéal de S et G une partie génératrice de J
alors G contient une partie finie génératrice de J). On se fixe une telle partie { I, ,..., I; } , que I’on suppose de plus
minimale pour cette propriété. On pose d; = deg (I,) pour i variant de 1 3 s.

IIL.3. Montrer : V fel 3P eR[X,,..X] [f=P(,,.,L). (On se raménera a montrer le résultat

pour f homogéne et on fera une récurrence sur le degré de f.)

I11.4. Soient f, ,..., f;; des éléments de I tels que f, n’est pas dans Iidéal de I engendré par £, ,..., fi . Soient
D1 s Py des éléments homogenes de S . On cherche 4 démontrer par récurrence sur le degré p, la propriété suivante

p1f1+ R +P}¢fk=0 =>pIESI+.

10




Il.4.a. Montrer que f, n’est pas dans I'idéal de S engendré par f; ,..., f;, et conclure dans le cas of p, est
constant.

IIL4.b. On suppose désormais deg(p,) > 0. Soit r € R et h, 1'éément de S défini par : VxeE
k, (%) = (r|x) . Montrer que h, divise dans S w, (p,) — p, pour i variant de1 a k. On posera

w, (py) — p = ke qe-
HL4.c. Montrer g, f, + . + g fix = O.

III.4.d. En utilisant I’hypothése de récurrence, montrer que :

VweW w(p,) —p, eSI* eten déduire que p, appartient & SI* .

IIL.5. Soit :
deN,PeR[X,,,X]] P= Z: a ... x X X5,
1 8

(Ky youyks) €NE

On suppose vérifiées les trois conditions :
(a) P #0; (6) P(,,..,I)=0; (¢) si a, .., x  est nonnul, alors &k, d, + ... + k,d,
8

est égal 4 d. Pour i =1, ..,ss0itp; = ;%(13 (I, , .., L) . Soit K T'idéal de I engendré par {p, , .., p,}
1

et on suppose les notations choisies de telle maniére que { p, , ..., p, } soit une partie génératrice minimale

de cet idéal.

HL.5.a. Montrer que les applications polynomiales p; sont homogénes.

IIL5.6. Montrer qu’il existe pour i > m et 1 < j < m des applications polynomiales g, , s homogénes
de degré deg (I;) — deg (I,) telles que :

m
Vi>m Py = 2 9,3 Py
J=1

HL5.c. On se fixe une base & = (e, , ..., ¢;) de E et si fest dément de S on note %{- la k-itme dérivée partielle
%
de I’application (%, , .os %) +—> f(%, €, + ... + 57 €) .

Montrer pour &k = 1, ...,

O Bﬁ_*_ N oL
Zp« e Z 9.t 3

i=1 jmm4+t

et en déduire :

L
I
Vie{1,.,0} 22 4 Y g 2 g
bxk bxk
je=m+1

11



[I1.5.d. Montrer : il existe des éléments R, , ..., R; de S* tels que
dL+ X dgu.b= > LR
J=m+1 f=1
III.5.e. Montrer que ceci contredit la définition de I, , ..., I, .

IIL6. Soit P € R[X,, ..., X,] tel que P (I, , ..., I;) = O . Montrer que P = 0(c’est-d-dire que I est isomorphe
a R I[X,,.,X]).

IIL7. Soit I., ..., I; une autre partie finie de I formée de fonctions polynomiales homogénes, engendrant
'idéal SI* et minimale pour cette propriété, Montrer que s = ¢.
PartiE IV
Soit N le cardinal de R* .

IV.1. Montrer qu’il existe un unique élément w, de W de longueur Netque : YVw e W I(w) < N.

A toute partie J de IT on associe les deux polyndmes :

‘ ~ 3
P; (¢) = 2‘ it W et T; (2) = 2‘ ¢ w (D; est défini en IL.7)

weWy weDy

IV.2. Montrer : Pp (£) = P;(t) T; (¢) et en déduire : (|J| désignant le cardinal de la partie J)

h Pn(‘> |
J;I (—1)"” -P—.;-—(E)— = N,

IV.3. Soit F un R-espace vectoriel et J€ une famille finie d’hyperplans de F . On introduit sur F la relation
d’équivalence suivante : x R-y signifie : pour tout hyperplan H de 3¢ , ou bien x et y sont tous deux sur H, ou bien x
et y appartiennent & un méme demi-espace ouvert limité par H . Pour i entier naturel on désigne par n, le nombre
de classes d’équivalence engendrant dans F un sous-espace vectoriel de dimension i'. Montrer que :

2 (~1)im = (~yumF

ieN
(On pourra faire une récurrence sur le nombre d’hyperplans).

Si J est une partie de IT et w un élément de W, on note n; (w) le nombre de classes & gauche vW; dans W
telles que woW; = vW,. '

IV.4.a. Soit v un élément de W . Montrer que wvW; = oW si et senlement si wv (K;) = v (Ky) (cf nota-
tions de I1.8.) et que dans ce cas v (K;) est contenu dans Ker (w—Idg) .

12




IV.4.b. En appliquant les résultats de la question IV.3 4 F = Ker (w — Idg) montrer que :

2 ()bl ny () = dt ().

Jen

IV.5. Soit f un élément de S vérifiant : Vw € W w (f) = dét (w) f. Montrer qu’il existe un élément pdel

tel que
f =p lI hr

reR+
(se reporter a IIL.4 pour la signification dé &,) .

Soit S, 1’espace vectoriel des fonctions polynomiales homogénes de degré n , soit

L,=1nS,, A,={feS,|VweW w(f)=dét(w)f}

Soit U, application linéaire de S, dans S,, définie par : (cfIIT) U, (f) = m(f) . Pour un élément w de W on désigne
par X, (w) la trace de 'application lindaire f > w (f) de S, dans S, .

IV6. Montrer : VneN dimA, =dimI, 5 (=0 si n < N) etdimI, =tr(U,).

IV.7. Montrer :

: ~
YVweW Z Yy(vwot) =%, (w) ny (w) | Wy

veW,vwo=1 eWy

et en déduire

(—_I—_W{.) Il'” 2 Xn (‘Dwv’],) =xn (w) dét (W).
J veW,vwyv—1eWy
_,\/’.

IV.8. En sommant I'identité précédente sur w € W, montrer que :

Jen

_
2‘ (= 1)1l dim (I, ,) = dim A,.
Jen

ol
Liin={feS,|YweW, w(f)=r}.

IV.9. Soient d,, ..., d, les entiers naturels définis en IIL.2.

2 dy —
On définit le polyndme Q) = lI ( tt ’__ 11)

i=1

13



et de méme 2 toute partie J de IT on associe un polynéme Q; (¢) défini de la méme maniére, mais pour le systéme radi-
ciel R; dans E;.

IV.9.a. Montrer que le coefficient de t" dans le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction

—
-2 Q(®)

4
est dim (I,).

IV.9.5. On admettra & partir de maintenant que s = /. Montrer que :

2 (=1t Q@) g
Qs (2)

Jen

IV.10.a. Soit J une partie de II et w un &ément de W;. Montrer que la longueur de w est la méme que Pon
considére w comme élément du groupe W associé au systéme radiciel R ou du groupe W; associé 4 R, .

1V.10.b. Montrer que Q = Py (utiliser un raisonnement par récurrence).

14




RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

Cette annde le probldme de Mathématiques Générales proposait 1'étude
des fonctions polyndmes invariantes par un groupe d'isométries engendré
par des symétries orthogonales, suivant les méthodes développées par
C. CHEVALLEY ("Invariants of finite groups generated by reflections",
Amer. Journ. of Math., t. LXXVIT (1955)) et L. SOLOMON ("Invariants of
finite reflection groups", Nagoya Math. Journal, t. XXII (1963)).

Les parties I et II, consacrées & 1'étude des groupes finis engendrés
par des symétries, utilisaient principalement des méthodes géométriques et
topologiques, tandis que les parties III et IV &taient de nature plus

algébrique.

Malgré 1'absence dans les parties I et II de questions réellement trds
difficiles, leur niveau assez soutenu et leur nature géométrique et topologi-
que ont constitué un obstacle insurmontable pour bon nombre de candidats, ce
qui explique 1'abondance de notes faibles. L'absence de vision géométrique
et 1'imprécision des connaissances en Topologie expliquent pour une grande

partie ces mauvais résultats.

8i le manque de connaissances en Géométrie a pour origine le peu
d'intérét rencontré dans l'enseignement secondaire et supérieur pendant un
certain nombre d'années par cette partie essentielle des Mathématiques, on
ne peut que s'étonner du peu de familiarité des candidats avec la Topologie
la plus élémentaire, celle de Rn, qu'ils ont abordé déjid depuis quatre ans
lorsqu'ils passent l'agrégation. Des erreurs grossidres sont rencontrées
dans la presque totalité des copies : c'est ainsi que 90 % de celles qui
abordent la question I.3° prétendent que l'intersection de deux connexes
est connexe ! On ne saurait trop conseiller aux candidats de réfléchir sur
les notions les plus élémentaires de la Topologie et de la Géométrie de R"
(ouverts, fermés, connexes, convexes, compacts, sous—espaces, etc.) avant

de s'intéresser aux "pathologies', particuliérement abondantes en Topologie.
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PARTIE 1

La question I.1 est traitée correctement dans un trés petit nombre
de copies, les arguments se limitant en général & : "un groupe engendré
par un nombre fini d'éléments d'ordre fini ne saurait &tre que fini" (avec
parfois démonstration & 1l'appui !) ou bien : "on a un morphisme de W dans
le groupe des permutations de R" (sans vérifier 1l'injectivité de ce
morphisme). Les questions I.2 et I.3 sont particuliérement révélatrices de
mauvaises connaissances en Topologie. Dans I.2, une grande partie des
candidats utilisent sans nécessité le théoréme de Zorn (et souvent sans en
vérifier les hypothdses). Dans I.3, la convexité de chacun des demi-espaces

n'est pas remarquée (elle seule permettait de faire un raisonnement correct).

Dans I,h, les démonstrations compl@tes sont rares, bien que certains
candidats aient une idée assez juste de la situation. Certains utilisent le
théoréme de Baire (dont on pouvait trés bien se passer) mais en oubliant de

mentionner 1'hypothése essentielle de dénombrabilité.

La presque totalité des candidats ne voient absolument pas 1'intérét
de la question I.5.a (la plus difficile de la partie I), confondant
allégrement mur de la chambre et hyperplan quelconqgue de la famille.
Evidemment, &tre du méme cd6té que C par rapport & tout mur de C n'est
pas a priori la méme chose qu'@tre du m&me c8té que C par rapport & tout
hyperplan de la famille. Signalons pour l'anecdote que certains candidats
refusent toute formulation d'aspect intuitif m€me consacrée par 1l'usage
comme "&tre du méme cSté d'un hyperplan" sous prétexte qu'on ne leur en a
pas donné une définition dans 1l'énoncé ! Cependant des candidats parviennent
heureusement & une démonstration correcte par &limination successive des

hyperplans non murs pour délimiter C.

La question I.5.c montre que beaucoup de candidats ignorent ce qu'est
1'image d'une symétrie orthogonale par un automorphisme intérieur
-1

(ou transmuée) : w sg v = SW(H) .

Les questions I.6 et I.7 plus algébriques sont abordées dans un

certain nombre de copies et traitées avec assez de réussite.
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PARTIE II

Alors que la question II.2.a est trés rarement résolue, sa conségquence
II.2.b est souvent bien faite. Les questions de II.3 sont fréquemment
abordées mais de maniére trés imprécise. La remarque essentielle qu'une
réunion finie de fermés d'intérieurs vides est encore d'intérieur vide
n'est pas faite, et II.3.b donne lieu & des raisonnements trop vagues alors

que 1'étude du signe de (tb, +(1-t)b

1 r) permet de conclure.

29

La question trés classique II.4 (famille de vecteurs formant deux &
deux un angle obtus) n'est presque jamails abordée, sans doute par manque

de familiarité avec les espaces euclidiens,

Les questions de II.5, assez faciles, sont rarement traitées
correctement. Les candidats qui abordent la question II.6 (la plus difficile
de cette partie) se contentent en général d'affirmer que tout est évident.
On en voit beaucoup affirmer que 1'intersection d'une partie génératrice de

E avec E_ ne peut &tre qu'une partie génératrice de E_ (sic). La suite

J
de la partie II n'est presque jamais entamée.

J

PARTIE I1I

Signalons dans III.1 les habituelles confusions entre l'indice de

sommation (muet) et 1'élément de W par lequel on recherche 1l'invariance.

Faute d'avoir fait la remarque essentielle qu'un polyndme invariant est
somme de polyndmes homogénes invariants, les candidats n'ont pu en général
traiter I1.2 et III.3 correctement. Dans II.4.a, on reldve souvent une
confusion entre idéal de I et idéal de S. La questionII.lk.c, qui n'est
autre que 1'intégrité de S, donne quelque fois lieu & des développements
longs et peu concluants. Pour IIT.4.d, il fallait évidemment observer que

+
SI est stable par W,

Les questions III.5 et III.6 sont parfois abordées avec quelque bonheur

et plusieurs candidats pensent d utiliser le théoréme d'Euler.

La partie IV est ignorée en général. Seuls quelques rares candidats
essaient (en général sans succés) de grapiller quelques points dans IV.1

ou IV.3.
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En conclusion, ce probléme long et de difficulté soutenue a révélé

”

chez de trop nombreux candidats de graves lacunes i des niveaux &lémentaires

que ce soit en Algébre, en Géométrie ou en Topologie. Espérons cependant

que cette &preuve pourra servir de révélateur aux candidats des agrégations

futures qui y verront 1'utilité de préciser leurs connaissances de base.
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COMPOSITION. D’ANALYSE

Durke : 6 heures

PREAMBULE

Si z est un nombre complexe non nul, on note Arg ( z) 'unique détermination
de Yargument de z qui appartient & Vintervalle [ — =, [, et on pose :

Log (z) = Log |z | + i Arg(z), puis pour tout nombre complexe a :
z% = e% Log (5).

Si z est un nombre complexe, on note Re ( z) sa partie réelle, Im ( z) sa partie
imaginaire.

Les propriétés suivantes de la fonction I' pourront &tre utilisées sans démonstra-
tion.

Pour Re (z) > 0, on pose :

+ ©
I'(z) = f e~tez-tdt.
Jo
La fonction I' est holomorphe dans le demi-plan Re (z) > 0. Eile se prolonge
en une fonction méromorphe dans C dont les poles sont les entiers négatifs ou
nuls. Si z n’est pas un pdle,ona : '(z+ 1) =2z (z) et T'(z) #0.

Soit 8 un nombre réel, 0 < 8 < 7. Le nombre complexe a étant fixé, on a, pour -

z complexe, vérifiant | Argz | < 7w — & :

) [.imr(z+a)—

m vo= -1

PREMIERE PARTIE

Soit (a, ), , , une suite de nombres complexes.

On 1ui associe 1a série de fonctions

a,n!
F(Z)=Zz(z+1) oo (24 1)

n>0

oll z est un nombre complexe dont on suppose toujours la partie réelle positive.
Les séries de ce type sont appelées séries de facultés. On note que

: n! TPr+1)T)
z(z+1)...(z+n)—l"(z+n+'1).

1° a. Soit z un nombre complexe, Re (z) > 0.
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n! n?
G+ D ... +m T(@

et en déduire que la série de facultés est absolument convergente au point z si et
seulement si la série

- -
Trouver la limite quand n tend vers I'infini de

Qq
n
nx1t
est absolument convergente au point z.
On suppose désormais jusqu’a la fin de cette partie qu'il existe un nombre réel
k > 0 tel que la série de facultés soit absolument convergente pour z = k.

b. Démontrer que la série de facultés converge uniformément dans le demi-
plan Re(z) > k. Que peut-on en conclure pour sa somme F?

c. Démontrer qu’il existe une suite (x,), o de nombres complexes et
une suite (c,), »1 de nombres réels positifs telles que, pour tout entiern > 1,
on ait

n

Sup 2| F(z) — E o k. < Cp-
Re {z) > k 2P
p=1
(On ne demande pas de calculer les « , . )

I
2° 4. Soit n un entier, n > 1. Calculer le maximum pour r€[0,1] de la
fonction

r—r*(1 — ¥

b. Démontrer que la série entiére

b (w) = Zanw"

n>0

a un rayon de convergence au moins égal 4 un et qu'il existe un nombre réel
d > 0, ne dépendant que de k, tel que :

= fu| <d( el + 2l

n»1

pour |w | < 1.

-¢c. Etablir 1a formule
n!
z(z+1) ... (z+n)

23

=.J -1 (1 - s)* ds,
0

pour Re(z) > 0.

d. On pose
e(s)=¢(1 —s) pour [1 -] <1

Démontrer que, pour Re(z) > k, on a

F (2) =j:s"‘1<p(s)ds.




3° Soit 6 I’application de C dans C définie par 0 (£) = e~¢.

a. Démontrer que 0 est une bijection biholomorphe de 1a bande ouverte
teC |Im@) e |~ 4
" 2'7T3

On note A I'image réciproque par cette bijection du disque ouvert [1~s5|<1
et C P'image réciproque du cercle |1 — s | = 1. Calculer la partie réelle d’un
élément de C en fonction de sa partie imaginaire. Représenter graphiquement

C et A.

sur le demi-plan ouvert {s € C | Re(s) > 0}.

b. La fonction ¢ étant définie comme au 2° d., soit, pour ¢ €A,
f@) =9 ‘
Démontrer que f est holomorphe dans A et que la fonction z —» | f(e) e ™ |
est bornée pour £ €[ 0, + o0 [.

¢. Démontrer que, pour Re(z) > k, on a

F() = j: " et £(2) dt.

DEUXIEME PARTIE

L’ouvert A de C est défini comme dans la premiére partie. On note D le disque
ouvert de centre 1 et de rayon 1. On identifie C 3 R? et on note v la mesure de
Lebergue de R?. Enfin soit k¥ un nombre réel, k& > 1.

1° Soit f une fonction définie et holomorphe dans A. Soit ¢ la fonction holo-
morphe dans D définie par

p(e™®) =f(), pour €A
On pose ¢ (w) = ¢ (1 — w), pour |w| <1, et on note

Yo = Ya,ur

n»0

le développement en série entiére de ¢ en 0. On suppose que la fonction

t— | f®) e |

est bornée sur A.

a. Démontrer que si r > k — 1, I'intégrale

fj; e—2(r+l)n¢l|f(t)l3dv(‘)

converge, et en déduire que I'intégrale

S A=l b v

converge.
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b. Sous les hypothéses précédentes, montrer que la série

1 .
Zl% | et - o de

n»0
converge.

Trouver un équivalent simple du terme général de cette série et en déduire que
la série Z | @, |2 n~27"2 converge. |
na1
Soit m > r + 1. Par une application convenable de l'inégalité de Cauchy-

Schwarz montrer que la série E | @, | n~™ converge.

n»1

¢. Que peut-on conclure de ce qui précéde pour la série de facultés associée
alasuite (@,)p 5, 7

Soit @ un nombre réel, ® > 1. On note A, ’homothétique de A dans I’homo-
thétie de centre P'origine et de rapport 1/ . Une série de facultés généralisées
de type o est une série de fonctions de la forme

a,nlo®
Zz(z+co)...(z+nw)

nx»0

oll (@,)nep est une suite de nombres complexes.

2° Soit f une fonction définie et holomorphe dans A,, et telle que | f(z) e~ |
soit borné dans A,,. Pour Re (z) > &, on pose & nouveau

F (o) = j:' " F(0) et ds.

Démontrer que, pour k convenable, la fonction F est développable en série de
facultés généralisées de type w.

3° Soit @ un entier, @ > 1, et soit ¢ un nombre complexe. Soit, pourRe ¢ > — 1
£O = 1270 (0 e,

Pour quelles valeurs de k et de w peut-on appliquer les résultats précédents?

TROISIEME PARTIE

Soit A un nombre réel strictement positif.

On lui associe 'ouvert

teC|Re() >0 et Im(z)<1K .

1
Vy = teCHt|<K2 v

Soit @ un nombre réel strictement positif.




1° Soit f une fonction i valeurs complexes définie sur la demi-droite fermée
[0, + oo [,.de classe ©=. Démontrer que les deux conditions suivantes sont équi-
valentes.

i. La fonction f se prolonge en une fonction, encore notée f, holomorphe
dans V, et quels que soient les nombres réels (1, > u et A; > A la fonction
t— | f(t) e~%* | est bornée dans V, .

ii. Quels que soient les nombres réels 1, > petA;, > A, il existe un nombre
réel positif C (u,, A,) tel que, quels que soient le nombre réel ¢ > O et I'entier
n = 0, on ait

|f™ @) et | < Cw,, A) n! AT

2° On suppose que la fonction f vérifie les conditions de la question précédente
et, pour Re(2) > @, on pose

F() = fo+°°f(:) e-t2 dt.

a. Démontrer que, pour tout entiern > 1, ona
n
- s ©
F() = sz—n ©0) z=* + =" J =t f® () dt.
0
p=1

b. Soient (1, > et A, > A deux nombres réels. Démontrer qu’il existe
un nombre réel K (u, , A,) tel que, quel que soit e nombre entier n > 1, on ait

Swp | F@) = D SO0 @ || <K, A)nlAL
Re(2) » 1
p=1

3° Soit F une fonction définie et holomorphe dans le demi-plan Re(2) > p.
On suppose que, quel que soit le nombre réel u, > p, la fonction
z— | 22 F (z) | est bornée dans le demi-plan Re(z) > 1, . Si ¢ est un nombre
réel, ¢t >0, on pose

1

— 3
f(t)—Zin e*F (2) dz
Re (z)=py

ot i, > w et ot la'droite Re(z) = p, est orientée dans le sens des ordonnées
croissantes.

a. Montrer que Vintégrale qui définit f est convergente, que f est continue et
indépendante de p,.

b. Soit
o@ = [ enfOa.
0

Montrer que @ est définie et holomorphe pour Re(z) > p, et que si
B < p, < Re(z), alors -

1 dz
@) =g | FO
[+]

Re(z) = gy
En déduire que & = F.
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¢. On suppose qu’il existe une suite (x de nombres complexes,
n/neN

avec «, =0, et telle que, quels que soient Jes nombres réels u, > pet A, > A,
il existe un nombre réel K (u,, A,), vérifiant, pour tout nombre entier n > 1,

n

Sup z" F(z)—-zj‘ﬁ';1 sK(p.l,AI)n!Af.
Re(z) = ¢y zP
p=1

Démontrer que f est de classe 8= et qu'elle vérifie la condition ii. de la
premiére question. (On pourra d’abord exprimer sous forme intégrale I’expression

n-1
Qi

0= Y.
p=0

d. On conserve les hypothéses précédentes.

Démontrer qu’il existe un nombre réel w, > 0 tel que, pour © > @,,
la fonction F soit développable en série de facultés généralisées de type w. Préciser
un demi-plan de convergence absolue de ce développement. Que se passe-t-il si
on supprime I’hypothése oy = 0 ?

4° On définit £ comme dans la 3° question de la deuxiéme partie.

Appliquer 2 f et i la fonction correspondante F les résultats des questions précé-
dentes. Comparer avec la deuxi¢me partie. Calculer la suite (x,)nepy - La série

entiére E «, T" est-elle convergente?
nz0
5° On revient pour F i la situation du 3° ¢. ci-dessus.

Montrer que, © > , étant fixé, la suite (x,),¢p permet de déterminer

de fagon unique les coefficients a,, du développement en série de facultés générali-
sées de type o de F. (On ne cherchera pas une formule explicite.)




RAPPORT SUR L’EPREUVE D'ANALYSE

Connues depuis longtemps au niveau des exemples, les séries de facultés
ont été étudiées systématiquement au début du sidcle en liaison avec la théorie
analytique des équations aux différences finies ou.elles jouent un rdle voisin
de celui des séries entiéres dans la théorie des équations différentielles linéai-
res. De maniére plus surprenante elles permettent dans certains cas d'attribuer
une valeur & des séries entiédres divergentes notamment celles qui interviennent
dans 1'étude d'une équation différentielle linéaire au voisinage d'un point singu-
lier irrégulier. L'exemple esquissé en II 3°) et III 4°) correspond & 1'équation
hypergéométrique confluente, L'objet principal du probléme était de montrer qu'une
fonction définie et holomorphe dans un demi-plan de la forme Re(z)>p et admet-
tant un développement asymptotique avec des estimations & la Gevrey (cf. III 3°)c))
est développable en série de facultés et de montrer comment de telles Ffonctions
s'obtiennent par transformation de Laplace.

A 1'exception de I 1)c), les deux premilres parties étaient faciles,
ainsi d'ailleurs que le début de III 3°)., Un assez grand nombre de candidats ont
su aborder valablement le probléme et l'impression d'ensemble est assez bonne.
Outre quelques erreurs import;ntes qu'on signalera plus loin, le principal défaut
rencontré est l'imprécision des rédactions (ce n'est pas une question de longueur ! )
qui laisse souvent le correcteur perplexe. Enfin, comme chaque année, on constate
1'incapacité de la trés grande majorité des candidats & appliquer correctement les
théorémes de passage & la limite dans la théorie de Lebesgue (convergence dominée,
intégration terme & terme d'une série et théoréme de Fubini).

Voici maintenant quelques remarques particulidres et quelques é&léments

de solution concernant les parties les plus fréquemment abordées par les candidats.
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Premiére partie

1°) a) On a de suite

n!t

an ! an
lZ(zﬁ7...(z+n)' ~ |';;||I"(Z)| .

Dans trop de copies on trouve des phrases du type "si les termes généraux de deux

séries sont équivalents alors les séries sont de m@me nature®,

b) Il suffit de noter que, pour Re(z)2k , on a

la, | |2, |
[z[Tz+1 - [zon] ~ ¥(ke1)e.. (ken)

la fonction F est donc continue pour Re(z)2k et holomorphe pour Re(z)>k .
Une erreur fréquente a consisté a démontrer que la série de Dirichlet convergeait
uniformément pour Re(z)=2k et & affirmer que, d'aprés la question précédente,
ceci impliquait la convergence uniforme de la série de facultés, Hélas pour les

candidats, l'équivalence établie en a) n'est pas "uniforme" en z ...

c) Cette question est un peu délicate et a été sautée par la quasi totalité des
candidats. Voici comment on peut procéder. On a

n-1
F(z) = g z(z+1).P..(z+p) * Rn(z)

et
n 1z]]z+1]e0 e |z4n] p>n |Z+0+1 e oo 24D |
: a
ST |2, | .
Iz|n+1 pan lk+n+1 oo k|
Par suite

2] & (2) ]

est borné dans le demi-plan Re(z)2k .

Dtautre part, pour tout . p , la fonction

aP
Z(Z+1 ) ees (24P )
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est holomorphe & 1'infini et admet donc un développement de la forme
a b

P = T 219
2(2+1)ees (2+p) qzps1 2%

(elle a un zéro d'ordre p+1 A& 1'infini), développement convergeant pour |z| >P .

Prenons p<n ., On a

n b b |
T ..P.Lg.ls N —22d.

q=p+1 zd q2n+1 |z|q

| a -
(z(z+1)...(?+p)

Le produit par zn du membre de gauche de cette inégalité tend donc vers O

quand |z| ‘augmente indéfiniment. On prend

q-1
o = Y b
=1 ,_o P4

et il résulte des inégalités précédentes que

p=1 zP

n «a
zn(F(z)- r -2t
tend vers O quand z tend vers 1'infini dans le demi-plan Re(z)2k et est

donc borné dans ce demi-plan.

2°) a) sans commentaires.

b) Comme la série de Dirichlet converge pour z = k , la suite (an n-k)
est bornée ce qui implique aisément la convergence de la série entiére dans le
disque |z|<1 . Une erreur grossiére (et fréquente) consiste A affirmer que la
régle de d'Alembert donne une condition nécessaire et suffisante de convergence
d'une série.

La majoration était évidente A partir de a) et a, en général, été bien faite.

c) Correctement traité.
d) Bien peu de candidats ont été capables de justifier l'intégration terme a
terme. Il suffisait de noter que, si x = Re(z)

© Ianln!
> Tty = Gom)

1 ©
J Bl (z):lanl(1-s)nds= <4

(o]
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pour x2k et d'appliquer le théoréme d'intégration terme & terme d'une série

(Lebesgue).

3°) Question trés élémentaire mais demandant un peu de soin. La plupart des

rédactions sont filandreuses et laissent planer des doutes sur un point ou un

autre,

Deuxiéme partie.

1¢) a) L'intégrale se majore de suite par
”A o 2(r+1-k)Re(t)dv(t)

. . s il .
et il suffisait de noter que AG[-log2, +=[X[- 3, + -5] . Un nombre surprenant
de candidats affirme que A est d'aire finie alors qu'ils'l'ont correctement

dessiné A la question précédente !

b) On a
. ©
L 1 loCoe®) %00 = T1ay 126
o o
(égalité L2 de 1la théorie des séries de Fourier) et il suffit de passer en
coordonnées polaires dans 1l'intégrale double de a). Trés peu de candidats y sont
arrivés., La fin de la question a) par contre a été bien traitée, En particulier
les correcteurs ont eu l'heureuse surprise de voir appliquée de fagon correcte
1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

La fin de cette partie n'a pas soulevé de difficultés pour les candidats arrivés

jusque 1la.

Troisiéme partie.

1°) Cette question a arr@té presque tous les candidats.,

i) = ii) Pour t20 et A >A

(n) _ nl 2)/(zt)2+ 42
SR TR L
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et on majore l'intégrale.

ii) = i) La série de Taylor de f en t=20 a un rayon de convergence au moins
égal & 1/A , ce qui fournit une fonction analytique dans ce disque. On montre

que ces fonctions se recollent et qu'on a ainsi construit un prolongement de £ .
2°) Sans difficultés,

3°) Le début de la question (a) et b)) est un exercice trés classique de théorie
des fonctions analytiques. Les candidats arrivés jusque 13 1'ont dans 1l'ensemble

bien traité, Seuls quelques-uns des meilleurs candidats sont allés plus loin.
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ANALYSE NUMERIQUE

. Les candidats sont priés de respecter les notations et la numérotation de I’énoncé. Les notations ou abré-
viations abusives risquent de ne pas étre comprises.

Les démonstrations et présentations concises, claires et soignées seront particuliérement bien appréciées.

Le but de ce probléme est d’étudier les liens entre un certain nombre de méthodes d’analyse numérique linéaire.
Dans la partie I, des résultats utiles pour les autres parties sont établis.
La partie II est consacrée a la méthode des moments et 1a partie HI a celle de Lanczos.

Dans la partie IV la méthode du gradient conjugué est déduite de la méthode des moments et de la méthode
de Lanczos.

Dans la partie V on présente une transformation de suites de vecteurs qui est reliée & la méthode du gradient
conjugus.

Dans la partie VI un algorithme récursif pour mettre en ceuvre cette transformation (restreinte au cas scalaire)
est étudié.

N est 1’ensemble des entiers naturels.

Dans le cas olt E = R™ on identifiera les applications linéaires de R"™ dans R" et les matrices qui les repré-
sentent dans la base canonique.

I est 1a matrice identité.

Soit € P’espace vectoriel des polynémes réels, soit &€, le sous-espace des polyndmes réels de degré inférieur
ou égal A k et soit (¢, ) une suite de nombres réels.

On définit une forme linéaire ¢ sur € en posant :
YnelN : c¢(x®) =c,.
On rappelle qu’un polynéme unitaire est un polynéme dont le coefficient du terme de plus haut degré est égal

s
a un.

Q.1. Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur les ¢, pour qu’il existe une famille de polynémes uni-
taires uniques P, € € de degré k et telle que :

P,(x) =1
VE>0, Vie{0,1,...,k-1}: c(#'P,(x))=07?

Dans toute la suite on supposera que cette condition est satisfaite. On dit que les polynémes P, forment une
famille de polynémes orthogonaux par rapport a c.
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Q.2. Ecrire une expression de P (x) sous la forme d’un déterminant d’ordre k - 1 dont la derniére ligne est
(1, %, %% ..., %*) et dont les autres lignes sont des coefficients réels ne dépendant que desc, .

Q.3. On convient que P _, () = 0. Montrer qu'il existe deux suites de constantes (Bj) et (Cy,) telles que :
VhkeN : Py (® = (5 + Biui) Pel®) — Ciou s P ().
Donner des expressions de By, , et Cy, , en fonction uniquement de :

cEPL@), c(Pi() et c(Pi-.(@).

II
Soit E un espace de Hilbert réel. Soient z,,2,, - - - » % des éléments de E, linéairement indépendants. On
note E,, le sous-espace engendré par z,, Z;5 -+« 5 Fg 1> On considére P'application linéaire A, définie sur E, et
a valeurs dans E, telle que :
z, =Agz
Zq == Akz1

By ™= Akzk— 2
Hyz, = Agzg -,

ot H,, désigne la projection sur E, .
Cette méthode s’appelle méthode des moments.

Q.4. Montrer que les relations précédentes définissent entidrement Ay et déterminer le polynéme caractéris-
tique R, de A,.

Q.5. On cherche a résoudre I’équation :
™ z=Az+ b
od beE, et odId — A est supposé inversible. Id désigne Pidentité dans Ej .
On pose P () = Ry (t) / Ry (1). Montrer, qu'il existe un polyn6éme Q tel que :
1-P@) =010-9Q0)
et que la solution z de (*) est donnée par Q (Ag) b

Q.6. On cherche & résoudre I’équation :
™** Az = b

ot b € E, et ol A, est supposé inversible.
Comment faut-il choisir le polyndme P pour que : d’une part il existe un polyndéme Q tel que1 — P (¢) = ¢t Q(?)
et, d’autre part, la solution z de (**) soit donnée par Q(A) b quel que soit b € Ey ?
Q.7. Soit A une application linéaire de E dans E. Soit z, € E. On définit la suite (z,) en posant :
VYVneN :z,,, = Az,.

a. Soit k € N fixé. On suppose que (2,2, , . - - » &) sont linéairement indépendants. Montrer que
la restriction de HyAH, 4 E, est égale 3 A .

b. On suppose que A est auto-adjoint et que pour tout keN, (z, 25 - - » Z) sont linéairement
indépendants. On pose Rj = (— 1)* R;. Montrer que la famille (R;) est la famille de poly-
némes orthogonaux unitaires par rapport i la forme linéaire ¢ définie par :

VneN :c@®) = c, = (255 2n)

ot (. , .) désigne le produit scalaire de E.
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Q.8. Dans le cas ot E = R" montrer que :
H, = U@UTY)-:UT

ot U est 1a matrice dont les colonnes sont 25, 2,5 ... s 2 ;-

III

On va maintenant étudier une méthode de calcul du polyndéme caractéristique connue sous le nom de méthode
de Lanczos.

Soit E un espace vectoriel réel et E’ son dual algébrique. On note < ., . > la forme bilinéaire qui met E et
E’ en dualité.

Soit A une application linéaire de E & valeurs dans E. Soient z ¢ E, y' € E’ arbitraires non nuls.
On considére les suites (z;) d’éléments de E et (y) d’éléments de E’ définies par :
2y = Z Yo =y,
VkeN : z,c+1=Azk, yk+1=A*yks
ot A* désigne 1’application linéaire adjointe de A.
Soit ¢ 1a forme linéaire définie sur % en posant :
VoeN : c(@™) = ¢, = <y, 2,>.

Soit (P,) 1a famille de polynémes orthogonaux unitaires par rapport a ¢. On rappelle que la suite (c,) est
supposée telle que la famille (P) existe.

On pose :

VEEN : 7¢ = P (A% ¥, 2, = Py (A) =.
Q.9. Exprimer les coefficients By, , et Cy ., (question Q.3) en fonction de A, (3'\,,) et (2k) .
Q.10. Donner les relations de récurrence permettant le calcul des suites (;'\k) et (/z\k) .

Q.11. Monirer que :
VEeN, VYneN:in# k= <9,,2,> =0.

Q.12. Montrer que si E est de dimension finie k et si %z, ..., ;. sont linéairement indépendants,
alors (— 1)¥ P, est le polynéme caractéristique de A.

IV

Soit A une matrice réelle symétrique définie positive ayant n lignes et n colonnes. On cherche a résoudre
I’équation Ax = b ot b € R™.

On applique la méthode de Lanczos & cette matrice avec y' = z. Puis on applique la méthode des moments
42, ...,2, pour ke{1,2, ..., n}. Onsuppose que Z,, ..., 2, sont linéairement indépendants.

'Q.13. Montrer que pourtout k €{1,2, ..., n} (- 1)* P, est le polyndme caractéristique de Ay, Py, étant
le polyndme défini dans la partie IIL
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Q.14. Dans la question Q.6. on choisit pour P le polyndme P, (%) [P, (0). Soit Qi le polyndme
qui lui correspond.

Montrer que si z = b la solution %, de I’équation A, x = b est donnée par x; = Q; (4) b.

Q.15. Montrer que A, = A et que %, est la solution de I’équation Ax = b.

Q.16. Dans la méthode de Lanczos on prend maintenant y, = z, = b.

Montrer que pour tout k€ N :

N Ay Ve
Zryr T (A+Bk+1l)zk_Yk+1zk—-1

avec
NN /N N N
Brss = — (71> Azg) [ (215 2x)
as e A\ N
Ye+1 = (zk’zk)/(zk—1’zk—1)
EaN N
et 2., =0, z, =b

Montrer que pour tout k € N :
Piss @) = (¢4 Brsa) Pl = Yiers Pe-a )
olt (— 1)* P, est le polyndme caractéristique de 1a miatrice A, obtenue par la méthode des moments a partir de b,
Ab, ..., A¥b. On posera par convention :
P_,®) =0 e P(t) =1

Q.17. En déduire que pour tout k€ N :

Xppr = % + Pplg

avec
up = — T Bre1 Ters @e-1 — %)
B = — Py (0)/Pr 4. (0)
re. = Ax, — b.
On posera‘ %, =0etuy = —1,.
Q.18. On pose :
VkeN: A = — k-1 Yk+1-
Montrer que pour tout k€N :
up = — gt Mg
avec u_, = 0.

Q.19. Montrer que :
VkeN, VieN: i # k= (rg,r) =0

Q.20. Déduire de ce qui précéde Ualgorithme suivant :

% =0, 1= — b, uy = — Iy,
pour tout ke N :

P-k = — (s re) [ W > Aug)

Kprr = % T P Uk

Tewr = T+ e Ay

Agspr = — (w1 Tesa) [ (s Ti)

Ugpy = = Tar + Mgy Upee

Cette méthode s’appelle méthode du gradient conjugué.
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Q.21. En utilisant les résultats de Q.2. et de Q.14. exprimer x;, sous forme d’un rapport de deux déterminants
d’ordre k£ + 1.

Q.22. Montrer qu'il existe une matrice symétrique D telle que A = D?.

Q.23. Pour tout k € N* = N — {0} on considére les vecteurs suivants :

v =D"1b
v, = Db
v, = Awv,

et soit E, le sous-espace engendré par v,, ..., v). Soit w, la projection orthogonale de v sur E, .

Montrer que pour tout k € N* :
W, = ka
et que

(x, b) ®,8) ..... (A¥=1b, b)
(®, b) (Ab, b).... (A¥D, b)

P I R R I I O NN N S R )

('Ak"lb, b) (A*b, b) ... (A%*~1b, b)
& — %, Alx — %)) = .
(Ab,b) ...... (A*D, D)

R R R R A NN R R A )

(A¥B, B) ...... (A% ~1b, b)

v

Soit (g;) une suite de vecteurs de R™ et soit (d;) une suite de nombres réels.

Pour tout k£ € N et pour tout i € N on définit le vecteur e, (g;) par

i crevesees Bk
dl"""""d1+k
d‘+1.l'l"l'd’+k+1

R R I I N R R

d¢+k—1"""d£+2k-1

e (g) =

U |
dy oo, R AN

AP N

dl+k—1"""dl+2k—1

ot le numérateur est le vecteur obtenu en développant ce déterminant par rapport & sa premiére ligne en utilisant
les régles habituelles.

.

Q.24. On considére le méme systéme d’équations linéaires A x = b que dans la partie IV. Onpose B=1 — A
et on définit 1a suite (g;) par :

&o =0
ViE[N: gl+1=Bg£+b'
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Pour tout i € N on pose :

dy = (b, 8i+: — 8)-
Soit (%) 1a suite de vecteurs obtenue par la méthode du gradient conjugué (partie IV).

Montrer que :
Veke {0,1, ...,n}: 2 = e, (g)-

Q.25. Soient B, , , et Cy .. , les coefficients de la relation de récurrence de la famille de polynémes orthogo-
naux unitaires (P,) par rapport  la forme linéaire d définie par :

VieN: d(') = d;.

Pour tout £ €N on pose :
ak = Pk(i) .

Montrer, en précisant les conditions initiales, que pour tout k€ N :

(Belc (go) + b) - —ék+1

Qa,

Qg Qe 3
Qy 4

Qe

e (g) + 1elc-l(go)'
1

ek+1(go) = §k+1a

K +1 +1

VI

(g;) est maintenant une suite de nombres réels. On va étudier une méthode récursive de calcul des e, (gy)
définis dans la partie V.

On rappelle I'identité de Sylvester :

Gyp vveonae @iy || Gygeevenes @y gy iy eovnnee By, 4 4 L T
UUUU  PURRPII IE DRSSPI | PHRTRRIR
Qg o vveen. Qyy d,,.......a,.,_l

ORI B PR

On appellera N’ 1e numérateur de ¢, (g;) et D{¥’ son dénominateur. Pour tout i € N et pour tout k € N*
on posera :

d‘-........- dl+k-—1
dl-Fl""""di-{-k

1)
HY =

di+k-—1 cere di+2k-n
et i) = HP/DP, .
On pose :

VieN: H® = 1.

Q.26. Montrer que pour tout k € N et pour tout i e N :

e ( ) _ ";c‘:;)ek(g!) - rg)+1ek(gi+1)
ka8 = D = '

- Q.27. Pour tout i € N et pour tout £ € N on pose :

1) __ i 1
s® = DPHP.
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Montrer que pour tout i € N et pour tout k € N :

s s
- =1+ —ain
3k+1 ’k+1
r"c‘-t;) — 1 + s’(ﬁqf'l
1 - 4 +1)
rfc?n Sk

avec sP =1 e P =d,.

Q.28. Dans quel ordre faut-il utiliser les relations des deux questions précédentes pour calculer récursive-
ment les e, (g;) & partir des conditions initiales?
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RAPPORT SUR L’EPREUVE D'ANALYSE NUMERIQUE

1 - REMARQUES GENERALES

L'objet de 1l'épreuve d'analyse numérique était de mettre en
lumiére le lien entre un certain nombre de méthodes classiques (la.méthode
de Lanczos, le gradient conjugué) par l'intermédiaire de propriétés des
polyndmes orthogonaux formels. La succession des questions du probléme
correspond d'ailleurs au développement historique de ces. méthodes, alors
que maintenant elles sont présentées de fagon séparfe dans les cours

d'analyse numérique.

Ainsi qu'il 1'a été souligné dans le rapport de l'année
précédente, 1l'épreuve d'analyse numérique se caractérise par une absence
de programme, ce qui fait que certains candidats sont €trangers a certaines
techniques de démonstration et & une forme de raisonnement particuliére
a4 l'analyse numérique. Ce phénoméne se ressent dans les résultats de
1l'épreuve de cette année : certains candidats ne savent pas redémontrer

les propriétés classiques des polyndmes orthogonaux.

2 - ANALYSE DU SUJET

La premiére partie du probléme est une approche des polyndmes
orthogonaux formels (orthogonaux par rapport & une forme linéaire), et
1'étude des propriétés algébriques vérifiées par ces polyndmes (rapport.
de déterminants, récurrence d trois termes). Les démonstrations sont rigou-—

reusement identiques & celles du cas classique.

La seconde partie présente la méthode des moments et deux de
ses utilisations : calcul du polynOme caractéristique d'une application

linéaire et résolution d'une équation linlaire.

La troisiéme partie est la méthode de bi-orthogonalisation de

Lanczos (basée sur les résultats de la premilre partie).

Dans la quatriéme partie, la méthode du gradient conjugué est
présentée comme une conséquence de la méthode de Lanczos et de celle des

moments.
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La cingquidme partie est 1'étude d'une transformation de suite
de vecteurs : la suite des itérés obtenus par la méthode du gradient conjugué
est transformée en une autre suite (dont les &léments sont des rapports

de déterminants).

La sixidme partie est la mise en oeuvre pratique de cette trans-
formation : le calcul des déterminants peut &tre &vité par un algorithme

récursif.

3 - COMMENTAIRE SUR LES QUESTIONS

Partie I :
——— C  cvesesssess C

o) k=1
Soit D, =

Ck_,\ e e ees e s ch—Q

La condition de Q,1 est : ¥k Dk # 0.

L'utilisation des formules de Cramer conduit &

C  tesevassss C
o k

Pk(x) = ;K (Question Q2)

ck—1 esee s c2k—1

1 X esese xk

et si on exprime pk(x) = Pk+1(x) -X Pk(x) (polyndme de degré k) sur la
base des polynGmes Pj(x), les conditions c(_xl pk(x)) = 0 fournissent Q3

et

2 D2
. _ c(x Pk) . i C(Pk)
k+1 2 k+1 2
C(Pk) C(Pk—1)

Cette partie a été traitée correctement par le tiers des
candidats, les erreurs les plus fréquentes &tant dans 1'écriture de déter-—

minants et l'oubli de la condition c(Pﬁ) # 0.

Partie IL
. 14 1 .
La matrice de Ak dans la base Zyos e 21 de Ek s'écrit :
0 cnameeeea-a 0
o
1
! *e-1

d'oll le polyndme caractéristique
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k-1
R = (-7 q

. i
i=o

(En n'oubliant pas le signe, car R' devient alors unitaire).

k

Les questions Q5 > Qg utilisent le théoréme de Cayley-Hamilton

et QT b) est une conséquence du fait que =z _Hk(zk) est orthogonal 3 B .

k

Les trois quarts des candidats ont traité correctement cette

partie.

Partie III

Les questions Q9 et Q1O sont des conséquences directes de Q3 .

o . A A
Qq utilise le fait que c(Pk Pn) = (Yn s Zk)

que Pk(A) z; =0 pour i=0... k -1. Cette partie a &té abordée par

et Q12 revient 3 démontrer

tous ceux qui ont traité complétement la partie I.

Notons que les trois premiéres parties, qui regroupent des

questions classiques d'analyse numérique, permettaient d'obtenir 20/40.

Parties IV, V, VI

Ces parties n'ont été traitées que par un petit nombre de

candidats. i

La partie IV utilise les résultats des parties précédentes et
V et VI exigeaient une manipulation de déterminants et de 1l'identité de

Sylvester.

4 - REPARTITION DES NOTES

Nombre de copies corrigées : 393

Moyenne (sur 40) : 10,38

Répartition : Notes Nombre de candidats

0-4 151 %
5-9 6k

10-14 58

15-19 L2
20-24 37

25-29 23
30-34 - 13

35-40 >
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MECANIQUE GENERALE

Le probléme porte sur I'identification de certains mouvements d’un point matériel M, de masse m, de Pespace
physique représenté par un espace affime euclidien réel de dimension 3, & certains mouvements d’un point « mate-
riel » M d’un espace affine réel de dimension 4, ceci en vue de la résolution de certains problémes gravitationnels.

Les différentes fonctions ou champs de vecteurs considérés seront supposés C® sauf éventuellement en un
point.

- -
Le point M est soumis 4 une force F dérivant d’une fonction de forces U (F = Grad U). Les coordonnées de
M dans un repére orthonormé R seront notées (%, , %3 %a ), la coordonnée temporelle étant notée :. La fonction

oU
de forces U est supposée conservative (—57 = O) .

La mise en équations se fera par la méthode de Lagrange : si. T est I’énergie cinétique & considérer, nous
rappelons que les équations de Lagrange pour les paramétres ¢; 0 = 1,2, ... 7) g’écrivent :

dtdgq; dq, 2q;

&, désignera un espace affine euclidien réel de dimension n, d’espace vectoriel directeur E, . &, sera rap-
porté & un repére orthonormé. O désignera Porigine de ce repére.

. . . . . 4 .
Comme usuellement, si f est une fonction de &, dans R, nous désignerons par f = EJ: la dérivée de la res-

triction de f le long du mouvement considéré dans &,.

u=(u, » Uy » Uy » U,) désigne la suite des coordonnées d’un point M de &,. x = (%, , %, , ;) désigne la suite
des coordonnées d’un point M de B,. On considére I'application ¢ de &, dans &, définie analytiquement par :

M— ¢ (M) =M

/ 2 2 2 2
_u1”uz_ua+u4
X, = 9
€]
X, = Uy Uy — Ug U,
Xy == Uy Uy T Ug Uy

1° En considérant des coordonnées polaires dans les plans (z, , u,) et (u, » uy), montrer que ¢ est surjective.

Calculer r = || # | = Va2 + %3 + 3 en fonction de | u| = Vul + uf + ui + ui.

On considére la matrice L

Uy — Uy — Uy Uy

U, U, — uy — U
2 L =

Us U, Uy Uy

u, — Uy U, — Uy

Montrer que L est une matrice de similitude. Montrer que la matrice extraite de L, formée des trois premiéres
lignes, est la jacobienne de ¢. En déduire que pour | =] # O, ¢ est de rang maximum.
|
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2° On considére le mouvement fictif d’un point M de &, pour une variable temporelle fictive T, d’énergie
du
dr
P’action d’une force dérivant d’une fonction de forces U. Sauf dans 2° c. o U est une fonction différentiable quel-

conque de u, , u,, u,, u,, on supposera que U ne dépend de M que par | u |. Les équations du mouvement
de M sont définies par les équations de Lagrange associées 3 B et ‘L.

o gus . m \ e as . ‘s . PN
cinétique fictive B = g | w2, ot m est une constante positive et ol u' désigne Ce point M est soumis &

a. On pose
3 oW, ¥) = vul — uyup + vy, — u,u
Déterminer une relation matricielle entre (%, x; %, ) et (u] u, u} u;). En déduire Pexpression de
| w' |2 en fonction de r, %, x;, %, et w.
b. On définit le moment cinétique de M par la matrice antisymétrique d’ordre 4 :
(4) s = (oy) oy = m(u u; — uyuy)
ie{1,2,3,4} je{1,2,3,4}
Montrer que o est une matrice d’intégrales premiéres pour le mouvement de M. Que peut-on déduire
pour o ?
c. Cette question est une généralisation de b. et est indépendante de la suite du probléme. On considére
o e ge m s
dans &, le mouvement de M d’énergie cinétique B = 3 | @ | et de fonction de forces Al quelconque.

Soit { gx, A €R } une famille d’isométries de &,, dépendant d’un paramétre réel A, et s’exprimant
analytiquement par :

) ’;'i:gi(u1’uzausau4a7\)

On suppose les fonctions g, différentiables par rapport 4 1’ensemble des variables (u, , u, , 1, , 1, , A); de plus g, est
identité pour A = 0. On désigne par v, la fonction définie par :

28
6 - 261
( ) Y1 N

A=0

Montrer que si U est invariante par g, , quel que soit A (Al o g == Al), alors la fonction F définie par :

4 .
(7) Fu,uv) =m Z Yt(uq ’_uz’ Ug s U,) Uy

i=1

est une intégrale premiére du mouvement de M. Considérant & nouveau le cas particulier ol U est
une fonction de || u ||, déterminer une famille d’isométries pour laquelle Pintégrale premiére (7) est
oyl <i<4,1<j)<4)

3° On repére M (pour | u| s 0) par les trois coordonnées curvilignes (x,, x,, x,) et une quatriéme
notée y (qu’il est inutile de préciser), de telle sorte que les coordonnées de M sont des fonctions de (x, , %, , %, , ¥).
Montrer que si la fonction w, définie au 1.2 a. par 1’équation (3) est nulle & un instant =, alors elle est nuile tout le
long du mouvement de M. On désignera par Q ’ensemble des mouvements satisfaisant a cette condition.

Montrer que pour les mouvements de £, les trois premiéres équations de Lagrange, relatives aux coordonnées
curvilignes de M, s’identifient aux équations de Lagrange pour un certain mouvement d’un point M de &, de
coordonnées (x, , x,, %, ), associées & une certaine fonction T de x,, x,, x,, %], %1, %, et une certaine fonction U
de x,, x,, x,, dont on précisera les expressions. (On remarquera que T n’est pas I’énergie cinétique usuelle.)
Montrer que E = T — U est intégrale premiére du mouvement de M. Montrer qu’a toute condition initiale
(%, (0), x,(0), x,(0), x;(0), x;(0), x,(0)) pour laquelle | x | est non nul, on peut associer une condition initiale
(2, (0), u,(0), u,(0), u,(0), u;(0), z;(0), ui(0), u,(0)) satisfaisant a

® 4 (0) 2,(0) — 43 (0) ,(0) + u,(0) u(0) — u,(0) u,(0) =0

4° Soit w une fonction de x = (x,, x,, x,) strictement positive. On dit qu’on remplace la coordonnée tem-
porelle 7 par la coordonnée temporelle ¢, définie par la relation notée symboliquement :
© dt = pdt
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lorsqu’on remplace les vitesses x| par les vitesses notées x; définies par :
P 1 i
- 14
(10) X = Pay

Préciser comment, connaissant un mouvement de M paramétré par 7, on peut lui faire correspondre un mouve-
ment de M paramétré par ¢. Montrer que les mouvements de M satisfaisant, en coordonnée temporelle 7, 4 1a condition

E = 0, vérifient en coordonnée temporelle ¢, les équations de Lagrange associées 4 la fonction T et la fonction de
forces U définies par :

Trr ) = u() T(x,, % = ;’27))

1y |
U@) = u(x) Ul
Montrer que T-U=0.
II
On considére dans toute cette partie le cas olt le point M de 8, est soumis & la fonction de forces U :
(12) U= hlu|*+ 2k

ob k et k sont deux constantes données, k étant strictement positive. On choisira aussi dans toute cette partie la
fonction . :

(13) =g ohr=|a]

1° Montrer qu’on est dans les conditions d’application du I. Calculer T, U, T, U. Montrer que, a partir de
certains mouvements de M dans &,, on peut déterminer dans &, les mouvements d’énergie 4 d’un point soumis a
une attraction newtonienne de la part de origine (probléme képlérien; force d’attraction de la part de Yorigine
inversement proportionnelle au carré de la distance). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le
mouvement de M soit borné dans 8, ; intégrer ces mouvements en précisant les conditions & considérer; en déduire
P’intégration des mouvements bornés du probléme képlérien dans &, .

2° Montrer que dans B, , 1a trajectoire de M est dans un plan fixe (sous-espace affine de dimension 2). Montrer
qu'en particulier, pour les mouvements de &, situés dans le plan de coordonnées (u, , u,) (d’équations u, = u, = 0),
les mouvements correspondants de &, ont leur trajectoire contenue dans le plan d’équation x, = 0. Montrer qu’alors
la transformation ¢ se réduit & une transformation conforme du plan. '

3° Comparer le passage 3 ’origine pour M dans 8, , en coordonnée temporelle 7, et M dans &, en coordonnée
temporelle ¢. Quelle conclusion pratique peut-on dégager?

I

On considére dans &, le mouvement d’un satellite soumis & I’attraction newtonienne de deux masses fixes,
Pune d’elles étant supposée a Pinfini (ou de fagon équivalente le mouvement d’un électron soumis i la superposition
d’un champ de Coulomb et d’un champ électrique constant). Ces deux problémes se modélisent par le mouvement

. L c e g m., . . k
d’un point matériel M de &, d’énergie cinétique T = 3 | %] # et de fonction de forces U = - + ax, (a et k étant
r
deux constantes positives données).

1° On considére dans &, le mouvement du point M correspondant aux expressione suivantes de 1'énergie
cinétique et de la fonction de forces :

% =l
(14)
- cu=h||uu2+zk+g||u||z(ug_.ug_ug+u:)
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Montrer que e est encore une intégrale premiére. En déduire qu’on peut traiter le probléme du point M de &,
en employant la méme méthode que dans la partie II, et par conséquent déterminer les mouvements d’énergie A
de M dans &, a partir de I’étude de certains mouvements de M dans &, , qu’on précisera.

2° Montrer que les équations du mouvement de M dans &, se découplent en deux systémes d’équations,
décrivant respectivement les mouvements des deux projections M, et M, de M sur les deux plans (u, = u, =0) et
(z, = u, = 0). Montrer que les mouvements de M, et M, sont & accélération centrale, et indiquer comment les équa-
tions qui les décrivent peuvent s’intégrer. Ces deux mouvements sont-ils bornés? Dans le cas ot le mouvement de M
dans &, est associé & un mouvement de M dans &,, comparer les moments cinétiques des deux projections M,

et M, de M.

Iv

On appelle champ de vecteurs V de &,, une application de &,, dans son espace vectoriel directionnel E,. On
dira que V est un champ de vitesses d’un solide si pour tout couple de solutions (M, (¢), M, ()) du systéme différentiel

(15) = v

on

(16) ZIMOME| =0 v

ou de fagon équivalente

(a7 ILOLO|=IMLOMO| vt

10 Montrer que le champ de vecteurs V est alors caractérisé par 1a relation

(48) - VMeSs, VM =VO-+Q0OM

Y

ot  est un endomorphisme antisymétrique de E,, .

Montrer qu’il existe un sous-espace affine /b de &, tel que :
(19) Mech < V(M) eKerQ

Préciser I’espace vectoriel directionnel de fo. Montrer que V est constant sur Jb.

2° On utilise pour repérer la position dans &, du point mobile M, & 1'instant repéré par la variable temporelle ¢,
d’une part les coordonnées usuelles u = (u,, ..., u,) et d’autre part un systéme de coordonnées curvilignes
(®,5 ... 5 %5_5, ¥). On suppose d’autre part qu’il existe une fonction « des coordonnées curvilignes et de leurs

. . . . . J
dérivées par rapport & (%, , ..., K15 ¥ Xys ey Xn_,, ¥) dont la dérivée partielle § ne s’annule pas,

telle que I’énergie cinétique fictive du point M :

) m
B = |u|®
g
g’exprime, en coordonnées curvilignes, uniquement au moyen de (%, , ..., Fp_ 1 Xys o0y Fpoyy W)
(20) B, 3 %y 7)) = Blag, %y, 0 @5 9, %5 7))
On suppose de plus que la fonction de forces U s’exprime, en coordonnées curvilignes, uniquement au moyen
de x, ...x,_,. '
. 0% s 1o o 0B .
Montrer que si ~— est nul & Pinstant initial, o reste nul au cours du mouvement. On appelle Q 1’ensemble
©
X . 0B . .
des mouvements caractérisés par Y 0 et on suppose que 1’équation Ty 0 permet de définir « en fonction de
© ®

Hyy vausXy_15 Xyp +ovs X%y ,. Montrer que pour tout mouvement de ) les équations relatives aux coor-
données curvilignes x; sont les équations de Lagrange d’un point M de &,,_,, de coordonnées x,, ..., %,_,,
relatives 4 une certaine fonction T, et une fonction de forces U. Préciser T et U.
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3° Soit A une matrice carrée d’ordre n, dont la derniére ligne est formée des composantes d’un champ de
vitesses d’un solide de &, noté V, et dontles (n — 1) premiéres lignes sont les suites des dérivées partielles de (n~1
intégrales premiéres indépendantes de V notées x,, ..., %#,_,. Montrer que A A est une matrice d’intégrales
premiéres de V. En déduire que les résultats de la question IV.2° peuvent &tre appliqués au mouvement d’un point

matériel M de 8, , d’énergie cinétique B = ; | & | 2 dont la fonction de forces est intégrale premicre de V.

4° Applications.
a. Montrer que L définie par (2) est du type A. Préciser V et les intégrales premiéres a considérer.

b. Construire dans &, un exemple de telle matrice A. Quels sont les mouvements de 1a droite &, associés &
cet exemple?

¢. Interpréter IV.2° et IV.§° pour :

u, Uy 0

u, u 1

21 A = - 2 L) i
@1) o (u? + ud) o (@W?+ ul) v
— AUy o, v

oil & et v sont des constantes non nulles.

1 .
5° On considére un point matériel M de B, de coordonnées (%, , %, , %,), d’énergie cinétique T = 3m %12,

dans un champ de forces de fonction de forces U.

Soit @ une application surjective de &, dans &, définie par
(22) wyg= Oy, Uy, Uy ) 1€{1,2, 3}

Les relations
. 20, ,
(23) Xy = Z b—l;l u
J

seront notées
(24) x = O*(u, 0)

Soit ¢ une fonction quelconque de u et de i.

Montrer que

(25) B=Tod* + w*
et

(26) - U=TUe®

satisfont aux conditions d’application de IV.2° et que I’on peut ainsi obtenir les mouvements de M dans &, 3 partir
de certains mouvements de M dans &, , formant un ensemble Q.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MECANIQUE GENERALE

L'ensemble des résultats obtenus a été assez étalé, l'éventail
des notes ayant été trés large. Une excellente copie s'est dégagée.
Plusieurs bonnes copies ont donné satisfaction. Peu de copies blan-
ches ont été remises., La répartition semble donc bonne et en pro-
gression sur l'an dernisr.

Plusieurs parties, voire plusieurs questions, étant indépendan-
tes, l'ensemble du probléme a donc été plus ou moins abordé.

A propos du I, la question 2)c) (forme trés particuliére du théo-
réme de Noether) n'a été traitée que par les meilleurs candidats.
Peu d'ailleurs ont reconnu que G?° était associé & un groupe de
rotations dans le plan (Lkgﬁis) .

Pour I 3), il est & déplorer gue pratiquement aucune copie n'a trai-
té de fagon rigoureuse la réduction par Lw=0C ; la plupart ont
annulé =0 dans l'énergie cinétique sans vérifier 1'influence

que cela avait sur les équations de Lagrange. De fagon générale,
les équations de Lagrange sont mal connues des candidats. La ques-
tion I 4) n'a pas toujours été traitée par ceux qui sont arrivés
Jusque 1&, mais le résultat ayant été donné, ils ont pu poursuivre
les applications mécaniques proposées aux II et III.

Un seul candidat a su dégager l'intérdt pratique du probléme,
demandé au II 3) (question difficile concernant la régularisation
de la collision & l'origine).

La partie IV, indépendante, et constituant une généralisation
a été souvent abordée.

Dans l'ensemble, de bons candidats se sont dégagés, mais

de trop nombreuses copies n'ont guére dépassé le I,1).

'NOTES (SUR 40) OBTENUES PAR LES
- CANDIDATS A L'EPREUVE DE MECANIQUE

de 085 ...... .. 29 de 21 825 ........ 7
de 68 10  L...uu.. 19 de 26 8 30 .eeuiun.. 5
de 11815 ........ 8 de 31 435 ........ 1
de 16 820 ..u..... 9 de 36 a k0 ........ 3
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CORRIGE

1) Montrons que ('F est surjective
r.. @) coordonnées polaires de (U ,.
(,‘ ) 4) Li)
3 T (P
PN A
gz T Kz npualBre) g e 94 )

‘-(,z’et _qzsont solutions de l'équation du second degré

X¥_ 22, X - (24x )0

- =™ - z-t’ig,'

Par conséquent, connaissant ( %2€4,X2, X3 ), on peut tou=
jours calculer R/etf donc O+ . Par contre 9,.0( est
indéterminés.
L'application Lf est surjective mais non injective, CP"i(gC)
est en général une courbe., '

Cas particuliers. . .x,-o %470 Pzo  MezU3=0

’xﬂ,<0 n- o M,‘;xuqr_b

Xy =Aa=0 (=] MpzU=U, =M, =0
4 2 2 4

Calcul de Jo 2,5+ 2 4l - ( ‘_f—_z_:j’z)l,r P ()2 Wlil'_,[z
2

I

TETEEELS

L matrice de similitude UL, L, = “ /‘L\\ZI

La matrice formée des 3 premiéres lignes de L est la matrice
jacobienne de(f , la 1° ligne est celle des dérivées partielles
de %, par rapport a Ma Wy Uy U, la 2° ligne est cells des déri-
vées partielles de %X, par rapport 2 L,Lbuwus/uq , la 3° 1li-

gne est celle des dérivées partielles de ’Xg par rapport a Ay U,

'u,,> U,_' . Si Mo L est régulieére donc Cr est de rang
maximum,
2) a) /X,()_\ /M‘g\_\
\

1 ,X’?' [ L ;MLL \

: P . :

Xz s

TN P

. Lu \au.q. rzf L /
ou en notation abrégée - I38
! e

sone (1 w) ()= b FLL w o Julu?

I ot fa g
Gt A ('\\%’\\@ w?)

i 2L




b) f’ii) o u n)w) oe Vo uﬂ(llm{)

4o

‘n VU, - M(, 3%
donc /YYL/U»L. = 371; ||U.( ?)UUL“

d‘“' 4 b WU -0
d‘e H‘th Aaf T Fpw

4
Or O=: _2_3....&%4 . Donc (0 est une intégrale premidre.

donc

c) Traduisons que ,Uo est invariante par %?Q : ”ngoch:’ljo
Dérivons par rapport a A pour 'A =0
; ’D....rl%i \GL:O
Fa o
De plus CI'A est une isométrie de %L,’ c'est donc une
application affine et w) = '{)\.u ] ol € est
Bl = B+ g,00) 3
une application linéaire et orthogonale,

Donc \Q‘ ,% Pﬂ ) ol :F est linéaire.
De plus \ Q}[“L) - C%)(o)"—-,u ’U-v donc “ f)‘[q) “:“/u.[l

En dérivant par rapport a A pour ’Azo , on déduit
\'f'l“) ti=0 . Donc ‘f_ est un endomorphisme antisymétrique.

Alors 4 C;if_ ’OU: Z'E U—' 21; Fb‘ulfi + S \6'1- u’L~

™ dk
S5 . ! _%é‘}y.%_:

{
et CK %[UL donc =2 K’ u' @lu,'),u =0 car f— est
antisymétrique. Donc 4__‘:_ - et F est bien une intégrale
=0 g

premigre.

(Cette question est & rapprocher du IV)

G"o. est relative aux rotations d'angle A dans le plan

(C 8), les autres coordonnées étant fixes.

}

3) W est une intégrale premidre, donc si uu('(‘@).—o =y W (b0
'YYL It T YN 2 .
= —— T e +wL
T e T (i)

Posons 1. T “x' \(2 T = T+"‘l‘_‘:‘_’2
Gy 4T
AE % .4 dT AT o‘('mw?’w)f w U4

~_—‘ 1 ! o "b aZIL 31,_'
de AL d,“b ?11 LI 2t oy

)V\A wi S Ce U_z\me ent rud
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Donc les éguations sont celles de

e

| .. ™ (74 ;-x"—;x' ?—)

- ———

L\er\’?”r?t‘*%a '
C- Ulg =W -\_ilwsz{ )

On est dans les conditions d'application de 1'intégrale de
1'énergie = —te\, , que l'on peut redémontrer en multi-
pliant chaque équation de Lagrange en ’Z,L par ’XJ@* et en
sommant.,

Conditions 1n1tlales.

L'application ‘f’ est surjective, donc connaissant X{O) on

peut déterminer au meins un . o) CkP’ (’JO) non vide. Ensuite,

de (‘1‘( ) L(Ué) ,uto)

on peut déduire ,U) {O) 3 condition que L soit inversible,
c'est-a-dire L\.(o)f‘:o

- (X!
wigs by (5 )

4) Soit ‘1(‘(7) une solution paramétrée par g
Ay dz2[v) . dyY kv
G © plam) dE - Abde

Pour la solution considérée C‘U:- =z —4—"’ permet de déter-
do Pl (o)

miner t par quadrature, en fonction de & . Comme E est une
fonction monotone croissante de G , 7 peut donc &tre défini
en fonction de t par fonction inverse. On obtient alors XZT"[H)

_ !
, mouvement de M paramétré part . F‘x Df

d%T }T~‘i(3'>}&’\“\x5r AR 4 3T T

‘R Y Ay {-ﬁl dr v (Dfif ,ﬂ\: 2O NZ N 1 ’)‘xll\
Tl 2 T ’“‘T._TJLL +aT P
thw} 27 AL I
A BT R YU 3 AV
/“"[pyo 2T A ”W'7 ‘ﬁ’ e A ’5,‘;.
:U(_O-LE:D

T_,T);o est conséquence de \; =\ N:D
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1. 1) -/UQ)A‘QLUU.“Z-VLR, Donc /u:; ne dépend de {4 que par Nu,u

cﬁ“ﬂwua uxu w?)

2

T— ,Y,‘_’.L_.. )¢ :._.__::--———~
” o ‘ )* 2% " e

_ A
T e el ey e

i

‘,—N_/\/\

i

%\
o

~

+

&

70-"

\¢°

?‘3

—

U est donc le potentiel k'éplerien.
'1"\— TJ ppermet d'intérpréter«e\, comme étant l'intégrale d'é-

“L %—

R"" les mouvements de "‘/\ d'énergie cinétique CG' , de fonc-
tion de forces Cua y tels que (h-0 et ﬁ.-%:o, on obtient
d'une part par (F , dtautre part par le changement temporel

nergie ‘-—- “36 . Par conséquent, si on considére dans

les mouvements d'énergie de P\?’ . Réciproquement, du
fait de la correspondance des conditions initiales et des é-
nergies, tout mouvement d'énergie/p\, de TR$ peut 8tre as-
socié & au moins un mouvement de ﬁ{qvérif‘iant w=0 et d'é-
nergie nulle par ce procédé. Donc dans Rq on doit considé-
rer les 2 conditions -0 ek%»%go,

Condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement de
™M soit borné :

Dans J@Lf les équations sont fm,uu“._szu;o soit .tu—"._%_gtu:o
T

Le mouvement est borné ssi /Q\<’O auquel cas J{/L est si-

= (A 26 . 1 . N
nusoidale. Posons « — _<W ; on obtient ‘Mi:qiw)ogmi,bbw?.’

: ™
avec X = " 2’.@-\'

Conditions® w,o \

W: (@, Wt by dudw)(-dey hadesab, @ "0)
cnf,,wow»(b\,mxt)(%& (i by A 0L T)
HGZUJ):X‘D -|—b &udt\(*dcﬂo,g\not‘e;ggbg ')al‘b
~(a, B +b, Mol‘c)( A Sl Bt AU X T)
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oo = c/\((} b _a,b_ra, b -a, by) LA (LU SO b£+ G b, 2 bq}w?ayg
= by -0, b.te, by - by ko
D'autre part .V -0 , donc
o z} A 5(0; bwiot ot bywes o) L A S ;@G b, Swia g 2k
= A 3 (~asiant by an o) HaLowet b hiorw)?)- 2k =0

0= _f (haf2+1bi?) -2k

Comme “ U—l\&: 'Z'C, un mouvement est borné dans ﬁ)\g si et seu-
lement si il est borné dans fRL\‘ . Donc pour les mouvements
bornés dans fR?’ s, ONn considére les mouvements -{(SD . Ayant
déterminé plus haut les solutions ,U_"Ea) on a 2 (v)- (f('u_('b))

/( 2 ol
puis do - I@L( )uldhdonc ak - 5&(-6) s WA t(”b)

On obtient ainsi X et € paramétrés par
tion.

, d'ol 1'intégra-

2) La trajectoire dans %q est dans un plan fixe.
/(L”~‘29L M-O
,Q,NO o(z ?.?A
Mz & UL +-\o VPP
s e Plan (a,b) , plan affine passant par 0.
h-0 M- atwib ~

A€ plan (C&,b)} IM dans plan affine passant par O.

hyo 'x—%{t M-oae*Cibe ™

AR

ALE plan (a,\o)) ™ dans un plan affine passant par O.

Remarquons que ce plan n'est pas quelcongue car (@,)b-) vé-
rifie la condition

Le plan (,U‘,Uuz'jpassant par 0 est invariant car

o 2b Yeul (e :
Dy - 5 = Uy (o) = U3 lo)- '

2 = MmO ey A 1o)== Ul o ﬁguamfo
ﬂi—"q 2h 2h 0= u“\rg) vy 4 o)-0 }u«.t“:):()
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Considérons les mouvements dans ce plan. 0On a alors

x4:&‘24%11
<
\ 'X_Q_: /Uh’qu
"\_ q(gfo
Les orbites sont dans le plan X3> 0 et dans ce plan
Lgx T rx'z_,—.’j. (,ui_.+(q®)1 . C'est une transformation con-
2z

forme du plan (u‘qt) dans le plan (x, 71). Pour 1'étude des
trajectoires d'un méme plan, cette transformation conforme
suffit, mais toutes les trajectoires du probleme képierien
n'étant pas dans le méme plan, l'application (-e de )64
dansg ‘%:3 est essentielle.

3) Qquand M>0 il n'y a pas de singularité dans %q( la
vitesse est finie, l'accélération est nulle), alors que
pour M-_.yo dans “QE;S, il y a singularité dite de "col-
lision" (l'accélération est infinie). Par conséguent, pour
le passage a la collision, on a intéré&t & remplacer ™M
par M . Cette opération s'appelle une "régularisation".
Dans le cas du pitan, elle est due & Lévi-Civita ; dans le
cas de Q(gs a Stiefel.

Remarquons que, de fagon remarquable, on a identifié le

probléme képlerien de %3 a un oscillateur harmonique de t [

(_’u

(o Tl
L Ao - Aliwl2a2te o T NP ud o a2

Ici (U\') ne dépend pas qgue de \\ u\\ , d'ol la différence
avec II Cependant, montrons que w est encore une inté-
grale premi&ére, Posons R,‘; /’LLl2 —'r'\l 2 RZ - ‘_(114_ U32
Alors ,uo &( +Q’L§ .l 9)” Jrq-(p a—Q*L) R /8-2

ponc Uo est une fonction de R‘ et R

JU/ ’M \i_/‘—(.l ‘\L, +4A u.}-,\w.'

Wi -y o, Wy 2 2

T Y T, TR, g W,
= 4 W% . w, YW WL M s,
M — 2,(.(‘-—“‘ —D-—R—/..lu,_, +\’(7_ 2—U u%_';%i—l‘?.u?_:b
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Donc (O est encore une intégrale premiére.

Considérons les. mouvements Q pour lesquels w(ﬁ):t}. La mé-
thode du I peut alors &tre appliquée dans ce cadre, bien que
(Uo ne soit pas fonction de le[ parce que% est fonction
de (’Q\lJf\,(q)Et(Urz,N x) et que de ce fait, (» est intégrale
premiére et que/\)b est une fonction uniquement de ‘)(1/17,’)(3.

Cm (napone T T (Y= T (koA
T At hx zoamnd
{Unsl"ta—\—?—&'*zat'xg - est une fonction de ‘14’9(7,)’3(3
Prenons toujours /4; _’_L
2rc

On trouve donc les solutions d'énergie QLCT'U=0) de la fonc-
tion de force . _'e'}_ +ax,

2) pour M, U, Nu"qu D48 (wBu)?
Pour Mg (\1‘) ’9"((-( U(';L) g(u 7’4 L(g)

. —)
'/UO\ et mzsont des fonctions de \}'u'?q.\.(q %{brug respec-

tivement. Les mouvements de M, et M?, sont donc des mouve-

ments & accélération centrale trés classiques. Pour Nl et HZ
on a 1'intégrale des aires et le probléme s'intégre de fagon

trés classique. On a 3

7 o
( o Wy -u, uwh)=G | Ty +,C_._/ >,%+k
) } / )_"(H*
2 ’Yn(u'&u“B’uB -LL“I);CZ Y“(r(’ 3 + C,a.——z ) %-dhz
QT("L3

Les équations en TC Y et ({—r)'_;: sont du type class:.queU :ﬂ@)
et s'intégrent par guadratures ( k/jd? ). Ensuite les

intégrales des aires permettent de calculer par gquadratures

4

-C
les angles polaires (TY\"C 1y {‘) 4 mr\)*cz3 923 (2,
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On sait que 1'étude gualitative des mauvemen
fait par la discussion :%[9\30

CL
Pour Nﬂ - MmrA 3 6\94 + & Q\?‘—f— k> o
ZR) 2 i
. X ' ,
Pour M, ,’W\_S% ~+ £ Rz"% R,Ll.;, k,>o
2Kt
4l
Soit a(\’3+z@\Rz+aI2,R,_wC/D

QRB+3(Z 1+2h Q mC o

Le mouvement de MZ est toujours borné car l'inégalité n'a pas

lieu si Rz-?.')\‘_) . Un ne peut pas conclure pour M,, : il exis-

te des mouvements non bornés puisque l'inégalité est vraie si
Rl—bao. Par contre, si le polyn®Ome en'RI admet au moins 2 ra-

cines positives, il existe des mouvements bornés pour MZ-. .

3i le mouvement de M\ est associé & un mouvement de M on

aura w |t} =0 deme ~C+C =0 Sane C = (g

D'autre part si l'énergie totale est nulle : 2.b- al,-—&ka

Iv. ‘1) C'est la fameuse egressuan du champ de vecteurs d'un solide

\/(ND \/(_U);)Y,AOM ouU JL est la rotation instantanée, généra-

lisée a '%"r\, .

Nous allons la démontrer par l'équiprojectivité treés classi-

que O-G(“H “11\\1)— donc LV(HI)-V(M’L))' H.MN.-0
soit M, tel gus oHi;e“z- : (V(H).-V(H;) >»[DH'ONC):O

Ty

C'est-a-dire (V(H) V(o) *\J(o) -\ (Nb) )o (.Q M-oM)-0

e

N o cers——

Donc (\I {""\), \{(o)). oM = (V\o) M ) .G;c
(V{M-N(=) ) ey = (V(2) Sv(ue).om

Donc la i° composante de V(H\l 3) est une forme linéaire
—D
par rapport a8 OM . Donc l'application OH -> V(M) V()

est linéaire,
NS

N (M) V() = (oM
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)
Montrons que _SL est antisymétrique.

(\I('M)-\lto\); oHzo done  SU(oM). oMz
Réciproquement si \ (M)=V{o) 4 rf}t:(_OH)
(%: (MM - (VM) -V (M) M N, =0

Montrons gue (706 est blen un sous espace af‘f‘lna (générali-

sant l'axe central)
V()= Ka U = SL( ™0
4:»@(\,(02? Mo
N\ ST\ \ILO])
o

0r SV est un endomorphisme antisymétrique. On sait que

Ny g
En:\(u MO T somme directe orthogonale

~ )

Tl =3y

VQK 3’\41: kﬂi JY
Donc ﬁ (OM)-.- -—.ﬁ(\/o') admet au moins une solution st
(]DU n'est pas vide. D'autre part si H&U% MledA -
\f(M) V(M) = Rum) ¢ ke
(-—> J\' (”H')cO
—D HH((‘(@J\ -.:kc.lfh ~
Donc (/test un Sous espace aff‘ine- de direction kﬂ.&,ﬂ, .

\l est constant s}»g_r_ﬁ car V(ﬂ),\](\\\\):}\\,[HH\):O

et que

2) Ecrivons l'éguation de Lagrange relative é\g/
L6 2498 20 9t e
3¢ ’7, DW fa 20 DY
Si }U, =4O on obtlent une équation de la forme

d quG 1—%{9 }}\U:)Calculée le long du mouvement.

A Uﬂ? Mg e Sa(e)cu—
e O

‘ © = a s A —
S ’bémLo)_o lor mte).,o

Ecrivans alors pour SZ l'équatlon en Ay

A(rc T }wj LT w2V
At '?,i;% 2w Ay "a'KL Aw YA TO7,

Pour _SL © - donc
W
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2 Db

% 2T 2T
Soit T' ,\eo(,)( , o calculée par ‘311) o)
faT f)ﬁ 'b_'_ﬁ; ).1_';)— = D—E Cau Q.:..C =Q
e A T w % LN 2w

De méme ’BLT D,-G

75_%&. ’31’

gt 'ﬁ{ - ﬁu ’Dd’
L'identification ici est plus simple que dans I, II, III

car nous ne faisons pas de changement temporel.

3) N 7\ est la matrice de Gramm des lignes de /\ . L'é-
lément (‘:13) est le produit scalaire Lca\—& .

g (L Ly: A V2 av. 4l oV B0

car JL est antisymétrique. ;

DA ’
(L) -4 (z A 2y )

T A e 2w g |
tdWm )CY\
Or d 3_?._ - qii? E_:f_—- U‘é
dx ~ur ‘)wh* Y 'b‘w?fua
Si est une intégrale premidre 'f’_—,o donc jgfc\)‘l,‘:o

N M= b
donc ?;L-%Ijv A W 31—:3':0 «
donc é‘(}’i :_B-i_‘}%z:a.

L L U '
Y m% SR U -k xt
st &(L..Lg) - 3
AL

X L le
or SV étant antisymétrique %U; r)v ®)

f,“' ;
et L l_ : pour 14 <M )‘.C'Y\n '
O\X( DA
. 5\1 U_.t ch\fCH,(LC“V)Ur L{ Nz mv car X

est une intégrale premiére. Donc _0_\._ (LC“L‘Y\:O)

Considérons un systéme fondamental d'intégrales premigres

H
de \ "X,-. Ay., - Posons ( ?(«).; N o
’ s
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Ltes (n - 1) premi2res lignes de A sont indépendantes
puisque ce sont les gradients d'un systéme fondamental
d'intégrales premiéres. La n° ligne est perpendiculaire
aux (n - 1) premidres lignes puisgu'elle représente \/ .
Donc aux points ed \|#© /A est inversible. On en dé-
duit G- A4 (1)

w 4

Lalte (2w 5Nt ()
ey NG

A )‘/\ s'exprime uniquement au moyen des R, .
Par conséguent "C; est une fonction des Xy 9&,;) tus
si U, ne dépend que des x;, c'est-a-dire S\ West in-
tégrale premi2re, on peut alors appliquer III 2). On

AC _ .
Beo U |, on calcule w , on en déduit dans
)éh_, une énergie cinétique et une fonction de forces.
Ce schéma généralise I.

considére

4) Applications.
a) L est du type [\ .
Le champ de vitesses est \I: (Mq -Ra WU, 4—(,\) avec

O © o A

o
n - ©
o 4 o o

-A 0o O ©
N (M) S2(oM) car N{0)=0D

W Ao ANy -sont bien des intégrales premieéres de\( car

LC‘ L,-0 dans L. . ,,l’ul@\—u?'_l
l‘ - 9(0 . i . u‘ u > AU
b) Exemple dans 3 \ (-uz)u\) /\:( T 2 )
% " X -0, Uzﬂu?',(y.u‘ [0t Ty
- o j LS
> \\ \\ / \ ny ‘uz -U.t &1‘

Lyt 2 2z (& e &)
- 24 R " rd
. (2tw) YEooe we TR VU
2L Y]
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Les mouvements de la droite %4 associés i (VT/\)\I sti-

dentifient. &4 des mouvements du plan }G? associés a
O Al AL \ avec _ s 4 __’.
(z\\_u\\ }\b(z) ) W, 4 U, U4, c0

e) V. (-oAu, xu, =) ﬁj:(o_xo)

K o o
o © o o/
V(M); v fL(OH)
* ’ !
(14_‘4‘311 fl?,:'u’% {fiwc‘j‘f_t Qo - AU Ut dU,uzk-V‘us
2 4 Ue
. , 27Xy 0 o
N . A
A © 2%, 2
o o U‘I“ZI’L’LX/Q /
' (= A Y, A 1 ¢ (L(_ /‘ wZ
w = K AL A,y
“ \ g A2 e R Y
(%%;O =7 3 =0 T- (D% 3'7(_:, i,{z'—(-Z'X’ o(QD'C,Lq']
5) En effet C -V hot wa? ,_-,T(’x/-;{) F Wt
’}_E = QO ¢=7W=0
L

On peut donc considérer les mouvements de -%3 comme
associés & des mouvements de %Lf avec (\@;Toq;’*“*wf,‘

%:%o\b et WwW=0 .
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PROBABILITES ET STATISTIQUES

N.B. — Les troisiéme et quatriéme parties sont indépendantes de la deuxiéme partie.

DEFINITIONS, NOTATIONS ET RAPPELS

1° Dans tout le probléme, N désigne I’ensemble des entiers naturels, R Pensemble des réels, R* 1’ensemble
des réels positifs ou nuls, R~ ’ensemble des réels négatifs ou nuls. Si a et b sont deux réels, on utilisera parfois la
notation abrégée a A b pour désigner le minimum de a et de b.

2° Désignant par (Q, Jb, P) un espace probabilisé, on appelle variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.) de
loi . une application de  dans R, mesurable relativement a la tribu b et & la tribu borélienne de R, telle que la
probabilité image de P par cette application soit la mesure p sur R.

On note 1, la fonction indicatrice d’un ensemble A € fb, c’est-a-dire la v.a.r. qui vaut 1 sur A et O sur le compié-
mentaire de A.

Si(X,, ..., X,) est une suite de n v.a.r., on note ¢ (X,, ... X,) la plus petite sous-tribu de f rendant

mesurables ces applications de  dans R.

3° Si ® est une sous-tribu de Jb, le symbole E (X | B) désigne I'espérance conditionnelle dela v.a.r. intégrable X
par rapport  la tribu (3, ou plutét un représentant de cette espérance conditionnelle.

On rappelle 'inégalité de Jensen pour les espérances conditionnelles : si ¢ est une fonction convexe, si X est
une v.a.r. intégrable telle que ¢ (X) soit intégrable, alors

PEX |®) <EGX) |®  ps

4° Si (®,,n > 0) est une suite de sous-tribus de b, croissante pour Yinclusion (B, < B, , ,), et si (X,, n > 0)
est une suite de v.a.r. intégrables, on dit que (X,, n > 0) est une martingale adaptée a (B, , n > 0) sichaque X,
est un représentant de I’espérance conditionnelle E (Xp 4+ | B,) : on écrira simplement X, = EXpe. | Br) pes
On pourra avoir en mémoire le théoréme de convergence p.s. des martingales positives, mais son utilisation ne sera
pas nécessaire.

Si T est une application de Q dans N U {4 oo }, on dira que T est un temps d’arrét de la famille (B, n > 0)
si pour tout neN, {T=n}e®B,.

PREMIERE PARTIE

Soit (Z,, n > 0) une martingale adaptée & une famille croissante (B,,n > 0) de sous-tribus de Jo.

1° a. Montrer que pour tout p > 0 et tout n > 0 :

E(Zn+p l ®B,) = Zn p-s.

b. Si(Z,,n > 0) est positive et si on pose Z = lim inf Z, montrer que pour tout n > 0:

k—>

EZ|®) < Z.  ps
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c. Si(Z,, n > 0) est positive et converge p.s. vers une v.a.r. Zew, et si E(Zo) = E(Z,), montrer que
pout tout n > 0,

E(Zs | ®,) = Z, p.s.

2° a. Soit T un temps d’arrét de la famille (&3,,, n > 0).

Montrer que la suite (Z, 5 7, n > 0) définie par
Zonr = 2, sur {T > n}
= Zq sur {PP< n}

est encore une martingale adaptée 4 la famille (B,, n > 0).

b. On pose pour b > 0
T, = inf {n > 0 :2Z, > b}
= 4+ o si Z, < b pour tout n > 0.

Montrer que T, est un temps d’arrét de la famille (3,, n > 0).

¢. Montrer que si (Z,, n > 0) est positive,

bP(T, < + ) SE(Zp, 1(1< 4 o)) € E@),

et en déduire que Z* = sup Z, est finie p.s.
n>0

DEUXIEME PARTIE

une suite de v.ar. indépendantes équidistribuées de loi commune p définie par

Soit (Yy., k >
1

1)’
r({1}) = w({—1}) = 1/2. On pose
X, =0 B, = (@, Q)
X,‘=iYk ®B, =c(¥,, ..., Y,) pour n > 1.
E=1

Si ¢ et d sont deux entiers > 1, on pose
U=inf {n21:X,2¢c ou X, < —-d}

= 4+ o si —d< X, <e¢ pour tout n > 1.

Le but de cette partie est d’obtenir la transformée de Laplace de la loi du temps d’atteinte U de 1a double
barriére {c, — d } par la promenade aléatoire (X,, n > 0).

1° Pour 0 < a < g, montrer que la suite (S;, n > 0) définie par

Sy = (cos &) ~™ cos g « (X,, _¢ _2- d) §
est une martingale adaptée a (B, , n > 0). .

2° On suppose désormais 0 < a < - Montrer :

T

+d

a. Que (S; oy, n = 0) est une martingale positive adaptée a la famille (B3,, n > 0);
P n

b. Que pour tout n > 0,

E((cos )= "*0) & ————
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¢. Que P(U < +00)=1;

d. Que (cos «) ~ U est intégrable.

3° Calculer, toujours pour 0 < « < » la valeur de E((cos «) ~7).

T
c+d

TROISIEME PARTIE

Soit (Z,, n > 0) une martingale positive adaptée & une famille croissante (®3,, n > 0) de sous-tribus de .
On suppose que Z, = 1 et que la suite (Z,, n > 0) tend p.s. quand n tend vers + oo vers une v.ar. Ze. On pose
pour tout k£ > 1.

Z

Ky ==
Zk:—1

sur {Z,_, > 0}

-

sur {Z,_, = 0}

On suppose que a; Log a, est intégrable pour tout & > 1 (ici 0 Log 0 = 0) et on va introduire la condition

) <+e

Le but de cette partie est de montrer que sous la condition (c), E (Ze) = 1.

() E (exp ZE(ockLogaleBk_l)

\ \ k=1

aprés lui avoir donné un sens gréice au résultat de la question 2°.

1° Montrer que pour tout & > 1,

1z ,-0y) S1(z,-0 p-s.

2° Montrer que pour tout k£ > 1,
E(“kl®k—1)=1 p.s.
puis que
E(agLogay | By_,) >0 p.s.
3° Soit A €10, 1].
a. Montrer que pout tout k > 1, (a;)* est intégrable et
E(@)* | Bu_) >0  pas.
b. Soit Py 1a probabilité définie sur (Q, @) par
Pk(A) = E(lAmk) ? Ae@)k, k?l.

Montrer que les restrictions 4 3 _ , de P et P, ont mémes ensembles négligeables. Si E, désigne
Pespérance relative a P, montrer que

E («) Log o, 'G‘))k—l) = E, (Log o |63k—1) p-s.
et que h
E((w)* | Br-y) = Eg((ag)*~? | By ,) p.s.
c. En déduire que

exp {(A — 1) E(xeLogay | By_,)} < E((x)* | By-,) ps.

4° On considére pour n > 1

‘ Rn= ZE(OCkLOg(Xk I 65}6—1)
k=1
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et on note

Ro = lim R, p-s.

n-
On suppose, comme on 1’a annoncé au début de cette partie, qu’est vérifiée 1a condition
© E(exp Ro) < + 0.
Pour tout A €]0, 1[, on introduit la suite (Y, (), n > 0) définie par
Y, () =1

_ - (o)
Yn ()\) = II EW p.s.

et on pose
Y () = lim sup Y, (3)

a. Montrer que (Y, (A), n > 0) est une martingale positive adaptée & (B, , n > 0).
b. Montrer que pour tout n > 1,
Y. < Z.)exp {1 —NR,}  pas.
¢. Montrer que pour tout B € /b et tout n > 1,
E(p Y,(0) < (E(lpexp Ro))*~*

d. Montrer que Ve > 0, E1 {(Ya) > T0) +¢} Y,(4)) tend vers 0 lorsque n tend vers + co
et en déduire que E(Y (3)) > 1.

e. Montrer que
E(Y() < (E(Zo)* (E (exp Ra))*~*.

J- En conclure que sous la condition (), E (Zw) = 1.

QUATRIEME PARTIE

Soit (Y, , £ > 1) une suite de v.a.r. indépendantes équidistribuées dont on désigne par p 1a loi commune et
soit ¢ : R > ] — 00, + o0]la fonction définie par

?() = Log E(exp (uY,}) = Log [ ¢ du(y).
On pose
X, =0 B, = (Q, )
X,,=ZY,, By, =6¥,, ..., Y,) pour n > 1,

et pour un réel a > O,
T=inf{n>1:%X,>a}
= 4+ sX, <a pour tout » > 1.

Le but de cette partie est d’étudier en fonction des valeurs de ¢ la transformée de Laplace E (exp 6 T) de 1a
loi de T, et principalement de déterminer pour quelles valeurs de O cette expression est finie.

1° Soit I ensemble des u € R tels que ¢ (1) < + oo .
a. Montrer que la fonction ¢ est convexe et en déduire que I est un intervalle contenant P’origine 0 .

b. Si p n’est pas une mesure de Dirac, montrer que ¢ est strictement convexe sur I .
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Si (up, n > 1) est une suite d’éléments de I tendant vers un nombre réel v, montrer que
¢ (u,) > 9 () < + oo lorsque n tend vers + oo .

. Montrer que pour tout réel u et tout ¢ > 0, il existe une constante ¢ telle que pour tout

ve]lu — e, u + =f et pour tout x réel, on ait
| x| exp vx <clexp {(z + 2¢)x} + exp {(v — 2¢)x}).
En déduire que ¢ est dérivable a 'intérieur fde I, donner une expression de ¢’ et montrer que

’

¢’ est croissante et continue dans I.

Montrer que la suite (Z} = exp {¢X, — no ()}, n > 0), ot u €], est une martingale posi-
tive adaptée & la famille (B3,, n > 0)

Si @ n’est pas une mesure de Dirac, et si » €I\ {0}, comparer Z% et (Z%/2)%, et en déduire
que (Z¥, n > 0) converge p.s. vers 0 lorsque n tend vers -+ .

2° On suppose dans tout ce paragraphe que

f‘x‘ dp. (x) <fx+ dp.(x) < +o0,

ot x* = max (x,0), x~ = — min (x, 0).

a.

b.

Montrer que P (T < + o) = 1 et que E (Z¥) < 1 pour tout z € I.

Soit { la fonction définie sur I par :
b(@ = ue' (@) — o).
Montrer & I’aide du paragraphe II1.4° que ’on a E (Z§) =1 dés que E(exp {¢(») T}) < + .

¢. Montrer que ¢ (1) € [0, + 0] pour z > 0.

d.
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Pour tout¢ > 0, on consideére 1a suite (Y; = min (Y4, ¢), & > 1); pe, ¢°, T, Z'.;.'cc désignent res-
pectivement les valeurs de ., ¢, T, Z¥ assocides a cette suite (Y5, &k > 1).

Montrer que si u eI N R™, alors ¢°(u) < 400, que si ¢ est choisi assez grand, alors
P(T¢ < 4+ o) = 1, et que si ces deux conditions sont réalisées, alors

E(Zc°) > exp {u(a + ¢)} E(exp { ~ 9°(u) T¢}).
Montrer, toujours pour u € I N R~, que ¢°(x) converge vers ¢ () lorsque ¢ tend vers + 0. En
déduire par comparaison de T et T¢ que :
E(xp 6T) < 400 pour 6 < — inf o,
ou inf ¢ désigne la borne inférieure de ¢ (z) pour u dans I.

On suppose p(R*) =1, p({0}) >0 et a > 0. On pose
T, =inf {n 21:X, >0}
= 400 si X, <0 pour tout n > 1.

Calculer pour tout j > 1, P (T, = /). Montrer que T, < T, que inf ¢ = Log . ({0}) et que
E(exp 6T) = 40 pour 6 = — inf ¢.

On suppose i (R*) < 1. Montrer que ¢ (z) tend vers + co lorsque u tend vers — oo et que ¢
atteint sa borne inférieure pour une valeur u, < 0.

On suppose que p (R*) < 1 et qu’il existe ¢ > 0 tel que . (] — 00, ¢]) = 1. Montrer que
E@Exp 6T) < + pour 6 = — inf ¢.

On suppose que @ (R*) < 1 et qu’il existe un réel d < O tel que w ([d, 4+ [) = 1. Montrer
que R™ < I et que s’il existait 6 > — ¢ (u,) tel que E (exp 6 T) < 4 oo, alors il existerait
u, < u,tel que E (exp {¥(u,) T}) < +00; comparant les valeurs de E (Z3!) et E (Z°), en
déduu‘e que

E(exp 6T) = + pour 6 > — inf ¢.



i

J

On suppose p (R*) < 1. Montrer que
E(exp 0T) = 40 pour 6 > — inf @.

Au vu des questions précédentes, pour quelles valeurs de 0 peut-on affirmer que
E(exp 6T) < + o

o si p est la loi gaussienne de moyenne m > 0 et de variance ¢* > 0?

pu -pz+1) o« -1 — ?
11(m)e »(x+1) sur ] — 1, + o[, aveca > p > 07

o si w est la loi de densité

3° On suppose désormais que les valeurs prises par les v.ar. (Yg,k > 1) sont des entiers relatifs inférieurs
ouégaux a1, que p ({1}) > Oet quele seuil @ est un entier strictement positif. '

a.

b.

Montrer que Xq = a sur {T < +}.
Montrer que R* < I et que ¢ (u) tend vers -+ oo lorsque u tend vers + 0.

Soit u* = max {u > 0 : ¢ (x) = 0}. Montrer que la martingale (Z, r1, n > 0) est bornée
pour tout z > u*, puis que

P(T < 4+ ) = e- v’

. On suppose

Sk ({—k}) < e ({1}).

k=1

Montrer que si u € I A R- et vérifie @' (u) > O, alors on a E (Z§) = 1. En déduire la valeur de
E (exp 6 T) pour toutes les valeurs réelles de 6 pour lesquelles cette quantité est finie.

Calculer P (T < + oo) dans les deux cas suivants :

N =

eun({t — k})=p@ — p)* pour ke N, avec 0. < p <

5
e
e—1

ke
eup({1 —k}) = e"'%—! pour k € N, avec A =

Calculer E (exp 0 T) dans les trois cas suivants :
cu((th)  —e({-1) =3
cu({1)) = we({oh =3

o u({1l - k})

i

1
p( —p)¥ pour keN, avec 5 < p<1.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE «PROBABILITES ET STATISTIQUES»

1. Analyse du sujet

L'objet du probleéme gtait 1'étude de la transformée de Laplace de la loi du
temps d'atteinte d'une barrigére double (partie II) ou simple (partie IV) par
une somme de variables aléatoires indépendantes gquidistribuées: quand c'est
possible, c'est-a-dire lorsque la barriére est atteinte sans atre dépassée
(partie IT et partie IV 3°), on obtient exactement la transformée de Laplace ;
sinon (partie IV 2°), il faut se contenter de son abscisse de sommabilité. La
méthode proposée était basée sur l'arrét de certaines martingales exponentielles.
Aprés quelques préliminaires sur les martingales (partie 1), on demandait de
démontrer une condition suffisante (partie I1II) pour qu’ ‘yne martingale positive
soit uniformément intégrable, ce qui est dquivalent au probléme suivant important

en théorie du filtrage stochastique: si Q, fonction définie sur U®_ ,est
n
n

sur chaque tribu (Bn une probabilité absolument continue par rapport 2 la

probabilité P , Q se prolonge-t-elle en une probabilité sur Qm = Vﬁn
n

absolument continue par rapport 3 P ? On proposait d'utiliser cette condition

pour traiter la partie IV.

2. Corrigé résumé du probléme

Premiére partie 1° a. On sait que si BC® , E(XI8) = EEX| € y|®).on

obtient par récurrence emn P

E(Z [j?,n)= E (E(Z

n+p

)I‘B)‘ E(Z lan)= Z pP.S.

n+p l n+p-l n+p—1 n

b. Pour AE 53n et pp 0, on ad'aprés a

E ( 1A Zn+p') = E(lA Zn)

Le lemme de Fatou (appliqué & une suite positive) donne

E 1 1i Z = 1
( im ) E (1J.mp (IA ya

A — P n+p ))< E(IA Z ) 3

n+p

d'oli le résultat.

c. D'aprés b, la v.a.r. Z_ - E(Z_ HBH ) est p.s. positive, et comme elle est

d'espérance nulle, elle est nulle p.s.
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2° a. Byar | 800 " Elnu Yoy I Ba)* Bl g, | ®a )

n
= 1 E (Z g )+ 1 R/
{T>n} n+l " ¥n {T¢n} T
= Zopr e
car {T¢n} € B n et Zg I{T(n} est B n—mesurable.
n-1 &
= = N N S R
b. {Tb n !} ( k=0 {Zk £ bl) {Zn > b} n
c. De Z, > b sur {Tb <+o} , on déduit que
b
b P(Ty <+=) = E( I{Tb o)) E(sz I{Tb <t} )

Pour tout n ,

T Yt oeny ) S E(ZnATb) = E@Z).

L'utilisation du théoréme de Beppo-Levi sur liespérance d'une limite croissante

de v.a. positives nous donne

E(Z 1 o 1) E(Z;)
Tb {Tb <+ } 0
Or -
N {Tk <+oo} = { Z* = +oo}
k=1
Donc
p(z"= +=) = lim  B(T, <t=) < lim = E@) =0 .
k k o
k —> k :

Deuxidme partie

° o __ -(n+l1) _.c=d s _¢d . : .
1 E(SDHHBH) =(cosot) [coson(Xn 5= )E(cosYn+ll'55n).slna(Xn R )E(s:LnQLYnHan(
Comme Yn+1 est indépendante de pu . il vient
E(coso Yn+ll ﬁn ) = E(coso Yn+1) = cos O
E(sina Yn_’_ll’Bn ) = E(sino Yn+l) = 0
o o
EC 84 ign) = 5y
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n-1 ‘
2° a. {U=nl= (0 {—d<xk<c})"n({xn;c}U{xns—d})E‘Bn ;
=0

~ o .
donc U est un temps d'arrét et (SnAU , n > 0) est une martingale.

Pour n< U, -d< XnAU = Xn < c.

Pour 0 < Usn, si Xy32¢, c'est que Yy = let Xy ; = c-1, donc en fait

X; =c et si Xy € -d, en fait Xy = -d.

En définitive, -d £ X,y € € p.-s., et par conséquent

_ c-d c+d
| Xpo |« 3
avec égalité si U s m. D'ol
; c—d +d
coso. Xy~ —5—') > cos G Ei—'> 0,
. a -
et la martingale SnAU est positive p.sS.
b cosa 8- E(S% = EGSYy) » E((cos 0y~ (D) o o X4
' 2 o nhv 7 ? cos &= T -
c. Choisissons o € ]0, EEH [ . Alors
(cos a)—(nAU) > 1{U>n} (cos a)_n

E((cos a)—(nAU) ) 3 P(U > n) (cos G)_n

d'oi P(U = +») = 1im P(U > n) = 0 en utilisant la majoration vue en b.
n

. -(nAU N - . .
d. La suite (cos @) ( ) croit p.s. vers (cos o) U . La majoration vue en

b est donc valable pour E((cos a)_U Y.

3° La suite (SgAU , n > 0) converge p.s. Vers s , tandis que

U
o
-nAU -U
0 < SnAU < (cos @) ) < (cos®)
Par convergence dominée,
o\ _ . a _ c-d
E( SU ) = lim E (SnAU) = cos & —5—

n

tandis que 1'on vérifie que (voir 2° a)

S% = (cos a)_U cps o E%Q_ p.s.
Troisiéme partie
1° E(z 1 _ ) E( Z 1 y =0
k{2 =0 k-1 {2y o3

| I — _
d'ol {Zk.— 0}y 21z, = 0} p.s.
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{z, 4
E(, B, )= —5—— Z * 1 _ = 1 p.s.
k k-1 Z 1 k-1 {z, _, =0}

+ - . - L4 -
Comme x Log x est convexe sur R , d'aprés 1'inégalité de Jensen,

E(e, Log 0 B, ) > 0 p.s.

a. D'aprés 1'inégalité de H¥lder ou celle de Jensen,
A r
E ((ak) ) s ( E(O‘k)) =1

. A
Soit B = { E((Otk) I‘Bk_l) =01}€ gk—l . Alors ,
0= B (1@0N = EClpe) = E(g EQ 8, ) = PO.

b. siAa€eB, .,

) = P,

B (a) = E(, @) = EQ, G

donc P et Pk coincident sur 3 k=1 ° De plus, pour toute v.a.r. Z telle que

@, Z soit intégrable ,

K
EC1, o, 2) = B, (1, 2)
= B (1, B CB )
= E ( I, o Ey (Zl'Bk_l))
= E (1, E([8, ) E @B _))
E(1, E (Z[8,_))
d'od

E( 2 |8 _; ) = E 2 |8,

c. L'inégalité de Jensen appliquée 3 1z fonction convexe ¢(x) = exp {(A-1)x}
donne

exp {(A-1)E, (Log O'kl&k—l)} s E (exp {(A-1) Log a 3B, ;)
d'oll le résultat en utilisant b.

A
E(e__ )" |8 )
a. E(Y_, O)|® ) = o+l 2 Y () = Y 0) pes.

E(@_, % )

b. D'aprés 3° ¢ ,
i 1
I y ¢ exp {(I-MR}
k=l E((@)"] Bgop )
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De plus

s}
mooy = Zg si les Z, (k=1,...,n) sont #0

= 0 si 1'un des Zk vaut 0 ; et dans ce cas Zn vaut aussi p.s.Q
c. D'aprds 1'inégalité de Hélder, la majoration R SR et 1'égalité E(Zn) =1

3

EC1, Y, ) ¢ (& @) @ (g epr ) ™

< E g expr)) ™

d. Par convergence dominée (grdce 3 la condition (c)), en posant Bn={Yn(A)>Y(X)+a},

et comme lim sup B = @ p.s.,
E(C 1 Y A —> 0 d —_
. Yg 0 —> 0 quand n
Ensuite,
E(T(Q)) = E(Y () + EFQ) - Y, (W)

A\

1 -¢-~-E (an Yn(k)),

e. D'aprés b,
T s (@) exp {(I-DR} p.s.

On applique ensuite 1'inégalité de Holder.

f. D'aprés d et e ,
A 1-A
1 < (E(Z)))" (E(exp R)))

On fait tendre X vers 1 , il vient E(Z ) > I ; d'aprés I 1° b , on avait

déja E(Z)) <1 .

Quatriéme partie

1° a. Si u#vetO<x<1, 1'inégalité de Holder montre que
ux A vX 1-X
60w + (1-0)v )s Log [ (| e auGn™ ¢ | ™ aux) "]
< X o(uw) + (1-2)6(v).
I est donc un convexe de R, et 0E€ I car ¢(0) =0 .

b. L'inégalité précédente n'est une 8galité que si les fonctions e’ et

VX . . . .
e sont 1-p.p. proportionnelles, ce qui n'arrive pour u # v que si u est

une mesure de Dirac.
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4
c. ¢ convexe est continue sur I . Si (un) est une suite monotone qul converge

vers v € 31 , on décompose ¢(un) en somme de deux suites monotones en intégran

séparément sur ]-=, 0] et sur ]0,+=[.

d. Sur R* R

| x| e’* e_(u+26)X < x| e ¥* est borné.

- (-]
Majoration similaire sur R . On peut donc pour x € I dériver 1'intégrale

pour obtenir

$'(u) = x e ¢ (u) du (x) .

Comme ¢ est convexe , ¢' est croissante. La méme majoration permet

d'obtenir la continuité de ¢' par convergence dominée.

u u

e. E(Zo, [B.)= 2, E(exp{u Y, - s = zn .

u/2
n

2

£. @Z'9) = exp 2 { %- Xn - n¢(%0} = exp { u Xn - Zﬁ o (u/2)}

1 .
or ¢(u/2) < 5 ¢(u) pour u#0 ,u€l si u n'est pas de Dirac, d'ol

o< (Zu/2)2 exp { 2n (¢(u/2) - iéglﬂ}

n n

g Zu/z)*)2 exp { 2n(¢(u/2) - ?é&l )}

—> 0 p.s. quand n —>+o d'aprés I 2°c .

a. La loi forte des grands nombres montre que
f

X
n
. E:%- x du(x) > 0,

I
—

et par conséquent P(T <+~ ) . D'aprés I 1°b on a E(Z;) < 1

b. Si
u
Z
kAT
o = et ettt = —
k Zu exp { (u Yk ¢ (u)) I{T?k} } 3
(k-1)AT
alors

E (ak Log o, '|£’k-1 ) = E( I{T;k} (uwy - ¢(u)) exp (u Yk—¢(u)) | B 1

Lipsy (@ 67 = ¢ ().
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Ainsi,

R = § gy ('@ - @) = yT .
k=1 ?

c. Si IN rR" # {0}, alors, quand u décroit vers 0 ,

ux_,
{ - u du (%) > x du(x) € ]0, +=[,

d'oi ¢(u) > 0 dans un voisinage & droite de OF, donc par convexité ¢(u) > O

pour tout u > O.

d. De (Yl)— = (Y?)— , on déduit que ¢C(u) <+to siu€R NTI.
f

De xdu(x) —> { xdp(x) quand ¢ —> « on tire que P(T <) = 1

v

pour c assez grand.

C (& Cc

De X e = X e + Y c < at+ec , on tire que
T T -1 T
Zu;c > exp u(atc) exp (¢S ()T ) pour us 0 .
T

La croissance de Y? vers Y1 montre que ¢c(u) décroit vers ¢(u) pour

u€R NI lorsque c tend vers +x.

De
k

ne~1g

n
YE < z Yk , on tire que ¢ > T .81 6 < —-inf ¢ , il existe donc
1 k=1

UER NI etc>0 tels que 6 < —¢c(u), d'oli

E(exp 6T ) ¢ E (exp 8 T¢ ) ¢ E(exp (=°(W)T%)) <

v QoI aendon)
f
Log {(u({0}) + | e " au(x) 3

10,4+

décroit vers Log u({0}) quandr u tend vers -« .

e. P(TO = 3)

& (u)

E(exp 8T) 3 Eexp 6T) = I u(fohd™ (-utoy) p(fon T = e
j=1

f. E(exp (—u(Yl)—)) tend vers +» quand u tend vers -~ car P((Yl)— > 0) > 0.
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Comme de plus ¢ est » 0 sur R+ , $(0) = 0 et ¢ est continue sur l'adhérence
de I , nécessairement 1'ensemble {¢ < 0} est un compact de R  sur lequel ¢

atteint sa borne inférieure.

g. Comme en e, avec u_ défini en f,

E(exp (=¢(u )T)) < +e.

h. .Pour u € R , €Xp u YI est borné par exp ud, donc intégrable et R C I.
Comme V¥ est continue sur R et w(uo) = -¢(uo), il existe u < ug tel que
w(ul) < 6 et donc E(exp w(ul)T) <+o, Mais
u u
1 o .
E(Zp) = E(Zg exp {(u—u )X, - T(4(u) = ¢ N
et
(u;u )Xy = T(¢(up) - ¢u)) s (v -ujda,
d'ot

Uy u,
E(ZT ) < E(ZT ) < 1,

ce qui d'aprés b est incompatible avec E(exp W(ul)T) < +o

i. On pose Yﬁ = max (Yk , d) , et en procédant commme en d , on prouve
d . d
E(exp 6T ) = 4w pour 6 > —inf ¢
et
E(exp 6T ) = 4w pour 6 > 1lim (-inf ¢d) = —inf ¢
) d =+
2
i E(exp 6T ) < oo pour 6 < Ef
o
2
= 4o pour O > L
2
o
E(exp 6T ) < +oo pour 6 <a - p + oalog g
= +oo pour 8 >a - p + oLog g
a. XT > Xo_y , domnc Y, = 1 et Xp = a sur {T<+}
b. Pour ux 0 , u+Log u({l}) < ¢(@) g u.
c. Si u 3 u’ et us0 , alors ¢(u) » 0 et ZEAT £ exp au ;
par convergence dominée, comme ZZAT —> Z; 1{T<+w} p.s. (voir 1° £), on a
u
E ( ZT I{T(+w} ) 1 = exp au E(I{T<+m} exp - ¢(uW)T)
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et finalement
P(T<+w)v = exp(—au* ).

d.  Comme en 2° , P(T<+x) = 1 . Si u<0 et ¢'(u » 0 , alors

pu) < —¢(u), d'od

N

E (exp $(u)T) s E(exp - $(u)T) < += (voir 2° 4),
d'oll E(Z;) = 1 et E(exp — ¢(u)T) = exp — au
De méme, si u » 0 , d'aprés c , E(Z;) = 1 et
E(exp - ¢$(u)T) = eXxp — au . )
O = ._p_. a
e. P(T <+x) ( T )
P(T <#w) = e o
-8 /=28 _ .2 o a
f. E(exp 6T ) = (e -Ve - 1) pour 8 £ 0
= 4o pour 6 > 0
-6 -a
E(exp 6T) = (2 - 1) pour 6 < Log 2
= +w pour © » Log 2
e—e + -26 _ 4e—ep(1—p)
E(exp 0T) = pour 6 & -Log 4p(1-p)
2p
=t pour 6 > -Log 4p(l-p)

3. Observations

I1 fallait pour commencer le probléme connaitre les propriétés élémentaires
de 1'espérance conditionnelle par rapport 3 une tribu et manifester une certaine
aisance dans leur manipulation. Le nombre important de candidats qui ont abordé
avec succés ces premidres questions montre qu'ils ont lu le sujet des précédentes
épreuves et que cette motion est entrée dans le programme des préparations. La
quatriéme partie, qui nécessitait simplement des connaissances ordinaires en
analyse, était 13 pour donner une deuxidme chance & ceux qui &éventuellement
connaitraient mal 1'espérance conditionnelle ; en fait, peu de candidats en ont
profité.

L'espérance conditionnelle mise & part, on demandait surtout aux candidats de
connaitre et d'employer @ bon escient les principaux théorémes de la théorie de
1'intégration: théorémes de convergence dominée et monotone, lemme de Fatou,
inégalité de Holder, dérivabilité d'une intédgrale dépendant d'un parametre. Trop

de candidats permutent sans méfiance une espérance et une limite, ou appliquent
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le lemme de Fatou dans des conditions illégales. Beaucoup sont peu 3 l'aise avec
lanotion si intuitive d'arrét d'un processus al@atoire: en témoigne la difficulté
avec laquelle ils ont tenté de montrer la positivité de la martingale SzAU dans
la deuxidme partie.

Le découpage des questions en nombreuses sous—-questions a beaucoup facilité le
travail des candidats et a slirement contribué i ce qu'ils soient assez nombreux
3 avoir abordé les trois premidres parties. Les résultats ont &té évidemment moins
bons dans les rares questions, comme en II 3°),ou 1'&noncé n'indiquait pas
explicitement la formule 3 obtenir. De méme, en IV 1° £, la solution n'était pas
gvidente et nécessitait de faire appel soit au I 2° &, ce qui n'a pas du tout été
vu, soit au théoréme de convergence p.s. des martingales positives, que connaissaie:
visiblement un certain nombre de candidats.

Signalons encore que la continuité d'une fonction convexe au bord de 1l'inter-
valle oii elle est finie semble aller de soi pour beaucoup. Enfin, les calculs
sur les lois de probabilités connues, relégués en fin du?2° et du 3° de IV, ont
été ignorés pour 1'essentiel, alors qu'ils pouvaient s'effectuer aprés simple
lecture des questions précédentes; c'est dommage pour ceux qui auraient pu y

‘montrer leur dextérité et gagner ainsi quelques points bien venus.

4. Les notes (sur 40)

0 134 |5a9 (10al4 \15 319 (200824 25429 {30 a&34 {35440

74 79 37 35 \ 32 36 27 17 7

Cette répartition est celle des 344 copies de probabilités et statistiques, en

y incluant les copies blanches.
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oral

Les 276 candidats admissibles ont été répartis d'apres le
classement d'dcrit en deux sous-jurys comportant chacun une sous—commission
d'algébre et une sous—commission d'analyse. Une concertation permanente
8 assuré une bonne harmonisation de la conception et de 1'évaluation des

épreuves.,

Mis & part quelques candidats mal préparés, le niveau est bon,
et le jury a présenté une liste supplémentaire de 9 noms qui méritent

l'agrégation. Un seul de ces noms a &té retenu par le Ministére.

Comme on peut le voir dans les statistiques des premiéres pages

de ce rapport, le nombre d'étudiants candidats va en diminuant d'année en

2 P . 7 .
année, avec comme conséquence la suppression presque totale des préparations
4 1'agrégation en dehors de Paris. Dans ces conditioms il devient encore
plus difficile pour les professeurs exergant en province de préparer le
concours. Le jury a pu constater que certains d'entre eux ont accompli
wn gros travail personnel qui a &té dans quelques cas récompensé, mais qui,

dans tous les cas vaut d'€tre souligné.
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EPREUVE D'ANALYSE, PROBABILITES

Observations générales

Le cadre de l'actuel programme d'oral d'Analyse &tant assez étroit,
le jury a proposé cette année peu de legohs nouvelles, se contentant
d'augmenter la fréquence des legons d'exemples et de géométrie , en pro-
posant intentionnellement un certain nombre de couplages de telles legdns.
Sur ce dernier point la politique sera poursuivie, et il est égalément
vraisemblable que la fréquence des lecons de calcul numérique et de proba-—

bilités sera augmentée.
gm

Dans l'ensemble le niveau de connaissances des candidats est bon. On
a pu entendre quelques bonnes legons "géométriques" (notamment sur les
applications du théoréme des fonctions implicites) et aussi, il faut le
dire, de fort mauvaises (en particulier sur les courbes). Cependant une
fois de plus une grande majorité de candidats a choisi lorsqu'il en avait
la possibilité des exposés de nature abstraite, au risque d'un certain
académisme. Beaucoup de plans sont alors purement formels et ne proposent

que des exemples sans intéré&t ou passe-partout.

Plus grave est la connaissance souvent trds superficielle du sujet
abordé, On a vu par exemple proposer en exposé l'étude du probléme de
Dirichlet dans le disque, sans qu'il ait été possible d'obtenir une défini-
tion des fonctions harmoniques. La plupart des candidats qui utilisent la
convolution sont troublés lorsqu'on leur demande de la définir ou d'en

donner des propriétés €lémentaires. On pourrait multiplier ces exemples.

I1 est vivement recommandé d'éviter les escroqueries volontaires ou
erreurs involontaires ramenant  les exposés & des vérifications triviales,
la substance de la démonstration figurant dans un lemme admis. Il est peu
intéressant de proposer en exposé l'existence des dérivées partielles d'une
fonction différentiable en admettant le théoréme de composition, ou de

limiter 1'étude affine locale des arcs plans aux arcs biréguliers.
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Certains candidats qui n'ont pu bénéficier d'une préparation efficace
4 1'oral présentent des plans beaucoup trop élémentaires. Il est évident
que le jury ne peut accepter une lecon sur "limite d'une fonction de
variable réelle" qui ne dépasse pas le niveau d'une classe de terminale. On
rappelle 4 ce propos que l'oral étant public les futurs candidats peuvent
" assister 4 quelques legons d'oral ce qui leur donnera une plus Juste vue

de ce qui est demandé.

S'il est normal d'utiliser des notes dans la présentation du plan,
on doit éviter de transformer 1'exposé en simple lecture., L'exposé est en
effet trds important. Le candidat a l'occasion d'y manifester ses qualités

d'enseignant. Il doit s'attacher & :

- expliquer clairement les ides sous-jacentes & la démonstration,

en faisant appel au besoin & des considérations heuristiques,
- dégager les étapes de la démonstration,

~ montrer son aisance au tableau. Comme un enseignant professionnel
le candidat ne doit, pour exposer une démonstration, utiliser ses notes
qu'exceptionnellement, soit par exemple pour éviter une erreur de détail
dans une formule compliquée, soit comme recours en cas de difficulté. Il ne
peut s'agir, pour les examinateurs, d'apprécier la capacité d'un éventuel
agrégé i recopier au tableau une démonstration elle-méme recopiée purement
et simplement dans un manuel. La volonté de convaincre n'anime pas beaucoup
de candidats qui devraient pourtant &tre conscients de 1'effet extrémement

favorable produit par un exposé vivant et personnel.

I1 est rappelé qu'une lecon traitée au niveau taupe ou maitrise, bien
assimilée et illustrée d'exemples pertinents assure une note trés correcte.
En analyse ce que le jury attend c'est d'une part que le (la) candidat (e)
fasse la preuve de la solidité de ses connaissances sur les définitions et
résulpats qui soustendent le sujet de la legon et d'autre part qu'il (ou elle)

soit capable de les appliquer a des exemples mathématiquement significatifs.

On voit chaque année des candidats, parfois fort prés de réussir,
abandonner, laissant une place au concours & d'autres, moins bien placés
qu'eux, mais qui font preuve de plus de courage et de persévérance. Pour
regrettable que cela soit, le jury tient & garder secrétes les notes d'écrit,

leur révélation risquant d'avoir des conséquences bien plus nuisibles.
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L'expérience de ces derniéres années a prouvé qu'une moyenne de 1'ordre de
11/20 & 1'oral permet & tout admissible d'@tre regu. Chaque année parmi les

regus se trouvent effectivement des candidats admissibles parmi les derniers.

Remarques particuliéres

Le jury souhaite trés vivement que les candidats proposent, chaque
fois que cela est possible, des constructions effectives des objets qu'ils
décrivent. C'est ainsi que dans le théordme de Cauchy-Lipschitz un cylindre
‘de sécurité doit pouvoir &tre explicité dans un exemple simple. Le calcul
effectif de la norme d'une application linfaire en dimension finie peut
permettre d'appliquer les résultats sur les extréma 1iés ou les maxima de

fonctions convexes.

Les polynOmes d'interpolation, les séries entiéres, les séries de 5
Fourier ont leur place dans 1'étude des sous—espaces denses ou de
l'approximation‘polynomiale. Des estimations de la qualité de 1'approximation
doivent &tre connues de manidre d permettre l'application & des exemples

simples.

Les suites, séries, et intégrales divergentes ont aussi leur intérét,

notamment dans 1'étude des développements asymptotiques.

Le théoréme des accroissements finis, indispensable certes pour
prouver d'autres théorémes, peut aussi servir 3 estimer des erreurs, &
€tudier des vitesses de convergence, i justifier des méthodes inspirées de
la méthode de Newton. Des idées analogues peuvent aussi enrichir 1'exposé

souvent banal sur les suites récurrentes.

Sans aborder de fagon systématique les procédés d'accélération de la
convergence, on peut utilement compléter des legons sur les suites, les
séries ou les intégrales impropres par des remarques sur la rapidité de

convergence,

Voici enfin des remarques sur quelques legons précises :

L'esprit de la legon "Exemples de recherche de primitives et de
calcul d'intégrales" est souvent mal compris. Il ne s'agit pas de faire un
cours détaillé sur la recherche de primitives mais plutot, aprés avoir
dégagé rapidement les méthodes essentielles, de proposer un choix varié de
calcul d'intégrales, incluant primitives, développement en série, dérivation

sous le signe intégral, et pouvant aller jusqu'au calcul numérique.
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Pour la legon "changement de variables" on peut, outre le cas des
intégrales, penser aux équations différentielles, au changement de coordonnées

locales en géométrie, etc... .

Certains candidats, embarqués imprudemment dans 1'étude d'un contre-
exemple savant découvrent un peu tard que pour prouver gu'un espace topolo-
gique n'est pas localement connexe il ne suffit pas de donner une base de

voisinages non connexes pour chaque point.

Que dire d'une lecon de probabilités sur les théorémes limites,
correcte sur le plan théorique, oll aucune application n'est proposée, le

candidat ne sachant traiter aucun des exemples simples fournis par le jury ?

Une lecon nouvelle —-Champs de Vecteurs- sera proposée l'an prochain.
Les candidats sont invités & réfléchir & leur lien avec les &quations
différentielles (étude du redressement local, &tude sur des exemples de

points singuliers, questions de stabilité, etc... ).
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LISTE DES SUJETS DE LECONS

Applications & 1l'analyse de la notion de compacité.

Exemples d'espaces compacts.

Espaces homéomorphes. Exemples et contre-exemples.

Connexité. Applications.

Théorémes du point fixe. Applications.

Utilisation en analyse d'espaces complets. Exemples.,

Sous—espaces denses. Illustration par 1l'approximation des fonctions.
Exemples d'applications linfaires continues d'un espace vectoriel normé
dans un autre j; norme de telles applications. '
Espaces vectoriels normés de dimension finie.

Géométrie dans un espace vectoriel normé.

Exemples d'utilisation de la dénombrabilité en topologie et en analyse.
Donner une construction de IR; en déduire les principales propriétés

de 1R.

Une caractérisation de 1R (par certaines de ses propriétés) &tant connue,

en déduire les autres propriétés fondamentales de TR.

Topologie de la droite numérique IR et sous—ensembles remarquables de
R.

Connexité dans IR et fonctions continues.

Propriétés topologiques de IRn, exemples d'utilisation.

Limite d'une fonction numérique d'une variable réelle,

Exemples d'étude de suites de nombres réels.

Approximations d'un nombre réel.

Etude, sur des exemples, de suites numériques définies par divers types.

de relations de récurrence.

Continuité et dérivabilité de fonctions réelles d'une variable réelle ;
exemples et contre-exemples,

Continuité uniforme. Exemples et applications.

Fonctions & variation bornée. Applications.

Applications réciproques : théorémes d'existence ; exemples.

Fonctions implicites : applications.

Applications géométriques du théoréme des fonctions implicites.

Exemples d'utilisation de changements de variable.
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Fonctions convexes d'une ou de plusieurs variables réelles.
Fonctions convexes d'une variable réelle ; inégalités de convexité.

des problémes 4'extremum.

o

Applications de la notion de convexité
Problémes de prolongement de fonctions ; exemples.

Dérivées partielles. Différentiabilité. Exemples.

Fonctions de plusieurs variables réelles : théoréme des accroissements
finis et applications.

Applications de classe Ck d'un ouvert de IR dans IRY.

Différentes formules de Taylor. Majoration des restes. Applications.
Problémes 4'extremum.

Comparaison des fonctions au voisinage d'un point. Développements limités.
Intégrale des fonctions réelles ou complexes de variable réelle.

Premiéres propriétés.

Intégrales impropres.

Problémes d'interversion d'une limite et d'une intégrale. Exemples.
Problémes de dérivabilité en calcul intégral.

Exemples d'étude de fonctions définies par une intégrale.

Fonction exponentielle complexe. Argument d'un nombre complexe.

Exemples de recherche de primitives et de calcul d'intégrales.

Méthodes de calcul approché d'intégrales.

Exemples d'intégrales multiples et applications.

Séries. Convergence et convergence absolue. Sommation par parquets,
réindexation. |

TIllustrer par des exemples et des contre-exemples la théorie des séries
numériques.

Continuité, dérivabilité, intégrabilité de la somme d'une série de fonc-
tions d'une variable réelle.

Calculs approchés de sommes partielles et de restes de séries numériques.
Comparaison d'une série et d'une intégrale.

Exemples d'étude d'une fonction définie par une série.

Différentes notions de convergence d'une suite de fonctions. Exemples.
Séries de fonctions, convergence uniforme, convergence normasle ; exemples.
Exemples de problémes d'interversion de limites.

Domaine de convergence d'une série entiére. Propriétés de la somme d'une
telle série.

Exemples de développement d'une fonction en série entiére,

Série de Taylor.

Solutions des équations différentielles ' y' =f(x,y) ; solutions maximales.

Equations différentielles linéaires ; propriétés générales. Exemples.




EPREUVE D'ALGEBRE, GEOMETRIE

Nature de I'épreuve

Ayant choisi un sujet parmi les deux qu'il a tirés au sort,
le candidat doit, au terme d'une préparation de ‘trois heures :

- présenter, en vingt minutes au plus, un plan qui tienne en entier
sur le tableau ;

- exposer en une vingtaine de minutes le développement 4d'une
question choisie dans le plan, par le jury, sur proposition du candidat ;

- répondre & des questions de niveau adapté & celui qu'il a choisi
pour son plan.

La présence d'une bibliothdque mise 3 la disposition des candidats
ne doit pas leur dissimuler que seule une préparation sérieuse pendant
1'année qui précéde le concours leur assure des chances de succés : les
livres ne peuvent que les aider & présenter des matiéres déjd familiéres,

8 éviter les trous de mémoire et & enrichir des collections d'exemples et
d'applications déja constitufes pour l'essentiel. Les candidats que les

circonstances auraient contraints & une préparation réduite auront intérét
& choisir, dans la mesure du possible, un sujet facile et 4 ne pas intro-

duire dans leur plan des aspects du sujet qu'ils maitrisent mal.

Comme le laissait prévoir le rapport de 1982, l'oral de 1983
a €t& marqué par une augmentation du nombre de legons de composition,
notamment en Algébre linéaire, et par le couplage effectif de legons de
Géométrie. Signalons i ce sujet que des candidats ont choisi, plus volontiers
que les années précédentes, de présenter une legon de GBométrie (en parti-
culier projective), méme couplée & une lecon d'Algébre ; la plupart s'en
tiennent malheureusement & un point de vue trés incomplet et archaique,
qui néglige a4 peu prés complétement les acquis des mathématiques contem—
poraines (algébre linéaire, formes quadratiques, groupes) faisant partie

du programme.,

Le plan

Le plan doit &tre celui de la lecgon proposée (dont il faut
analyser attentivement le titre) et non se déplacer sur un sujet voisin
que le candidat croit mieux connaltre : par exemple, un plan sur le

" Groupe orthogonal d'une forme quadratique non dégénérée " ne doit pas

82




~ Ftude détaillée, sur un petit nombre d'exemples, d'équations différentielles
non linéaires ; illustrations géométriques.

- Exemples de problémes conduisant & des &quations différentielles.

- Divers modes de définition et de représentation des surfaces de ]R3 .
Exemples.

- Propriétés affines locales des courbes. Branches infinies. Exemples.

- Propriétés métriques des courbes planes ou gauches. Exemples.

- Exemples d'étude de courbes planes.

- Etude locale des courbes planes.

~ Etude locale des courbes de R3.

- Mouvement 3 accélération centrale. Exemples.

- Mouvement d'un repdre orthonormé ; applications & la théorie des courbes
gauches et & la cinématique du solide. '

- Mouvement d'un plan sur un plan.

- Méthodes de calcul approché de solutions numériques des &guations
f(x) =0. ‘

- Approximation des fonctions numériques par des fonctions polyndmiales.

- Théordmes limites fondamentaux en calcul des probabilités.

- Le jeu de pile ou face (variables de Bernoulli indépendantes).

- Probabilité conditionnelle. Exemples.

- Loi binomiale, loi de Poisson.

- Exemples de compactification d'un espace topologique ; utilisation.

-~ Compactification d'un espace topologique ; exemples.

- FEtude sur des exemples de la rapidité de éonvergence d'une suite de
nombres réels ; calcul approché de la limite.

~ Exemples de développements asymptotiques.

- Exemples d'étude locale de champs de vecteurs.
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se réduire 4 des généralités banales suivies du seul exemple du groupe
orthogonal d'un espace euclidien ; les legons sur les matrices (nouvelles
en 1983) ne sont pas identiques & celles proposées sur les applications

linéaires.

Les titres de nombreuses lecons demandent des applications,

qu'il faut distinguer des simples illustrations ; appliquer une théorie,

c'est la faire contribuer & résoudre un probléme qui ne s'y référe pas
explicitement. Au reste, toute lecon bien composée doit comporter des
exemples et applications, méme lorsque ces mots ne figurent pas dans son

titre.

Un bon plan doit structurer les matidres de la lec¢on en unités
logiques signalées par des titres. La plupart des candidats s'y appliquent,
sans toujours manifester beaucoup d'originalité (combien de legons :

" Droite projective. Homographies. Birapport " ne se divisent—elles pas
en : I - Droite projective ; II - Homographies ; III - Birapport ...).
Il n'est pas interdit d'intéresser le jury par la mention, en début de
plan, d'un probléme qui motive la théorie exposée (pourquoi s'intéresse-
t-on aux anneaux factoriels ? aux formes quadratiques ?), par le rappro-
chement de deux points du programme, etc. Ceci nécessite bien siir un
effort de lecture personnelle qui &loigne des plans appris par coeur

que le jury entend tout au long de la session d'oral, une demi-douzaine
de fois, identique 3 eux-mémes, ce qui ne peut que l'inciter & augmenter
le nombre des legons d'exemples ou de composition et & en modifier les

libellés d'une année sur l'autre.

L'exposé

A l'issue de son plan, le candidat propose au jury d'en développer
certains points (démonstration de théordmes, exemples, résolution d'exercices).
Il est décent d'en proposer au moins trois, non triviaux et bien en rapport
avec le sujet de la legon ; le choix de ces exposés a une influence non

négligeable sur la note que le jury attribue au candidat.

L'exposé doit &tre bien structuré, faisant ressortir clairement
les articulations logiques et les points cruciaux de la démonstration,
moyennant quoi le candidat peut ne pas s'attarder sur des détails de pur
calcul.
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La consultation des ouvrages de la bibliothéque peut apporter
une aide précieuse aux candidats, mais il. faut savoir que les démonstra—
tions qu'ils contiennent ne sont pas forcément exactes ni complétes ;
certaines renvoient tacitement le lecteur & des parties antérieures de
1'ouvrage, qu'il ne peut donc exploiter que si sa composition globale
lui est familiére. Rectifions 13 quelques erreurs ou lacunes trainant dans
les livres :

- une base d'un espace vectoriel est une famille (et non un ensemble)
de vecteurs ;

- la démonstration du théoréme de d'Alembert—Gauss par emploi
des polynSmes symétriques renferme un passage délicat :

- le groupe des isométries de l'icosa&dre régulier n'est pas
isomorphe & 35 5 »

- le groupe circulaire n'est pas PGL2(®) 5 '

- le conjugué d'un octave de Cayley (q1 . qz) est (E& —q2) ;

- la démonstration d'irréductibilité des polynGmes cyclotomiques
nécessite une analyse préalable claire des rapports entre 1'irréductibilité
sur @ et l'irréductibilité sur Z (analyse qu'on peut admettre mais
dont il faut énoncer les résultats).

Les candidats peuvent consulter leurs notes de préparation,
mais le jury supporte mal qu'ils les recopient mot & mot, obstin€ment

tournés vers le tableau.

Les questions

Les questions peuvent porter sur le plan présenté : correction
d'erreurs ou de lapsus, mise en évidence de lacunes. Cette critique n'a
pas toujours lieu, mais 1'absence de questions sur le plan n'est pas un
gage de perfection pour celui-ci...

Un exercice (en général simple) peut tester 1l'aptitude du candidat
a4 utiliser les concepts ou les théorémes présentés.

D'autres questions, enfin, visent & faire que le candidat situe
la legon par rapport & l'ensemble du programme, & la rapprocher d'autres
sujets non nécessairement abordés dans son plan (par exemple : application
de la continuité du déterminant & la topologie de certains ensembles de
matrices), bref & faire preuve de sa culture mathématique. La révélation
de connaissances étendues et précises éclaire ainsi favorablement le jury,

méme si le candidat a cru devoir présenter un plan &lémentaire. Au rebours...
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Commentaires particuliers

Dénombrements : Cette legon, assez bien traitée par certains candidats,

doit dégager des méthodes qui ne se limitent pas aux premiers éléments de
1'Analyse combinatoire (il n'est pas interdit d'employer des séries entidres
ou formelles, bien qu'elles ne soient pas au programme) et comporter des
applications a4 1'Algébre et a4 la Géométrie (dénombrements dans les groupes,

corps et espaces vectoriels finis, etc).

Structures algébrigues fondamentales : Le jury est frappé par la dif-

ficulté que rencontrent de nombreux candidats a4 manipuler les structures
produits et quotients ; par exemple, le dénombrement des homomorphismes entre
deux groupes cycliques d'ordres respectifs m et n donne lieu & des
raisonnements maladroits et approximatifs qui établissent plutdt des inclusions
que des égalités d'ensembles, alors que cet exercice se ré&sout tout & fait
mécaniquement par emploi des théorémes généraux de factorisation des

homomorphismes.

Groupes : Plusieurs legons sur les groupes sont des legons fines
d'application et de composition, qui ne doivent pas se réduire & 1'énoncé
stéréotypé de quelques théorémes généraux. On invite les candidats & :

- enrichir la legon sur les groupes finis d'automorphismes de
considérations d'invariance et de stabilité ;

- éviter les groupes de Galois s'ils ne se sentent pas capables
de calculer celui d'un polynOme du troisiéme degré a coefficients rationnels ;

- se familiariser concrétement avec les sous—groupes et groupes
quotients de 7 H

- réfléchir sur le caractére intrinséque de la signature d'une

permutation.

Anneaux : Hormis quelques points obligés (comme le théoréme de transfert
de Gauss pour la factorialité), les plans propos€s sur les anneaux sont
pauvres en références aux polynOmes et 4 la Géométrie (paramétrage rationnel

de certaines courbes algébriques, notamment des coniques).

Corps : On recommande de.

- soigner 1l'exposé des corps finis, en particulier de leurs inclusions;

" L

- ne pas parler des " racines d'un polyn®me " sans préciser quand
il le faut dans quel corps elles habitent. Le chapitre sur les racines d'un
polyndme doit mentionner leurs relations avec les coefficients

- ne pas oublier les aspects géométriques et topologiques de la

théorie des quaternions ;
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- ne pas s'attarder outre mesure 4 définir la détermination
principale de l'argument d'un nombre complexe ; il est plus important de
mentionner la poséibilité de relever des fonctions continues a valeur
dans le cercle unité en des fonctions continues réelles par la fonction

exponentielle,

Algébre linéaire : Ces lecons, peu en faveur actuellement, sont diffi-

ciles de par l'étendue des connaissances qu'elles exigent pour &tre traitées
avec intérét. En particulier, la notion de dualité ne concerne pas que les
fapports entre un espace vectoriel et son dual, mais aussi les formes bi=-
linéaires symétriques ou alternées, les groupes abéliens finis, les espaces
projectifs. Les legons sur les matrices doivent s'enrichir A4'observations

topologiques utilisant la continuité du déterminant.

La legon sur les sous—espaces vectoriels stables ne doit pas se
limiter a la diagonalisation; mais doit faire jouer un rdle aux sous-espaces
cycliques. On envisagera le cas de plusieurs endomorphismes, 1l'existence

d'un supplémentaire stable, l'application de 1l'orthogonalité & desbprdblémes.

" est encore

Le sujet " Polyndme minimal. Polyndme caractéristique
trés mal traité. Beaucoup de candidats ne font pas assez preuve de réflexion
sur ce chapitre (invariance du polyndme minimal d'une matrice par extension
du corps de base, signification de la notation u -X . id) ni d'aptitude au
calcul explicite des objets introduits (notamment du polyndme minimal d'une
matrice de Jordan). La référence aux K[X]-modules, universellement observée,
n'est pas indispensable car la démonstration classique du théoréme de Cayley-
Hamilton par emploi de la comatrice contient en germe un développement

€lémentaire de la théorie du polynd®me minimal et de la réduction de Jordan.

Formes quadratiques, alternées,_hermitiennes : Le traitement de ces
sujets est en général fort peu satisfaisant : les connaissances des candidats
sur les formes quadratiques (et en particulier sur leur diagonalisation
simultanée) sont souvent minimes, on ignore leurs applications & la Géométrie
et & 1'Arithmétique, on reste a4 peu prés muet sur les formes alternées dds
lors qu'on croit bon de citer ces théorémes. La legon sur le groupe ortho-
gonal d'une forme quadratique non dégénérée devrait &tudier le groupe de

Lorentz et contenir des applications des théorémes de Witt et de Cartan-

Dieudonné. Et on devrait connaltre les endomorphismes normaux en dimension 2 !

Géométrie : En géométrie projective; la legon " Droite projective.

1"

Homographies. Birapport " ne doit pas se réduire aux définitions de ces

trois objets assorties de trivialités, ni se contenter de démarquer le
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chapitre général sur les espaces projectifs en y substituant le mot " droite "

au mot " espace " ; au moins pourrait-on faire voir gque, sur une droite,

trois points distincts quelconques forment un repére projectif - ce que

certains candidats ont découvert avec &tonnement sous la direction du jury.
Il est bon d'appliquer les notions introduites & des modéles " concrets "
de droites projectives : droites plongées dans un plan, faisceaux d'hyperplans,

~

coniques projectives, droite projective complexe .

I1 est généralement bien vu de traiter des coniques et quadriques
dans un cadre d'abord affine,ven axant l'exposé sur l'emploi des formes
quadratiques qui lui donne son unité. De méme, les legons sur les cercles
et sphéres ont tout intérét 4 méler le vieux et le neuf : les outils du
Programme permettent par exemple de structurer l'ensemble des cercles et
droites du plan en espace projectif et d'interpréter les familles linéaires
de cercles (qui ne sont pas les seuls faisceaux) et 1'orthogonalité des

cercles en termes de polarité par rapport & une quadrique.

Dans le chapitre sur les inversions et le groupe circulaire, ce
dernier est généralement expédié de facon trds évasive et parfois erronée
(ef. § " lexposé "). On doit savoir énoncer et démontrer complétement le
théoréme fondaﬁental qui le caractérise comme groupe des homographies et
antihomographies. Ce qui n'emp&che certes pas de donner quelques applications
de l'inversion (transformation de cercles en droites) & la mode du bon vieux

temps ...

Il faut savoir enfin distinguer entre elles les diverses legons
sur les isométries affines et dépasser & leur sujet le niveau de 1'enseigne-
ment du second degré. La classification des sous-groupes finis de OB(R)
ne consiste pas seulement & limiter le nombre de groupes i isomorphisme prés

autres que les cycliques et des diédraux, mais aussi & en &tablir 1'existence

effective.
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LISTE DES LECONS D’ALGEBRE ET GEOMETRIE

- Problémes de dénombrement ; Exemples.

~ Groupes ab&liens finis.

- Groupes abéliens de type fini ; sous—groupes de y

- Exemples et utilisations de la notion de sous-groupe distingué.-

- Parties génératrices d'un groupe ; exemples ; applications & la Géométrie.

- Eléments conjugués dans un groube ; exemples et applications.

- Groupes finis ; exemples.

- Groupes finis d'automorphismes ; exemples tirés de la Géométrie.

- Groupes opéraﬁt sur un ensemble. Applications.

- Groupe des permutations d'un ensemble fini. Applications.

~ Idéaux d'un anneau unitaire. Anneaux quotients. Exemples.

- Etude de Z/nZ.. Eléments inversibles. Indicateur d'Euler.

- Amneaux euclidiens. Anneau des entiers de Gauss.

- Anneaux principaux. Exemples et applications.

- Anneaux factoriels. Exemples et applications.

- 2.

- Corps. Exemples.

- Corps de rupture d'un polynOme irréductible. Construction de corps finis.

~ Quaternions.

-~ Corps des nombres complexes. Groupe multiplicatif.
Théoréme de d'Alembert—Gausé.

- Applications des nombres complexes d la Géométrie.

- Racines de 1l'unité dans un corps commutatif.

-~ Propriétés et applications de l'algébre des polyndmes & n indéterminées.

- Racines des polynBmes & une indéterminée. Résultant de deux polyndmes.
Discriminant.

—- Polyndmes irréductibles.

- PolynOmes symétriques. Relations entre les coefficients et les racines
d'un polynOme.

- Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif.
Décomposition en éléments simples et applications.

- Dimension des espaces vectoriels dans le cas fini.

- Endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie.

- Groupe linéaire en dimension finie.

- Matrices carrées inversibles.

- Sous-groupes du groupe linéaire.

- La dualité ; diverses applications.

- Rang d'une application linéaire et d'une matrice. Equations linéaires.
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Matrices

Applications multilinéaires alternées. Déterminants.

Exemples de déterminants. Applications.

Méthodes de calcul d'un déterminant. Exemples et applications.

Sous-espaces vectoriels stables pour un endomorphisme d'un espace vectoriel
de dimension finie.

Réduction de Jordan. Applications.

PolynCme minimal. Polyndme caractéristique.

Formes bilinéaires symétriques ; formes bilinfaires alternées.

-Orthogonalité, isotropie pour une forme bilinéaire symétrique.

Décomposition en carrés d'une forme quadratique. Applications.

Réduction simultanée de deux formes quadratiques. Applications.

Groupe orthogonal d'une forme quadratique non dégénérée

Espaces vectoriels euclidiens en dimension finie.

Groupe orthogonal d'un espace vectoriel euclidien de dimension finie.
Espaces vectoriels hermitiens de dimension finie sur C. Groupe unitaire,
Dualité dans les espaces vectoriels euclidiens de dimension finie.
Réduction d'endomorphismes normaux.

Dualité dans les espaces vectoriels hermitiens de dimension finie.
Réduction des endomorphismes normaux.

Barycentre. Convexité.

Polyédres convexes.

Inéquations lindaires.

Exemples de groupes d'isométries d'un espace affine euclidien de dimension.
s 3 -

Isométries d'un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites
exemples en dimension < 3. v

Polyédres réguliers.

Angles

Exemples de problémes d'angles et de distances en Géométrie

Inversions planes. Groupe circulaire.

Torseurs.

Cercles et sphéres.,

Familles linéaires de cercles.

Droite projective. Homographies. Birapport.

Espaces projectifs. Groupe projectif.

Coniques dans le plan affine euclidien.

Quadriques de l'espace affine euclidien de dimension 3.

)
2
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BIBLIOTHEQUE DE L'AGREGATION

Les candidats étaient autoris&s 3 apporter tout livre vendu dans le
commerce (3 l'exclusion des textes dactylographiés ou ronéotypés) et dépourvu
de notes manuscrites.

Ils pouvaient en outre consulter sur place les ouvrages suivants:

ARTIN Algébre géométrique (Gauthier-Villars)
BASS Cours de Mathématiques (Masson) tomes | et 2
BERGER Géométrie (Nathan) : index, tomes 1 3 5
BERGER et GOSTTIAUX Géométrie différentielle (Colin)
BLANCHARD Corps non commutatifs (Presses Universitaires)
BOURBAKI Les tomes suivants :

Théorie des ensembles

Algébre

Fonections d'une variable réelle
Topologie générale
Espaces vectoriels topologiques

Intégration
BOUVIER et RICHARD Groupes (Hermann)
BROUSSE Mécanique (Colin)
CABANNES H. Cours de mécanique générale (Dunod)
CAGNAC, RAMIS et COMMFAU Nowveau cours de Mathématiques spéciales (Masson)
CAGNAC et THIBERGE Géométrie, classes terminales C (Masson)
CARTAN Fonctions analytiques (Hermann)

Formes différentielles (Hermann)
Caleul différentiel (Hermann)
CHAMBADAL et OVAERT Cours de mathématiques (Gauthier Villars)
(tome I — tome 2 : algébre et analyse)
Algébre lindaire et algébre tensorielle (Dunod)

CHOQUET Cours d'analyse (Masson)

L'enseignement de la géométrie (Hermann)
COUTY Analyse (Colin)
DIEUDONNE Algébre lindaire et géométrie élémentaire

(Hermann) .
Sur les groupes classiques (Hermann)
Caleul infinitésimal (Hermann)
Eléments d'analyses (Gauthier Villars) tomes 1 et 2

DIXMIER Analyse M.P. (Gauthier Villars)
DUBREUIL (M. et Mme) Legons d'algébre moderne (Dunod)
DUBUC Géométrie plane (Presses Universitaires)
EXBRAYAT et MAZET Algébre, Analyse, Topologie.
FELLER An introduction to probability theory an its
_ applications (Wiley) tomes 1 et 2
FLORY Exercices: topologie et analyse. Tomes 1,2,3,4,

(Vuibert)
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FRENKEL

GENET
GODEMENT
HENNEQUIN et TORTRAT

JACOBSON
KERBRAT
KREE
KRIVINE

LANG

Mme LELONG-FERRAND et
ARNAUDIES

Mme LELONG-FERRAND
MAC LANE et BIRKHOFF

MALLTAVIN
MARTIN P.
METIVIER
MUTAF IAN
NEVEU J.

PERRIN
POLYA et SZEGU

QUERRE
QUEYSANNE
RAMIS, DESCHAMPS et ODOUX

RIESZ et NAGY
RUDIN

SAMUEL
SCHWARTZ

SERRE
VALIRON
VAUQUOIS
WARUSFEL
ZISMAN

Algébre et Géométrie

Géométrie pour l'éléve professeur (Hermann)

Mesure et Intégration (Vuibert)

Algébre (Hermann)

Théorie des probabilités et quelques applications

(Masson)

Basic algebra, tomes 1 et 2 (Freeman)

wéométrie des courbes et des Surfaces (Hermann)

Introduction aux Mathématiques appliquées (Dunod)

Théorie axiomatique des ensembles :
(Presses Universitaires)

Introduction aux variétés différentiables

(traduction francaise)

Algébre - Linéar Algebra

Cours de mathématiques, 4 tomes (Dunod)

Géométrie différentielle (Masson)
Algébre, structures fondamentales (traduction
frangaise), tome 1 (Gauthier Villars)

-Les grands théorémes (traduction frangaise)

Géométrie différentielle intrinséque (Hermann)
Géométrie (Colin)

Introduction d la théorie des probabilités

Le défi algébrique (Vuibert) tomes 1 et 2
Bases mathématiques du calcul des probabilités
(Masson)

Cours d'algébre (E.N.S.J.F.)

Problems and theorems in analysis, tomes 1 et 2
(Springer)

Cours d'algébre (Masson)

Algébre (Colin)

Mathémathiques spéciales 5 tomes (Masson)

Legons d'analyse fonctionnelle (Gauthier Villars)
Real and complex analysis (Mac Graw-Hill)

Théorie algébrique des nombres (Hermann)

Cours d'analyse (Hermann) tomes | et 2

Topologie générale et analyse fonctionnelle (Hermann)
Cours d'arithmétique (Presses Universitaires)

Cours d'analyse (Masson) tomes 1 et 2

Les Probabilités (Hermann)

Structures algébriques fintes (Hachette)

Topologie algébrique (Colin).
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