MECANIQUE GENERALE

Le probléme porte sur I'identification de certains mouvements d’un point matériel M, de masse m, de Pespace
physique représenté par un espace affime euclidien réel de dimension 3, & certains mouvements d’un point « mate-
riel » M d’un espace affine réel de dimension 4, ceci en vue de la résolution de certains problémes gravitationnels.

Les différentes fonctions ou champs de vecteurs considérés seront supposés C® sauf éventuellement en un
point.

- -
Le point M est soumis 4 une force F dérivant d’une fonction de forces U (F = Grad U). Les coordonnées de
M dans un repére orthonormé R seront notées (%, , %3 %a ), la coordonnée temporelle étant notée :. La fonction

oU
de forces U est supposée conservative (—57 = O) .

La mise en équations se fera par la méthode de Lagrange : si. T est I’énergie cinétique & considérer, nous
rappelons que les équations de Lagrange pour les paramétres ¢; 0 = 1,2, ... 7) g’écrivent :

dtdgq; dq, 2q;

&, désignera un espace affine euclidien réel de dimension n, d’espace vectoriel directeur E, . &, sera rap-
porté & un repére orthonormé. O désignera Porigine de ce repére.

. . . . . 4 .
Comme usuellement, si f est une fonction de &, dans R, nous désignerons par f = EJ: la dérivée de la res-

triction de f le long du mouvement considéré dans &,.

u=(u, » Uy » Uy » U,) désigne la suite des coordonnées d’un point M de &,. x = (%, , %, , ;) désigne la suite
des coordonnées d’un point M de B,. On considére I'application ¢ de &, dans &, définie analytiquement par :

M— ¢ (M) =M

/ 2 2 2 2
_u1”uz_ua+u4
X, = 9
€]
X, = Uy Uy — Ug U,
Xy == Uy Uy T Ug Uy

1° En considérant des coordonnées polaires dans les plans (z, , u,) et (u, » uy), montrer que ¢ est surjective.

Calculer r = || # | = Va2 + %3 + 3 en fonction de | u| = Vul + uf + ui + ui.

On considére la matrice L

Uy — Uy — Uy Uy

U, U, — uy — U
2 L =

Us U, Uy Uy

u, — Uy U, — Uy

Montrer que L est une matrice de similitude. Montrer que la matrice extraite de L, formée des trois premiéres
lignes, est la jacobienne de ¢. En déduire que pour | =] # O, ¢ est de rang maximum.
|
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2° On considére le mouvement fictif d’un point M de &, pour une variable temporelle fictive T, d’énergie
du
dr
P’action d’une force dérivant d’une fonction de forces U. Sauf dans 2° c. o U est une fonction différentiable quel-

conque de u, , u,, u,, u,, on supposera que U ne dépend de M que par | u |. Les équations du mouvement
de M sont définies par les équations de Lagrange associées 3 B et ‘L.

o gus . m \ e as . ‘s . PN
cinétique fictive B = g | w2, ot m est une constante positive et ol u' désigne Ce point M est soumis &

a. On pose
3 oW, ¥) = vul — uyup + vy, — u,u
Déterminer une relation matricielle entre (%, x; %, ) et (u] u, u} u;). En déduire Pexpression de
| w' |2 en fonction de r, %, x;, %, et w.
b. On définit le moment cinétique de M par la matrice antisymétrique d’ordre 4 :
(4) s = (oy) oy = m(u u; — uyuy)
ie{1,2,3,4} je{1,2,3,4}
Montrer que o est une matrice d’intégrales premiéres pour le mouvement de M. Que peut-on déduire
pour o ?
c. Cette question est une généralisation de b. et est indépendante de la suite du probléme. On considére
o e ge m s
dans &, le mouvement de M d’énergie cinétique B = 3 | @ | et de fonction de forces Al quelconque.

Soit { gx, A €R } une famille d’isométries de &,, dépendant d’un paramétre réel A, et s’exprimant
analytiquement par :

) ’;'i:gi(u1’uzausau4a7\)

On suppose les fonctions g, différentiables par rapport 4 1’ensemble des variables (u, , u, , 1, , 1, , A); de plus g, est
identité pour A = 0. On désigne par v, la fonction définie par :

28
6 - 261
( ) Y1 N

A=0

Montrer que si U est invariante par g, , quel que soit A (Al o g == Al), alors la fonction F définie par :

4 .
(7) Fu,uv) =m Z Yt(uq ’_uz’ Ug s U,) Uy

i=1

est une intégrale premiére du mouvement de M. Considérant & nouveau le cas particulier ol U est
une fonction de || u ||, déterminer une famille d’isométries pour laquelle Pintégrale premiére (7) est
oyl <i<4,1<j)<4)

3° On repére M (pour | u| s 0) par les trois coordonnées curvilignes (x,, x,, x,) et une quatriéme
notée y (qu’il est inutile de préciser), de telle sorte que les coordonnées de M sont des fonctions de (x, , %, , %, , ¥).
Montrer que si la fonction w, définie au 1.2 a. par 1’équation (3) est nulle & un instant =, alors elle est nuile tout le
long du mouvement de M. On désignera par Q ’ensemble des mouvements satisfaisant a cette condition.

Montrer que pour les mouvements de £, les trois premiéres équations de Lagrange, relatives aux coordonnées
curvilignes de M, s’identifient aux équations de Lagrange pour un certain mouvement d’un point M de &, de
coordonnées (x, , x,, %, ), associées & une certaine fonction T de x,, x,, x,, %], %1, %, et une certaine fonction U
de x,, x,, x,, dont on précisera les expressions. (On remarquera que T n’est pas I’énergie cinétique usuelle.)
Montrer que E = T — U est intégrale premiére du mouvement de M. Montrer qu’a toute condition initiale
(%, (0), x,(0), x,(0), x;(0), x;(0), x,(0)) pour laquelle | x | est non nul, on peut associer une condition initiale
(2, (0), u,(0), u,(0), u,(0), u;(0), z;(0), ui(0), u,(0)) satisfaisant a

® 4 (0) 2,(0) — 43 (0) ,(0) + u,(0) u(0) — u,(0) u,(0) =0

4° Soit w une fonction de x = (x,, x,, x,) strictement positive. On dit qu’on remplace la coordonnée tem-
porelle 7 par la coordonnée temporelle ¢, définie par la relation notée symboliquement :
© dt = pdt
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lorsqu’on remplace les vitesses x| par les vitesses notées x; définies par :
P 1 i
- 14
(10) X = Pay

Préciser comment, connaissant un mouvement de M paramétré par 7, on peut lui faire correspondre un mouve-
ment de M paramétré par ¢. Montrer que les mouvements de M satisfaisant, en coordonnée temporelle 7, 4 1a condition

E = 0, vérifient en coordonnée temporelle ¢, les équations de Lagrange associées 4 la fonction T et la fonction de
forces U définies par :

Trr ) = u() T(x,, % = ;’27))

1y |
U@) = u(x) Ul
Montrer que T-U=0.
II
On considére dans toute cette partie le cas olt le point M de 8, est soumis & la fonction de forces U :
(12) U= hlu|*+ 2k

ob k et k sont deux constantes données, k étant strictement positive. On choisira aussi dans toute cette partie la
fonction . :

(13) =g ohr=|a]

1° Montrer qu’on est dans les conditions d’application du I. Calculer T, U, T, U. Montrer que, a partir de
certains mouvements de M dans &,, on peut déterminer dans &, les mouvements d’énergie 4 d’un point soumis a
une attraction newtonienne de la part de origine (probléme képlérien; force d’attraction de la part de Yorigine
inversement proportionnelle au carré de la distance). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le
mouvement de M soit borné dans 8, ; intégrer ces mouvements en précisant les conditions & considérer; en déduire
P’intégration des mouvements bornés du probléme képlérien dans &, .

2° Montrer que dans B, , 1a trajectoire de M est dans un plan fixe (sous-espace affine de dimension 2). Montrer
qu'en particulier, pour les mouvements de &, situés dans le plan de coordonnées (u, , u,) (d’équations u, = u, = 0),
les mouvements correspondants de &, ont leur trajectoire contenue dans le plan d’équation x, = 0. Montrer qu’alors
la transformation ¢ se réduit & une transformation conforme du plan. '

3° Comparer le passage 3 ’origine pour M dans 8, , en coordonnée temporelle 7, et M dans &, en coordonnée
temporelle ¢. Quelle conclusion pratique peut-on dégager?

I

On considére dans &, le mouvement d’un satellite soumis & I’attraction newtonienne de deux masses fixes,
Pune d’elles étant supposée a Pinfini (ou de fagon équivalente le mouvement d’un électron soumis i la superposition
d’un champ de Coulomb et d’un champ électrique constant). Ces deux problémes se modélisent par le mouvement

. L c e g m., . . k
d’un point matériel M de &, d’énergie cinétique T = 3 | %] # et de fonction de forces U = - + ax, (a et k étant
r
deux constantes positives données).

1° On considére dans &, le mouvement du point M correspondant aux expressione suivantes de 1'énergie
cinétique et de la fonction de forces :

% =l
(14)
- cu=h||uu2+zk+g||u||z(ug_.ug_ug+u:)
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Montrer que e est encore une intégrale premiére. En déduire qu’on peut traiter le probléme du point M de &,
en employant la méme méthode que dans la partie II, et par conséquent déterminer les mouvements d’énergie A
de M dans &, a partir de I’étude de certains mouvements de M dans &, , qu’on précisera.

2° Montrer que les équations du mouvement de M dans &, se découplent en deux systémes d’équations,
décrivant respectivement les mouvements des deux projections M, et M, de M sur les deux plans (u, = u, =0) et
(z, = u, = 0). Montrer que les mouvements de M, et M, sont & accélération centrale, et indiquer comment les équa-
tions qui les décrivent peuvent s’intégrer. Ces deux mouvements sont-ils bornés? Dans le cas ot le mouvement de M
dans &, est associé & un mouvement de M dans &,, comparer les moments cinétiques des deux projections M,

et M, de M.

Iv

On appelle champ de vecteurs V de &,, une application de &,, dans son espace vectoriel directionnel E,. On
dira que V est un champ de vitesses d’un solide si pour tout couple de solutions (M, (¢), M, ()) du systéme différentiel

(15) = v

on

(16) ZIMOME| =0 v

ou de fagon équivalente

(a7 ILOLO|=IMLOMO| vt

10 Montrer que le champ de vecteurs V est alors caractérisé par 1a relation

(48) - VMeSs, VM =VO-+Q0OM

Y

ot  est un endomorphisme antisymétrique de E,, .

Montrer qu’il existe un sous-espace affine /b de &, tel que :
(19) Mech < V(M) eKerQ

Préciser I’espace vectoriel directionnel de fo. Montrer que V est constant sur Jb.

2° On utilise pour repérer la position dans &, du point mobile M, & 1'instant repéré par la variable temporelle ¢,
d’une part les coordonnées usuelles u = (u,, ..., u,) et d’autre part un systéme de coordonnées curvilignes
(®,5 ... 5 %5_5, ¥). On suppose d’autre part qu’il existe une fonction « des coordonnées curvilignes et de leurs

. . . . . J
dérivées par rapport & (%, , ..., K15 ¥ Xys ey Xn_,, ¥) dont la dérivée partielle § ne s’annule pas,

telle que I’énergie cinétique fictive du point M :

) m
B = |u|®
g
g’exprime, en coordonnées curvilignes, uniquement au moyen de (%, , ..., Fp_ 1 Xys o0y Fpoyy W)
(20) B, 3 %y 7)) = Blag, %y, 0 @5 9, %5 7))
On suppose de plus que la fonction de forces U s’exprime, en coordonnées curvilignes, uniquement au moyen
de x, ...x,_,. '
. 0% s 1o o 0B .
Montrer que si ~— est nul & Pinstant initial, o reste nul au cours du mouvement. On appelle Q 1’ensemble
©
X . 0B . .
des mouvements caractérisés par Y 0 et on suppose que 1’équation Ty 0 permet de définir « en fonction de
© ®

Hyy vausXy_15 Xyp +ovs X%y ,. Montrer que pour tout mouvement de ) les équations relatives aux coor-
données curvilignes x; sont les équations de Lagrange d’un point M de &,,_,, de coordonnées x,, ..., %,_,,
relatives 4 une certaine fonction T, et une fonction de forces U. Préciser T et U.
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3° Soit A une matrice carrée d’ordre n, dont la derniére ligne est formée des composantes d’un champ de
vitesses d’un solide de &, noté V, et dontles (n — 1) premiéres lignes sont les suites des dérivées partielles de (n~1
intégrales premiéres indépendantes de V notées x,, ..., %#,_,. Montrer que A A est une matrice d’intégrales
premiéres de V. En déduire que les résultats de la question IV.2° peuvent &tre appliqués au mouvement d’un point

matériel M de 8, , d’énergie cinétique B = ; | & | 2 dont la fonction de forces est intégrale premicre de V.

4° Applications.
a. Montrer que L définie par (2) est du type A. Préciser V et les intégrales premiéres a considérer.

b. Construire dans &, un exemple de telle matrice A. Quels sont les mouvements de 1a droite &, associés &
cet exemple?

¢. Interpréter IV.2° et IV.§° pour :

u, Uy 0

u, u 1

21 A = - 2 L) i
@1) o (u? + ud) o (@W?+ ul) v
— AUy o, v

oil & et v sont des constantes non nulles.

1 .
5° On considére un point matériel M de B, de coordonnées (%, , %, , %,), d’énergie cinétique T = 3m %12,

dans un champ de forces de fonction de forces U.

Soit @ une application surjective de &, dans &, définie par
(22) wyg= Oy, Uy, Uy ) 1€{1,2, 3}

Les relations
. 20, ,
(23) Xy = Z b—l;l u
J

seront notées
(24) x = O*(u, 0)

Soit ¢ une fonction quelconque de u et de i.

Montrer que

(25) B=Tod* + w*
et

(26) - U=TUe®

satisfont aux conditions d’application de IV.2° et que I’on peut ainsi obtenir les mouvements de M dans &, 3 partir
de certains mouvements de M dans &, , formant un ensemble Q.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MECANIQUE GENERALE

L'ensemble des résultats obtenus a été assez étalé, l'éventail
des notes ayant été trés large. Une excellente copie s'est dégagée.
Plusieurs bonnes copies ont donné satisfaction. Peu de copies blan-
ches ont été remises., La répartition semble donc bonne et en pro-
gression sur l'an dernisr.

Plusieurs parties, voire plusieurs questions, étant indépendan-
tes, l'ensemble du probléme a donc été plus ou moins abordé.

A propos du I, la question 2)c) (forme trés particuliére du théo-
réme de Noether) n'a été traitée que par les meilleurs candidats.
Peu d'ailleurs ont reconnu que G?° était associé & un groupe de
rotations dans le plan (Lkgﬁis) .

Pour I 3), il est & déplorer gue pratiquement aucune copie n'a trai-
té de fagon rigoureuse la réduction par Lw=0C ; la plupart ont
annulé =0 dans l'énergie cinétique sans vérifier 1'influence

que cela avait sur les équations de Lagrange. De fagon générale,
les équations de Lagrange sont mal connues des candidats. La ques-
tion I 4) n'a pas toujours été traitée par ceux qui sont arrivés
Jusque 1&, mais le résultat ayant été donné, ils ont pu poursuivre
les applications mécaniques proposées aux II et III.

Un seul candidat a su dégager l'intérdt pratique du probléme,
demandé au II 3) (question difficile concernant la régularisation
de la collision & l'origine).

La partie IV, indépendante, et constituant une généralisation
a été souvent abordée.

Dans l'ensemble, de bons candidats se sont dégagés, mais

de trop nombreuses copies n'ont guére dépassé le I,1).

'NOTES (SUR 40) OBTENUES PAR LES
- CANDIDATS A L'EPREUVE DE MECANIQUE

de 085 ...... .. 29 de 21 825 ........ 7
de 68 10  L...uu.. 19 de 26 8 30 .eeuiun.. 5
de 11815 ........ 8 de 31 435 ........ 1
de 16 820 ..u..... 9 de 36 a k0 ........ 3
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CORRIGE

1) Montrons que ('F est surjective
r.. @) coordonnées polaires de (U ,.
(,‘ ) 4) Li)
3 T (P
PN A
gz T Kz npualBre) g e 94 )

‘-(,z’et _qzsont solutions de l'équation du second degré

X¥_ 22, X - (24x )0

- =™ - z-t’ig,'

Par conséquent, connaissant ( %2€4,X2, X3 ), on peut tou=
jours calculer R/etf donc O+ . Par contre 9,.0( est
indéterminés.
L'application Lf est surjective mais non injective, CP"i(gC)
est en général une courbe., '

Cas particuliers. . .x,-o %470 Pzo  MezU3=0

’xﬂ,<0 n- o M,‘;xuqr_b

Xy =Aa=0 (=] MpzU=U, =M, =0
4 2 2 4

Calcul de Jo 2,5+ 2 4l - ( ‘_f—_z_:j’z)l,r P ()2 Wlil'_,[z
2

I

TETEEELS

L matrice de similitude UL, L, = “ /‘L\\ZI

La matrice formée des 3 premiéres lignes de L est la matrice
jacobienne de(f , la 1° ligne est celle des dérivées partielles
de %, par rapport a Ma Wy Uy U, la 2° ligne est cells des déri-
vées partielles de %X, par rapport 2 L,Lbuwus/uq , la 3° 1li-

gne est celle des dérivées partielles de ’Xg par rapport a Ay U,

'u,,> U,_' . Si Mo L est régulieére donc Cr est de rang
maximum,
2) a) /X,()_\ /M‘g\_\
\

1 ,X’?' [ L ;MLL \

: P . :

Xz s

TN P

. Lu \au.q. rzf L /
ou en notation abrégée - I38
! e

sone (1 w) ()= b FLL w o Julu?

I ot fa g
Gt A ('\\%’\\@ w?)

i 2L




b) f’ii) o u n)w) oe Vo uﬂ(llm{)

4o

‘n VU, - M(, 3%
donc /YYL/U»L. = 371; ||U.( ?)UUL“

d‘“' 4 b WU -0
d‘e H‘th Aaf T Fpw

4
Or O=: _2_3....&%4 . Donc (0 est une intégrale premidre.

donc

c) Traduisons que ,Uo est invariante par %?Q : ”ngoch:’ljo
Dérivons par rapport a A pour 'A =0
; ’D....rl%i \GL:O
Fa o
De plus CI'A est une isométrie de %L,’ c'est donc une
application affine et w) = '{)\.u ] ol € est
Bl = B+ g,00) 3
une application linéaire et orthogonale,

Donc \Q‘ ,% Pﬂ ) ol :F est linéaire.
De plus \ Q}[“L) - C%)(o)"—-,u ’U-v donc “ f)‘[q) “:“/u.[l

En dérivant par rapport a A pour ’Azo , on déduit
\'f'l“) ti=0 . Donc ‘f_ est un endomorphisme antisymétrique.

Alors 4 C;if_ ’OU: Z'E U—' 21; Fb‘ulfi + S \6'1- u’L~

™ dk
S5 . ! _%é‘}y.%_:

{
et CK %[UL donc =2 K’ u' @lu,'),u =0 car f— est
antisymétrique. Donc 4__‘:_ - et F est bien une intégrale
=0 g

premigre.

(Cette question est & rapprocher du IV)

G"o. est relative aux rotations d'angle A dans le plan

(C 8), les autres coordonnées étant fixes.

}

3) W est une intégrale premidre, donc si uu('(‘@).—o =y W (b0
'YYL It T YN 2 .
= —— T e +wL
T e T (i)

Posons 1. T “x' \(2 T = T+"‘l‘_‘:‘_’2
Gy 4T
AE % .4 dT AT o‘('mw?’w)f w U4

~_—‘ 1 ! o "b aZIL 31,_'
de AL d,“b ?11 LI 2t oy

)V\A wi S Ce U_z\me ent rud
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Donc les éguations sont celles de

e

| .. ™ (74 ;-x"—;x' ?—)

- ———

L\er\’?”r?t‘*%a '
C- Ulg =W -\_ilwsz{ )

On est dans les conditions d'application de 1'intégrale de
1'énergie = —te\, , que l'on peut redémontrer en multi-
pliant chaque équation de Lagrange en ’Z,L par ’XJ@* et en
sommant.,

Conditions 1n1tlales.

L'application ‘f’ est surjective, donc connaissant X{O) on

peut déterminer au meins un . o) CkP’ (’JO) non vide. Ensuite,

de (‘1‘( ) L(Ué) ,uto)

on peut déduire ,U) {O) 3 condition que L soit inversible,
c'est-a-dire L\.(o)f‘:o

- (X!
wigs by (5 )

4) Soit ‘1(‘(7) une solution paramétrée par g
Ay dz2[v) . dyY kv
G © plam) dE - Abde

Pour la solution considérée C‘U:- =z —4—"’ permet de déter-
do Pl (o)

miner t par quadrature, en fonction de & . Comme E est une
fonction monotone croissante de G , 7 peut donc &tre défini
en fonction de t par fonction inverse. On obtient alors XZT"[H)

_ !
, mouvement de M paramétré part . F‘x Df

d%T }T~‘i(3'>}&’\“\x5r AR 4 3T T

‘R Y Ay {-ﬁl dr v (Dfif ,ﬂ\: 2O NZ N 1 ’)‘xll\
Tl 2 T ’“‘T._TJLL +aT P
thw} 27 AL I
A BT R YU 3 AV
/“"[pyo 2T A ”W'7 ‘ﬁ’ e A ’5,‘;.
:U(_O-LE:D

T_,T);o est conséquence de \; =\ N:D
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1. 1) -/UQ)A‘QLUU.“Z-VLR, Donc /u:; ne dépend de {4 que par Nu,u

cﬁ“ﬂwua uxu w?)

2

T— ,Y,‘_’.L_.. )¢ :._.__::--———~
” o ‘ )* 2% " e

_ A
T e el ey e

i

‘,—N_/\/\

i

%\
o

~

+

&

70-"

\¢°

?‘3

—

U est donc le potentiel k'éplerien.
'1"\— TJ ppermet d'intérpréter«e\, comme étant l'intégrale d'é-

“L %—

R"" les mouvements de "‘/\ d'énergie cinétique CG' , de fonc-
tion de forces Cua y tels que (h-0 et ﬁ.-%:o, on obtient
d'une part par (F , dtautre part par le changement temporel

nergie ‘-—- “36 . Par conséquent, si on considére dans

les mouvements d'énergie de P\?’ . Réciproquement, du
fait de la correspondance des conditions initiales et des é-
nergies, tout mouvement d'énergie/p\, de TR$ peut 8tre as-
socié & au moins un mouvement de ﬁ{qvérif‘iant w=0 et d'é-
nergie nulle par ce procédé. Donc dans Rq on doit considé-
rer les 2 conditions -0 ek%»%go,

Condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement de
™M soit borné :

Dans J@Lf les équations sont fm,uu“._szu;o soit .tu—"._%_gtu:o
T

Le mouvement est borné ssi /Q\<’O auquel cas J{/L est si-

= (A 26 . 1 . N
nusoidale. Posons « — _<W ; on obtient ‘Mi:qiw)ogmi,bbw?.’

: ™
avec X = " 2’.@-\'

Conditions® w,o \

W: (@, Wt by dudw)(-dey hadesab, @ "0)
cnf,,wow»(b\,mxt)(%& (i by A 0L T)
HGZUJ):X‘D -|—b &udt\(*dcﬂo,g\not‘e;ggbg ')al‘b
~(a, B +b, Mol‘c)( A Sl Bt AU X T)
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oo = c/\((} b _a,b_ra, b -a, by) LA (LU SO b£+ G b, 2 bq}w?ayg
= by -0, b.te, by - by ko
D'autre part .V -0 , donc
o z} A 5(0; bwiot ot bywes o) L A S ;@G b, Swia g 2k
= A 3 (~asiant by an o) HaLowet b hiorw)?)- 2k =0

0= _f (haf2+1bi?) -2k

Comme “ U—l\&: 'Z'C, un mouvement est borné dans ﬁ)\g si et seu-
lement si il est borné dans fRL\‘ . Donc pour les mouvements
bornés dans fR?’ s, ONn considére les mouvements -{(SD . Ayant
déterminé plus haut les solutions ,U_"Ea) on a 2 (v)- (f('u_('b))

/( 2 ol
puis do - I@L( )uldhdonc ak - 5&(-6) s WA t(”b)

On obtient ainsi X et € paramétrés par
tion.

, d'ol 1'intégra-

2) La trajectoire dans %q est dans un plan fixe.
/(L”~‘29L M-O
,Q,NO o(z ?.?A
Mz & UL +-\o VPP
s e Plan (a,b) , plan affine passant par 0.
h-0 M- atwib ~

A€ plan (C&,b)} IM dans plan affine passant par O.

hyo 'x—%{t M-oae*Cibe ™

AR

ALE plan (a,\o)) ™ dans un plan affine passant par O.

Remarquons que ce plan n'est pas quelcongue car (@,)b-) vé-
rifie la condition

Le plan (,U‘,Uuz'jpassant par 0 est invariant car

o 2b Yeul (e :
Dy - 5 = Uy (o) = U3 lo)- '

2 = MmO ey A 1o)== Ul o ﬁguamfo
ﬂi—"q 2h 2h 0= u“\rg) vy 4 o)-0 }u«.t“:):()
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Considérons les mouvements dans ce plan. 0On a alors

x4:&‘24%11
<
\ 'X_Q_: /Uh’qu
"\_ q(gfo
Les orbites sont dans le plan X3> 0 et dans ce plan
Lgx T rx'z_,—.’j. (,ui_.+(q®)1 . C'est une transformation con-
2z

forme du plan (u‘qt) dans le plan (x, 71). Pour 1'étude des
trajectoires d'un méme plan, cette transformation conforme
suffit, mais toutes les trajectoires du probleme képierien
n'étant pas dans le méme plan, l'application (-e de )64
dansg ‘%:3 est essentielle.

3) Qquand M>0 il n'y a pas de singularité dans %q( la
vitesse est finie, l'accélération est nulle), alors que
pour M-_.yo dans “QE;S, il y a singularité dite de "col-
lision" (l'accélération est infinie). Par conséguent, pour
le passage a la collision, on a intéré&t & remplacer ™M
par M . Cette opération s'appelle une "régularisation".
Dans le cas du pitan, elle est due & Lévi-Civita ; dans le
cas de Q(gs a Stiefel.

Remarquons que, de fagon remarquable, on a identifié le

probléme képlerien de %3 a un oscillateur harmonique de t [

(_’u

(o Tl
L Ao - Aliwl2a2te o T NP ud o a2

Ici (U\') ne dépend pas qgue de \\ u\\ , d'ol la différence
avec II Cependant, montrons que w est encore une inté-
grale premi&ére, Posons R,‘; /’LLl2 —'r'\l 2 RZ - ‘_(114_ U32
Alors ,uo &( +Q’L§ .l 9)” Jrq-(p a—Q*L) R /8-2

ponc Uo est une fonction de R‘ et R

JU/ ’M \i_/‘—(.l ‘\L, +4A u.}-,\w.'

Wi -y o, Wy 2 2

T Y T, TR, g W,
= 4 W% . w, YW WL M s,
M — 2,(.(‘-—“‘ —D-—R—/..lu,_, +\’(7_ 2—U u%_';%i—l‘?.u?_:b
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Donc (O est encore une intégrale premiére.

Considérons les. mouvements Q pour lesquels w(ﬁ):t}. La mé-
thode du I peut alors &tre appliquée dans ce cadre, bien que
(Uo ne soit pas fonction de le[ parce que% est fonction
de (’Q\lJf\,(q)Et(Urz,N x) et que de ce fait, (» est intégrale
premiére et que/\)b est une fonction uniquement de ‘)(1/17,’)(3.

Cm (napone T T (Y= T (koA
T At hx zoamnd
{Unsl"ta—\—?—&'*zat'xg - est une fonction de ‘14’9(7,)’3(3
Prenons toujours /4; _’_L
2rc

On trouve donc les solutions d'énergie QLCT'U=0) de la fonc-
tion de force . _'e'}_ +ax,

2) pour M, U, Nu"qu D48 (wBu)?
Pour Mg (\1‘) ’9"((-( U(';L) g(u 7’4 L(g)

. —)
'/UO\ et mzsont des fonctions de \}'u'?q.\.(q %{brug respec-

tivement. Les mouvements de M, et M?, sont donc des mouve-

ments & accélération centrale trés classiques. Pour Nl et HZ
on a 1'intégrale des aires et le probléme s'intégre de fagon

trés classique. On a 3

7 o
( o Wy -u, uwh)=G | Ty +,C_._/ >,%+k
) } / )_"(H*
2 ’Yn(u'&u“B’uB -LL“I);CZ Y“(r(’ 3 + C,a.——z ) %-dhz
QT("L3

Les équations en TC Y et ({—r)'_;: sont du type class:.queU :ﬂ@)
et s'intégrent par guadratures ( k/jd? ). Ensuite les

intégrales des aires permettent de calculer par gquadratures

4

-C
les angles polaires (TY\"C 1y {‘) 4 mr\)*cz3 923 (2,
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On sait que 1'étude gualitative des mauvemen
fait par la discussion :%[9\30

CL
Pour Nﬂ - MmrA 3 6\94 + & Q\?‘—f— k> o
ZR) 2 i
. X ' ,
Pour M, ,’W\_S% ~+ £ Rz"% R,Ll.;, k,>o
2Kt
4l
Soit a(\’3+z@\Rz+aI2,R,_wC/D

QRB+3(Z 1+2h Q mC o

Le mouvement de MZ est toujours borné car l'inégalité n'a pas

lieu si Rz-?.')\‘_) . Un ne peut pas conclure pour M,, : il exis-

te des mouvements non bornés puisque l'inégalité est vraie si
Rl—bao. Par contre, si le polyn®Ome en'RI admet au moins 2 ra-

cines positives, il existe des mouvements bornés pour MZ-. .

3i le mouvement de M\ est associé & un mouvement de M on

aura w |t} =0 deme ~C+C =0 Sane C = (g

D'autre part si l'énergie totale est nulle : 2.b- al,-—&ka

Iv. ‘1) C'est la fameuse egressuan du champ de vecteurs d'un solide

\/(ND \/(_U);)Y,AOM ouU JL est la rotation instantanée, généra-

lisée a '%"r\, .

Nous allons la démontrer par l'équiprojectivité treés classi-

que O-G(“H “11\\1)— donc LV(HI)-V(M’L))' H.MN.-0
soit M, tel gus oHi;e“z- : (V(H).-V(H;) >»[DH'ONC):O

Ty

C'est-a-dire (V(H) V(o) *\J(o) -\ (Nb) )o (.Q M-oM)-0

e

N o cers——

Donc (\I {""\), \{(o)). oM = (V\o) M ) .G;c
(V{M-N(=) ) ey = (V(2) Sv(ue).om

Donc la i° composante de V(H\l 3) est une forme linéaire
—D
par rapport a8 OM . Donc l'application OH -> V(M) V()

est linéaire,
NS

N (M) V() = (oM
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)
Montrons que _SL est antisymétrique.

(\I('M)-\lto\); oHzo done  SU(oM). oMz
Réciproquement si \ (M)=V{o) 4 rf}t:(_OH)
(%: (MM - (VM) -V (M) M N, =0

Montrons gue (706 est blen un sous espace af‘f‘lna (générali-

sant l'axe central)
V()= Ka U = SL( ™0
4:»@(\,(02? Mo
N\ ST\ \ILO])
o

0r SV est un endomorphisme antisymétrique. On sait que

Ny g
En:\(u MO T somme directe orthogonale

~ )

Tl =3y

VQK 3’\41: kﬂi JY
Donc ﬁ (OM)-.- -—.ﬁ(\/o') admet au moins une solution st
(]DU n'est pas vide. D'autre part si H&U% MledA -
\f(M) V(M) = Rum) ¢ ke
(-—> J\' (”H')cO
—D HH((‘(@J\ -.:kc.lfh ~
Donc (/test un Sous espace aff‘ine- de direction kﬂ.&,ﬂ, .

\l est constant s}»g_r_ﬁ car V(ﬂ),\](\\\\):}\\,[HH\):O

et que

2) Ecrivons l'éguation de Lagrange relative é\g/
L6 2498 20 9t e
3¢ ’7, DW fa 20 DY
Si }U, =4O on obtlent une équation de la forme

d quG 1—%{9 }}\U:)Calculée le long du mouvement.

A Uﬂ? Mg e Sa(e)cu—
e O

‘ © = a s A —
S ’bémLo)_o lor mte).,o

Ecrivans alors pour SZ l'équatlon en Ay

A(rc T }wj LT w2V
At '?,i;% 2w Ay "a'KL Aw YA TO7,

Pour _SL © - donc
W
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2 Db

% 2T 2T
Soit T' ,\eo(,)( , o calculée par ‘311) o)
faT f)ﬁ 'b_'_ﬁ; ).1_';)— = D—E Cau Q.:..C =Q
e A T w % LN 2w

De méme ’BLT D,-G

75_%&. ’31’

gt 'ﬁ{ - ﬁu ’Dd’
L'identification ici est plus simple que dans I, II, III

car nous ne faisons pas de changement temporel.

3) N 7\ est la matrice de Gramm des lignes de /\ . L'é-
lément (‘:13) est le produit scalaire Lca\—& .

g (L Ly: A V2 av. 4l oV B0

car JL est antisymétrique. ;

DA ’
(L) -4 (z A 2y )

T A e 2w g |
tdWm )CY\
Or d 3_?._ - qii? E_:f_—- U‘é
dx ~ur ‘)wh* Y 'b‘w?fua
Si est une intégrale premidre 'f’_—,o donc jgfc\)‘l,‘:o

N M= b
donc ?;L-%Ijv A W 31—:3':0 «
donc é‘(}’i :_B-i_‘}%z:a.

L L U '
Y m% SR U -k xt
st &(L..Lg) - 3
AL

X L le
or SV étant antisymétrique %U; r)v ®)

f,“' ;
et L l_ : pour 14 <M )‘.C'Y\n '
O\X( DA
. 5\1 U_.t ch\fCH,(LC“V)Ur L{ Nz mv car X

est une intégrale premiére. Donc _0_\._ (LC“L‘Y\:O)

Considérons un systéme fondamental d'intégrales premigres

H
de \ "X,-. Ay., - Posons ( ?(«).; N o
’ s
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Ltes (n - 1) premi2res lignes de A sont indépendantes
puisque ce sont les gradients d'un systéme fondamental
d'intégrales premiéres. La n° ligne est perpendiculaire
aux (n - 1) premidres lignes puisgu'elle représente \/ .
Donc aux points ed \|#© /A est inversible. On en dé-
duit G- A4 (1)

w 4

Lalte (2w 5Nt ()
ey NG

A )‘/\ s'exprime uniquement au moyen des R, .
Par conséguent "C; est une fonction des Xy 9&,;) tus
si U, ne dépend que des x;, c'est-a-dire S\ West in-
tégrale premi2re, on peut alors appliquer III 2). On

AC _ .
Beo U |, on calcule w , on en déduit dans
)éh_, une énergie cinétique et une fonction de forces.
Ce schéma généralise I.

considére

4) Applications.
a) L est du type [\ .
Le champ de vitesses est \I: (Mq -Ra WU, 4—(,\) avec

O © o A

o
n - ©
o 4 o o

-A 0o O ©
N (M) S2(oM) car N{0)=0D

W Ao ANy -sont bien des intégrales premieéres de\( car

LC‘ L,-0 dans L. . ,,l’ul@\—u?'_l
l‘ - 9(0 . i . u‘ u > AU
b) Exemple dans 3 \ (-uz)u\) /\:( T 2 )
% " X -0, Uzﬂu?',(y.u‘ [0t Ty
- o j LS
> \\ \\ / \ ny ‘uz -U.t &1‘

Lyt 2 2z (& e &)
- 24 R " rd
. (2tw) YEooe we TR VU
2L Y]
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Les mouvements de la droite %4 associés i (VT/\)\I sti-

dentifient. &4 des mouvements du plan }G? associés a
O Al AL \ avec _ s 4 __’.
(z\\_u\\ }\b(z) ) W, 4 U, U4, c0

e) V. (-oAu, xu, =) ﬁj:(o_xo)

K o o
o © o o/
V(M); v fL(OH)
* ’ !
(14_‘4‘311 fl?,:'u’% {fiwc‘j‘f_t Qo - AU Ut dU,uzk-V‘us
2 4 Ue
. , 27Xy 0 o
N . A
A © 2%, 2
o o U‘I“ZI’L’LX/Q /
' (= A Y, A 1 ¢ (L(_ /‘ wZ
w = K AL A,y
“ \ g A2 e R Y
(%%;O =7 3 =0 T- (D% 3'7(_:, i,{z'—(-Z'X’ o(QD'C,Lq']
5) En effet C -V hot wa? ,_-,T(’x/-;{) F Wt
’}_E = QO ¢=7W=0
L

On peut donc considérer les mouvements de -%3 comme
associés & des mouvements de %Lf avec (\@;Toq;’*“*wf,‘

%:%o\b et WwW=0 .
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