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1. COMPOSITION DU JURY

Inspecteur général de / ‘Fducation nationale, président
Inspecteur généra} de I’Education nationale, vice-président
Professeur & I'université de Paris VI

Assistant & l'université de Paris VII

Maitre assistant a l'université de Nancy [
Professeur au lycée Thiers a Marseille
Professeur au lycée Montaigne a Bordeaux
Professeur & I'université de Lyon |

Professeur au lycée Louis-le-Grand a Paris
Professeur au lycée Condorcet & Paris

Chargé de recherches au C.N.R.S.

Professeur & l'université d’Aix-Marseille Il
Professeur au lycée Henri IV a Paris

Professeur au lycée Montaigne a Bordeaux
Maitre assistant a l‘université de Rennes |
Maitre assistant & I'université de Clermont-Ferrand Il
Professeur 8 I’'université des Pays de I"'Adour
Professeur au lycée St Louis.a Paris

Maitre assistant a l’'université de Paris VI
Mafitre assistant & l'université de Paris X/
Maitre assistant a l'université de Paris
Professeur au lycée Clémenceau a Reims
Professeur a I'Institut national des sciences appliguées de Rennes
Maitre assistant & I'université de Rennes |
Chargé de rechrches au C.N.R.S.

Maitre assistant & [‘université de Nancy |
Assistant a l’université de Paris VI

Professeur & I'université de Rennes |
Professeur au lycée Louis-le-Grand a Paris
Professeur au lycée Louis-le-Grand & Paris
Professeur au lycée Pothier a Orélans
Professeur au lycée Faidherbe a Lille
Professeur a l’université de Paris VI

Professeur & I'université d’Orléans.

Professeur a i‘université de Caen

Professeur au lycée Pothier a Orléans
Professeur au lycée Chateaubriand & Rennes
Professeur a l'université P. Sabatier a Toulcuse
Professeur au lycée Chateaubriand a Rennes
Professeur au lycée Baggio a Lille

Professeur & I'université de Caen

Maitre assistant a l'université de Rennes
Professeur au lycée St Louis 4 Paris



2. CALENDRIER DES EPREUVES

2.1 Epreuves écrites

o Elles ont eu lieu aux dates suivantes :
Mathématiques générales : 6 mai de 8 & 14 heures
Anaiyse : 7 maide 8 a 14 heures
Mathématiques appliquées : 9 mai de 8 3 14 heures.

e La liste d'admissibilité a été afficheée le 20 juin au lycée Montaigne et 34 rue de Chéateaudun.

2.2. Epreuves orales
Elles se sont déroulées du 27 juin au 20 juillet au lycee Montaigne a Paris.

Les résultats définitifs ont été publiés le 21 juillet.

3. STATISTIQUES DIVERSES

3.1 Résultats généraux

Postes Mis au CONCOUIS . . o v o o v v v v m e s e 82
Candidats iNSCIItS . . . oo v oo v oo 1826
Candidats présents a la premiére épreuve ........ 1 430
Candidats présents a la derniére épreuve . . . .. .. .. 1279
Admissibles (*étrangers) . . . ... 2256+ 1*
AAMIS . o o e i e 82+1*
Susceptibles d'étre admis aprés démissions. . . . . .. 2

Moyenne sur 20 des points obtenus par :
Le premier admissible . . ... ... 5n
Le dernier admissible . . . . . e A 7
Lepremieragrége . . . .. . - cc s 18,5
Le dernier agrége . . . .v o e s s 10

3.2 Répartition des notes d’écrit

Le tableau ci-dessous indique le nombre N(m) de candidats qui ont obtenu aux épreuves écrites une

moyenne, sur 20, supérieure (au sens large) @ m.

m 18,5 15 12,56 10 9 8 7 6,5
N{m) 4 15 40 83 126 179 226 259
6 5 4 2
N(m) 305 386 497 813

.




3.3 Répartition entre les options

ANALYSE NUMERIQUE . MECANIQUE PROBABILITES
Inscrits » 806 - 225 795
Admissibles 89 15 122
Admis 28 7 47 +1*

3.4 Situation universitaire des candidats

Dans le tableau suivant, les notations U, J, C, F, T, correspondent aux candidats des E.N.S. : ULM, JOUR-
DAN, ST CLOUD, FONTENAY et E.N.S.E.T. Les autres abréviations sont les suivantes :

E vt e Etudiants

LPES, . . e e Eleves des |.P.E.S. et ex éléves-professeurs

CPR. .. e Stagiaires de C.P.R.

PG e e Certifiés, bi-admissibles ou certifiés stagiaires

A e e Assistants

CO. ......... e e e e e Coopérants ou détachés

SN e Professeurs au service militaire, en congé, en sursis, ou
en disponibilité

5 2 A.E., P.E.G.C., Instituteurs, M.I-S.E., divers

M.A, e Maitres auxiliaires

P o e e e e Enseignement privé

L e Ingénieurs

‘L astérisque correspond a des candidats étrangers)

CANDIDATS v J c F T £ IPES CPR PC
Inscrits 23+1* 29 18 31 40 268 116 201 643
Admissibles 22+1* 24 13 16 30 28 28 17 25
Admis 17+1* 13 12 4 11 8 6 4 5

CANDIDATS A co. S MA. P D 1 TOTAL

—l—n—sw«:—;its 15 75 59 57 180 67 3 1826
Admissibles 3 1 11 0 5 o 2 225+1*
Admis 0 0 2 0 0 0 0 82+1*




3.5 Répariition suivant ies centres d'écrit

CENTRES CANDIDATS | INSCRITS M&Y’T‘:&g%’:,':g:&s ADMISSIBLES ADMIS
Ajaccio _ 5 i 1 0 0
Aix-Marseille 67 39 6 1
Amiens 56 36 1 0
Besancon 23 19 2 | 1
Bordeaux - Pau 38 28 3 0]
Caen 26 15 2 2
Clermont : 21 14 0 ¢
. Dijon _ 29 21 8 1
Grenoble 91 73 5 1
Lille 148 103 6 0
Limoges 15 11 0 0
Lyon - St Etienne 80 61 6 0
Montpellier 34 23 1 0
Nancy - Metz 67 49 3 1
Nantes 60 41 4 1
Nice 59 46 4 1
Orélans - Tours 36 25 1 0
Paris - Créteil - Versailles 583 411 156 69+ 1*
Poitiers 17 14 2 0
Reims 22 15 1 0]
Rennes - Brest 43 26 6 2
Rouen 59 50 2 0
Strasbourg - Mulhouse 37 28 1 0
Touiouse 60 37 4 2
Alger - Rabat - La Réunion -
Cotonou - Abidjan... 150 84 4 0




MATHEMATIQUES GENERALES

Durtg : 6 heures

INTRODUCTION

Dans tout le probléme, n désigne un entier supérieur ou égal & 2, K un corps
commutatif et 1 I"unité de K; M, (K) est 1a K-algébre des matrices carrées d’ordre
n A coefficients dans K, que 1'on note aussi M, , de méme cue 1’on sous-entend K
dans les définitions suivantes :

i. GL,, ensemble des éléments inversibles de M, ;

ii. L,, ensemble des éléments de GL, dont chaque colonne contient un et
un seul terme non nul;

iii. S, (resp. A,) formé des éléments de L, dont tous les coefficients non nuls
valent 1 (resp. sont situés sur la diagonale principale).

I, désigne l'unité de M, et, pour tout A € M,,, on note *A (resp. tr(A)) la trans-
posée de A (resp. sa trace). Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie,
L(E) est la K-algébre de ses endomorphismes et idg I'unité de L(E); pour tout
feL(E), on note .(f) [resp. x(f)] le polynéme minimal de f (resp. son poly-
ndme caractéristique). Par ailleurs, si ¢ est un élément du groupe X, des permu-
tations de {1, ..., n}, e(c) désigne la signature de o et A, la matrice carrée d’ordre
n dont, pour i, j = 1, ... , n, Pélément (7, j) vaut 1 si i = &(j) et 0 sinon.

On rappelle enfin que tout R-espace vectoriel est canoniquement muni d’une
structure d’espace affine réel et, si il est de dimension finie, d’une topologie natu-
relle, celle définie par I'une quelcongue de ses normes.

Les cing parties sont dépendantes, mais on peut traiter chacune en admettant
les résultats de celles qui précédent.



PREMIERE PARTIE

1° q. Vérifier que lapplication & --» A, est un homomor hisme de X, dans
b o n
GL, et une bijection de %, sur 5,.

b. Etablir que tout élément A de L, s’écrit, de manitre uniaie, sous la
. n ? i
forme A = DA,, oeXx, o Deld,, puis que L, est un sous
groupe de GL, . A, (resp. S,) est-il un sous-groupe distingué de L, ?

e. Déduire de ce qui prévede, a aide dune méthode de denombrement que
Pon détaillera, que ponr fout nombre premier q 2 2 et tout entier
naturel m, mi(q — )™ divise (o™ — 1) {77 = gy g™ = g™t

2° On suppose, dans cette question seulement. que K est algébriquement clos
et on désigne par p la caractéristique de k. Spient E un K-espace vectoriel de
dimension net B = (e,, ..., ) unc buse de E; pour tout 5 € S, . on note f
Pendomorphisme de E dont la matrice dans B est A .
a. Combien vaut le déterminant de f, ?

b. Dans le cas particulier ot s est un cycle dordre n, établir que
w(f5)(T) = T™ — 1; combien vaut alors y(f,) (T)? Trouver une condition
nécessaire et suffisante, portant sur n et p, pour que f; soit diagonalisable;
lorsque cette condition est vérifiée, expliciter P e GL, et D €A,
tels que A, = PDP 7.

¢. & est maintenant un élément quelconque de 2, déterminer p.(f;) et
1(f,) en fonction de o.

3° On conserve les notations de 2°, mais K désigne un corps quelconque de
caractéristique nulle; A est la droite vectorielle de E engendrée par €, + ... -+ €,
et H ’hyperplan d’équation %, + ... + x, = 0. Un sous-espace E' de E est dit
S-stable lorsque f,(E') < E’ pour tout ¢ € Xy .

a. Vérifier que A et H sont tous deux Z-stables et supplémentaires dans E,
montrer que le projecteur sur A parallélement 3 Hest:

Py =n] 2](}'
FE Ln

b. Soit » un élément non nul de H, démontrer que {f;(v) [ o € Z,} est une
partie génératrice de H (on pourra utiliser le fait que deux au moins
des coordonnées de v sont distinctes).

¢. Déterminer tous les sous-espaces L-stables de E.
4° Soit T' = {f e L) [VoeZ, fofs=/fs o f}, démontrer que I' est

la K-sous-algtbre de L(E) engendrée par p,, c’est-a-dire la plus petite sous-
algébre de L(E) contenant idg et p, .

DEUXIEME PARTIE

Les notations sont celles de la premiére partie, mais K estici le corps des nombres

réels. On note Q, 'ensemble de toutes les matrices A = (a;, 4) appartenant a
M, , telles que les 2n sommes

h n
N Vg ™ L.
\ Qg ko ""ak_,1 L,]=l,...,n
. - |
ko=l k=1

soient toutes égales entre elles, et on désigne alors par 5(A) leur valeur commune.

On dit que A est équilibrée (d’ordre #) lorsque A appartient 4 £, , a tous ses
coefficients = 0 et vérifie s(A) = 1, et on note (2, Tensemble des mairices

équilibrées d’ordre n.
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PREMIERE PARTIE

1° @. Vérifier que V'application 6 —» A est un homomorphisme de X, dans
GL,, et une buectlon de %, sur S,l .

b. Etablir que tout élément A de L, s’écrit, de maniére unique, sous la
forme A=DA,, ceX, et DeA,, puis que L, est un sous-
groupe de GL,, . A, (resp. S,) est-il un sous-groupe distingué de L,, ?

¢.  Déduire de ce qui précéde, a I'aide d’une méthode de dénombrement que
Uon détaillera, que pour tout nombre premier ¢ > 2 et tout entier
naturel m, m!(qg — 1)™ divise (4™ — 1) (g™ — ¢) ... (@™ — g™ ).

2° On suppose, dans cette question seulement, que K est algébriquement clos
et on désigne par p la caractéristique de K. Soient E un K-espace vectoriel de
dimension n et B = (e,, ... , €,) une base de E; pour tout ¢ € Z,, on note f,
Yendomorphisme de E dont la matrice dans B est A, .

a. Combien vaut le déterminant de f; ?

b. Dans le cas particulier ou 6 est un cycle d'ordre n, établir que
y.( fo) (T) T" — 1; combien vaut alors x (/) (T)? Trouver une condition
nécessaire et suffisante, portant sur n et p, pour que f, soit diagonalisable;
lorsque cette condition est vérifiée, expliciter P e GL, et D e A,
tels que A, = PDP .

¢. ¢ est maintenant un élément quelconque de X,, déterminer w(f,) et
% (f5) en fonction de a.

3° On conserve les notations de 2°, mais K désigne un corps quelconque de
caractéristique nulle; A est la droite vectorielle de E engendrée par e, + ... + ¢,
et H Phyperplan d’équation %, + ... + x, = 0. Un sous-espace E’ de E est dit
Z-stable lorsque f,(E’) = E’ pour tout 6 € X,

a. Vérifier que A et H sont tous deux Z-stables et supplémentaires dans E,
montrer que le projecteur sur A paralitlement a H est :

1
n'_! :fa

CENn

Py =

b. Soit » un élément non nul de H, démontrer que {f,(v) /| 6 € X,} est une
partie génératrice de H (on pourra utiliser le fait que deux au moins
des coordonnées de v sont distinctes).

¢. Déterminer tous les sous-espaces Zi-stables de E.

40 Soit ' = {feL(E) | Vo eX, fofs=/Ffys0f} démontrer que I est
la K-sous-algtbre de L(E) engendrée par p,, cest-d-dire la plus petite sous-

algébre de L(E) contenant idg et p, .

DEUXIEME PARTIE

Les notations sont celles de la premiére partie, mais K est ici le corps des nombres

réels. On note Q, 'ensemble de toutes les matrices A = (a,, ;) appartenant &
M, , telles que les 2n sommes

n

n
S‘a(.k’Eak.f’ i,j=1.,...’n

k=1 k=1
soient toutes égales entre elles, et on désigne alors par s(A) leur valeur commune.

On dit que A est équilibrée (d’ordre n) lorsque A apparnem a Q,, a tous ses
coefficients = 0 et vérifie ¢{A) = 1, et on nuic &, Fenscmbie des inatrices
équilibrées d’ordre n.
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On rappelle que si s est un nombre réel, s > 1, on note L I’espace des classes ©
de fonctions complexes mesurables définies sur [0, 1] et telles que pour toute fonc-
tion f de la classe 7, on ait :

J'msdp < .

Comme c’est I’'usage, on se permettra dans toute la suite de noter par une méme
lettre une classe de fonctions et un représentant quelconque de cette classe; c’est
ainsi qu’on définit simplement la norme d’un élément f de L* par :

1 = ( f1r1e du )




19 g. Soient f € L(E) et A la matrice de f dans B, vérifier que A €82, »i, et
seulement si, chacun des deux sous-espaces A et H est stable par f; en

déduire que Q. est une R-sous-algébre de M, et déterminer sa dimen-
sion. L’application A — s(A) est-elle un morphisme d’algébres?

b. Montrer que £, est convexe, compact et stable par multiplication;
trouver toutes les matrices d’ordre n qui sont i la fois équilibrées et
orthogonales.

2° Expliciter tous les idéaux bilatéres de Q, et déterminer son centre.

~
3° Démontrer que £, est le sous-espace vectoriel de M, engendré par S,
(on pourra raisonner par récurrence et utiliser la premiére partie).

TROISIEME PARTIE

On se propose de montrer que , est I’enveloppe convexe de S, . Pour tout
prop q 1YY n

X = (%,, ...,%,) €R", onnote X = (x,, ..., x,) lunique élément de R"
vérifiant les propriétés suivantes :

1. 9—61 > ... 2 ;n;
ii. il existe un v € X, tel que X = XA,.
De plus, si Y = (y,, ..., ¥,) est un autre élément de R", la notation Y <X
signifie que :
;1—{— +5,'k £ ;:, e +;k pour k=1,...,n

etonnote Y < X lorsqu’on a simultanément :

i. Y 94X,

ooyt e Fya=x 4 o o,

Enfin, [ X] désigne 'enveloppe convexe de 'ensemble des XA, c € X, .

1° g. Larelation Y < X définit-elle un ordre sur R™ ?

b. Soient X, ..., X,, Y des éléments de R", montrer que Y appartient a
I’enveloppe convexe de {X,, ..., X,} si, et seulement si, pour toute
forme lindaire @ sur R", on a :

DY) < max (@ (X,), ..., (X))
¢. En déduire que [X] est exactement formé de tousles Y ¢ R™ qui vérifient

Y < X.

2° Soit A = (@, ;) un élément de Q,, distinct de I, ; démontrer qu’il existe
un ¢ € X, , ¢ # id, tel que :

Vie{1,...,n}(c(k) # k = agyey,x # 0)

(on pourra raisonner par I’absurde et utiliser e polyndme caractéristique de A).

3° Soit M un élément de M, .

a. On suppose que, pour tout 6 € X, , ¢ # id, ona tr(MA;) < tr(M); établir
qu’alors
)] VAeQ, trMA) < tr(M).

b. Prouver que (1) demeure si 'on suppose seulement que tr(MA,) < tr(M)
pour tout g € 3, .



¢. Démontrer que Q, est 'enveloppe convexe de S, et, plus précisément, que
tout élément A de Q, peut s’écrire sous la forme

A= 2 A Ag,

el

les A, étant tous > 0, de somme 1 et I étant une partie de X, de cardinal
< nt—2n+ 2.

4° a. Soient Xe= (%, .-r %) et Y =, o0 ¥,) deux éléments de R™,
montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i Y <X,
ii. ilexisteun A € Q,tel que Y = XA,

n

n
iii. pour toute fonction u, convexe de R dans R, ‘3 u(y;) < E u(x;) .
i=1 i=1

b. Soit M € M, , démontrer que M est équilibrée si, et seulement si, XM < X
pour tout X € R™

QUATRIEME PARTIE

Si A = (a,, ;) est une matrice carrée d’ordre n A coefficients dans le corps K,
on appelle permanent de A la quantité

—
per (A) = 2 Qg(y,1 Ba@ya » Bomyn -

GE.\.:n

1° g. Expliquer pourquoi per(A) est une fonction n-lindaire symétrique des
colonnes de A, énoncer et démontrer une formule permettant le déve-
loppement d’un permanent par rapport 3 une colonne. Combien vaut

per(A) si A est triangulaire, si A est de la forme (‘3,‘3,), avec

AeM,,A"eM,pt+g= n?
b. Dans le cas particulier ot A est semi-triangulaire, c’est-d-dire telle que
__.—0deésquej > i+ 1,onnote B1la matrice d’ordre n dont’élément
(i, /) vaui gy ;=i > jet —ayy sinon. Montrer que det(A) = per(B).
¢. Démontrer par contre que, si n. > 3, il w'est pas possible de trouver une
suite (z;, ;) d’éléments de { — 1,1} telle gue pour tout A={u 5y eMa,
en notant A, la matrice (@, 5 & ;), on ait

det(A) = per(A,).

20 . Soit A € Q,, établir que
0 < per{A) < 1
et que per(A) = 1si, et seulement si, A appartient & S, .

b. En déduire le résultat suivant : si G est un groupe fini et H un sous-
groupe de G d’indice r (c’est-a-dire tel que card (G) = r card (H)),
alors il existe des éléments %, , ..., %, de G qui représentent a la fois
toutes les classes 3 gauche et toutes les classes & droite modulo H.

3° g. Soit M une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels > 0; démontrer
que per (M) = 0 si, et seuloment si, on peut extraire de M une matrice
nuile 3 s lignes et ¢ colonnes, avec s 4+ t—=n-+ 1




b. Déduire de ceci e « lemme des mariages » : si F et G sont deux ensembles
finis et v une application de G dans 1’ensemble des parties de F, les
conditions suivantes sont équivalentes :

i. il existe une injection T de G dans F telle que I'(x) € v (%)
pour tout x € G;

ii. pour toute partie G' = G, card (U Y(x)) > card (G)
zeG’

(on pourra se ramener au cas ou card (F) = card (G)).

CINQUIEME PARTIE

E désigne maintenant un espace hermitien de dimension n, dont on note ( |)
le produit scalaire; pour tout m = 1, ..., n, F,, désigne le C-espace vectoriel
des formes m-linéaires sur E, et T, le dual de F,,.

Si v, w., v, appartiennent & E, on note ¢ (v, , ..., v,) I'dément de Ty défini
par :
E(0yy ees V) (@) = @ (v,, ..., v,) pour tout ® € F,, .

1° a. Montrer que ¢ : E,, > T,, est m-linéaire et qu’il existe sur T,, une structure
d’espace hermitien dont le produit scalaire, encore noté ( | ), vérifie
pour tous v,, .., v, et w,, ..., Wy, appartenant a4 E :

) s s ) [ (W, ey wy)) = (0, W) e (V| wy)

(on pourra d’abord établir que, si B = (e,, ..., e,) est une hase de
E, alors les ¢ (€1, 5 s ey, )» pour @y s in) € {1, ..., n}™, forment
une base de T,). Peut-il exister sur T,, plusieurs produits scalaires
vérifiant (r)?

b. Sic e Z, et ® € F,, on définit ®° par
D% (v,,.,v,) = D (”a~1(1)’ s vﬂ_l(m));

l'application ® ~—» @° est un endomorphisme de F, dont on

note P(o) le transposé. Montrer que P(s) est un endomorphisme
unitaire de T,, et que son adjoint est P (¢7).

¢. On définit :
A, ={8eT,/VoeZ, P()(¢)=c()E},
Swn = {£eTy/VoeZ, P()(E)=E}
Gy 1 Q0 .
Etablir que n, = — Z ¢ (6) P(o) est le projecteur orthogonal
g€Xln
sur A, et expliciter celui sur S, , qu’on notera w;. En déduire la
dimension de A,,.

2° a. Soient f € L (E) et m € {1, ..., n}, montrer quil existe un unique
Sfm € L(T,) tel que, pour tous v,, ..., v,, appartenant & E, on ait
Jn @@, s o)) = t(f(,), s S @Wn))
Si g est un autre élément de L(E), (gof), vautil gnof, ou frogn ?
Soit f* I'adjoint de f, a-t-on (f*), = (fn)* ? Vérifier que A, et S,
sont stables par f,, .

b. Démontrer que, si v,, ..., v, sont des vecteurs propres linéairement
indépendants associés aux valeurs propres de f (non nécessairement
distinctes) A, , ..., A, alors w, (£(v,, ..., v,)) est un vecieur propre
non nul pour la restriction, notée f,;, , de f,, & A,. A quelle valeur
propre de £, , est-il associé ?

¢. Déduire de ce qui précéde 'expression de 4 (f (T) en fonction des
qui p. I L Um, a)

valeurs propres (A, , ..., A,) de f (on pourra commencer par le cas ot
les A; sont deux & deux distinctes).

N
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3° Soient f un automorphisme de E et f* son adjoint.

a. Montrer que toutes les valeurs propres de f*o f sont des réels > 0; on
- note k, , ..., k, leurs racines carrées positives et A, ; ..s Aq les valeurs

propres de f.
b. Démontrer qu’avec les notations. de la troisiéme partie :
(Log | |» wos Log|2n|) < (Log &, ..., Log k).
¢. Etablir I'inégalité de Weyl :
(JA |5 a2 ) < (k3 , ..., k) pour tout réel s > 0,
(on pourra utiliser une fonction auxiliaire convexe sur R").
4° f est toujours un automorphisme de E, mais on suppose de plus que (f(v) | v)
est un réel > 0 pour tout v # O.

a. Que peut-on dire de f et de ses valeurs propres ? Etablir que, si
(e, «» €y) est une base orthonormale quelconque de E, alors

(Log Ay » s Log As) <1 (Log (F (&) | €)5 s Log (f (en) | €n))

(on pourra observer que, si (¥;, - u,) est une base orthonormale
de vecteurs propres pour £, 1a matrice d’élément (i, j) | (uq|e)|*
est équilibrée).

b. En déduire I'inégalité suivante : si A et B sont deux matrices hermitiennes
définies positives d’ordre n, alors :
(det (A + B))» > (det (A))/" + (det (B))1/».

59 g. Soient v, , «rs U s W, 5 -, Wm appartenant a E, on note S (v, w) la matrice
carrée d’ordre m dont ’élément (i, j) est (v;| w;). Montrer que

(705 (¢ (V5 voes vm)) | s (8 (w15 ooy wnm))) = %—' per (S (v, w))-

b. En déduire que, si M et N sont des matrices carrées quelconques d’ordre
n A coefficients complexes, on a :
| per (MN) |? < per (MM*) per (N*N)
et que, si A est hermitienne définie positive, alors per (A) > det (A).
c. Soit A € Q,, on suppose de plus que A est hermitienne définie positive,
démontrer I'inégalité de Van der Werden :

!
n*’

per (4) > —




RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

I. Théme du sujet
‘L'objet du probléme était de démontrer, dans un cas particulier,
une célébre inégalité sur les permanents, proposée en 1926 par Van der Weerden

et dont la forme générale demeure aujourd'hui encore une conjecture.

Apparue pour la premiére fois dans un mémoire de Cauchy, la notion
de permanent pose des problémes de calcul et de minoration bien plus délicats
que le déterminant ; faute de méthodes véritablement efficaces, on n'en connais-—
sait encore récemment que peu de propriétés significatives et son étude s'était
trés ralentie. L'apparition de nouvelles méthodes (dont la partie V donne un
exemple), la découverte d'applications nombreuses et parfois inattendues,
comme la théorie des jeux, les probabilités, diverses questions de physique
statistique ou de théorie des champs, ont fait du permanent 1'objet de recher-

ches actives et de fréquentes publications.

il. Observations

Les parties I et II concernaient essentiellement la représentation
naturelle du groupe des permutations ; s'agissant d'un début de probléme,
les erreurs les plus fréquentes viennent de 1'inattention (matrice diagonale
commutant avec toute autre matrice, diagonalisation et valeurs propres, di-
merision d'un espace vectoriel produit), de raisonnements mal organisés (dé-
montrer que PA est un projecteur, trouver les sous-espaces stables ou les
opérateurs d'entrelacement au II 4°, montrer la compacité de Qn) ou d'un

attralt trop exclusif pour les qualificatifs "évident", "trivial", "clair®.

De ces premiéres questions, traditionnellement plus faciles, les
candidats doivent s'attacher & donner des solutions bréves et complétes, sans
étourderies ni incohérences, pour gagner un maximum de points tout en conser-
vant par la suite des ressources et du temps. I1 faut aller assez vite pour
pouvoir aborder aprés des questions substantielles, mais demeurer convaincant
une question simple ne "paie" qu'a ce prix,et faire sentir en quelgques mots
pourquoi une propriété est évidente vaut bien mieux que de la proclamer telle
ou, 4 1'inverse, de la noyer sous un flot d'égalités et de raisonnements su-

perflus.
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Signalons par ailleurs, au chapitre des satisfactions, une meilleure
compréhension des groupes linéaires sur les corps finis et des raisonnements
plus convaincants sur les projecteurs qu'au concours 1978.

La partie III faisait démontrer, par une &légante méthode due &

Mirsky, un résultat classique de Birkhoff : les sommets du poly&dre Qn sont
des matrices de permutation. Point n'était besoin du théoréme de Hahn-Banach
au 1° b) et, si 1'on y tenait, encore fallait-il en justifier soigneusement
1'usage, de méme qu'au 3° ¢) la limitation du nombre de coefficients non nuls.
Les autres questions faisaient surtout appel a 1'ingéniosité des candidats,

3 leur perspicacité, et demandaient qu'ils puissent utiliser avec efficacité
Jeurs connaissances élémentaires (formes lindaires, polyndmes caractéristiques)g
Si la lecture de plusieurs copies est un plaisir & cet égard, de nombreuses
autres laissent 1'impression d'une bonne volonté mal concrétisée et d'un en-
tratnement insuffisant ou irréaliste 3 ce type d'épreuve. La limitation de
durée, et les conditions psychologiques qui en découlent, sont un aspect im-
portant de 1'dcrit, aussi ne peut-on vraiment s'y préparer qu'en "temps réel"
et non par la simple rédaction de problémes, en quelque nombre que ce soit.
Savoir assimiler rapidement un texte et des notationms, organiser son temps,
rédiger vite et clairement, sont des qualités essentielles au Concours, et
bien des candidats pourront y améliorer considérablement leur score si ils
consacrent davantage de temps 3 les acquérir ou les perfectionner et si, tout
au long de leur année de préparation, ils tachent de se faire, puis de conser-

ver, des épreuves une vision aussi exacte et compléte que possible.

La notion de permanent apparaissait au IV oll quelques questions
¢1émentaires familiarisaient avec son usage, avant que 2° et 3° n'en fassent
étudier 1'application & deux probl&mes de combinatoire. De méme qu'au I, il
était bon de traiter 1° de facon rapide et convaincante puis, comme au III,
de mobiliser son intelligence pour "identifier" le permanent sous les problémes
apparemment fort éloignés qu'il s'agissait de résoudre. En ce domaine, la

palme du non-conformisme revient sans conteste & cette copie oll le lemme des

. P . . R
mariages, établi en premier par la — fastidieuse - méthode de récurrence,
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vise ensuite (et sans succds) 3 démontrer le résultat préliminaire d'ol il

était justement question de le déduire !

‘En application des résultats de III et IV, et a8 1l'aide d'une struc-
ture hermitienne sur les espaces de tenseurs symétriques ou alternés, la
partie V faisait démontrer plusieurs inégalités non triviales. Signalons que
la relation du 5° a), oll le permanent apparait comme un produit scalaire dans
1'espace Sm’ est 3 l'origine de plusieurs résultats importants, et notamment
de la "version hermitienne" de la conjecture de Van der Weserden, qui repré-
sente le progrds le plus significatif accompli dans cette direction. Comme
dans tout probldme d'algdbre multilinéaire, les propriétés &tudiées en 1° et

2° g) demandaient qu'on réduisit les vérifications & une base, faute de quoi

elles devenaient inextricables. Réduction aussi, mais d'une toute autre nature,

3 une partie dense de L(E), pour la question 2° c), afin d'éviter les problémes

de multiplicité de valeurs propres. Les candidats sont &videmment fort peu nom-

breux & aborder cette partie, et les réponses satisfaisantes relativement rares

sans doute un entrainement plus efficace aurait-il aidé les meilleurs & conser-

ver plus intactes leurs forces et 4 tirer davantage parti de leurs capacités.

C'est au total une impression assez favorable qui se dégage de la

lecture des copies. L'intérét du Concours et 1'opportunité d'une préparation

sérieuse sont visiblement ressentis par une large majorité de candidats, ainsi

-

qué 1'absurdité qu'il y a 4 remettre copie blanche ou a participer en simple
figurant ; les connaissances de base semblent mieux assimilées et les erreurs

grossidres moins fréquentes que les années précédentes.

Au chapitre des progrés possibles, deux points nous paraissent pri-
mordiaux. En premier lieu, 1'importance d'une préparation réelle a 1'écrit
doit &tre plus clairement pergue : il ne s'agit pas seulement d'apprendre des
mathématiques, mais de savoir comprendre, résoudre et rédiger un probléme de
manidre convaincante en un minimum de temps ; il ne s'agit pas de posséder le
corrigé de nombreuses épreuves de 1'Agrégation, mais d'avoir plusieurs fois

dans 1'année, individuellement et en temps limité, simulé leur déroulement ;

il ne s'agit pas d'étre érudit mais efficace et des connaissances, aussi éten-

dues soient-elles, ne servent de rien si 1l'on est hors 4'état de les appliquer

15
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promptement le jour du concours.

Insistons, en second lieu, sur les bienfaits deés exercices de mise
en ceuvre et d'approfondissement. Par la familiarité qu'ils procurent avec les
théories du programme, par les liens qu'ils révélent entre ses divers chapitres,
par les méthodes auxquelles ils habituent et 1'ingéniosité qu'ils stimulent,
ils rendent les connaissances a la fois plus slires et plus maniables, done

plus probablement efficaces au moment des épreuves.

Souhaitons, pour conclure, aux futurs candidats, qu'ils concrétisent
le mieux possible leur volonté de réussir et, en tirant davantage parti de
leurs connaissances ‘et de leurs dons, qu'ils puissent mettre de leur c8té un

maximum de chances de succes.

1. Répartition des notes

Notes Nombre de candidats
0 113
1- 4 394
5— 8 270
9—12 177
13— 16 141
17 — 20 117
21 — 24 95
25 — 28 71
29 — 32 . 40
33 — 36 31
37 — 40 15
41 — 48 156

49 — 60 7




COMPOSITION D’ANALYSE

DurgE : 6 heures

NOTATIONS ET RAPPELS

On note R le corps des réels, R* ’ensemble des réels positifs ou nuls, C ie corps
des complexes.

On rappelle qu’un espace de Banach complexe est un espace vectoriel complexe
normé complet pour sa norme. Si E est un espace de Banach complexe et || . || sa
norme, on appelle opérateur de E toute application linéaire continue T de E dans
E et norme de I'opérateur T le nombre

ITI = sup |IT@].

Hzil <1

Définition. Un opérateur T de E est dit projecteur contractant s’il a les deux
propriétés suivantes :

a T2 =T
b. ||T| < 1.

L’objet du probléme est ’étude des projecteurs contractants de certains espaces
de Banach complexes.

Les parties 1, I, III du probléme sont indépendantes (sauf en ce qui concerne
les notations).

N.B. — On rappelle que le soin apporté & la rédaction est un élément important
d’appréciation. Par exemple, les passages & la limite dans les intégrales devront
étre soigneusement justifiés.



P appeniss

PREMIERE PARTLE

Si un espace vectoriel complexe E est muni d’une forme sesquilinéaire hermi-
tienne définie positive notée (x | ¥), on peut définir une norme par
P ’ 1
=] = (x]=)2
Un espace complet pour une telle norme est dit espace de Hilbert complexe.
Deux éléments x, y de E tels que (x | ) = 0 sont dits orthogonaux. Si F est un

sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F et on note Ftle sous-espace
formé des vecteurs orthogonaux i tous les éléments de F. Si F est un sous-espace
fermé de E, on désigne par Iy I’opérateur de projection orthogonale sur F qui a
un élément x de E associe 'unique élément IIg (x) de F tel que :

x — HF(x)eF'L.

A tout opérateur T d’un espace de Hilbert E, on peut associer un unique opé-
rateur T* tel que 1’on ait : :

VxeE VYyeE (T@) |y =(]|T*(y).
T* est appelé adjoint de T.

1° Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert complexe E; établir que

IT|= sup |[(TE) ][]
Hezll <1
Hull <1
En déduire que || T* || = || T |}.

Dans tout le reste de cette premiére partie, on suppose que T est un projecteur
contractant.

2° Montrer que T* est alors un projecteur contractant.

3° On note F I'image de T; montrer que F est un sous-espace fermé.

On note F* I'image de T*.
4° Montrer que le noyau de T est I'orthogonal de F*.

5° Soit x un élément de E; établir que on a x == T (x) si et seulement si
x = T* ().

6° Déduire de ce qui précéde que T est la projection orthogonale sur F.

DEUXIEME PARTIE

. o

Si « est un nombre complexe non nul, on note sgn (x) le nombre -I-——| .
' o
On pose sgn (0) = 0.
Si r est un nombre réel strictement positif et « un élément de C, on pose
Cald = sgn («).|a|"

L’attention des candidats est attirée sur le caractére inhabituel de cette notation.
1° Soit u un nombre complexe, u = a + ib, @ € R, b € R; donner un dévetop-

pement limité & T’ordre 1 au voisinage de 0 des fonctions d’une variable réelle &,
et k, définies par :

k, (%) == sgn (1 + ux)
ky(x) = |1+ ux|.



2° Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, & valeurs complexes,
Soit r un élément non nul de R*; si x est élément de 1, on éerit :

FR@ pour (F@).

On considére les deux suites de fonctions :

1
r

mw=nh1+wvw@ﬂ]—@ >t

I

1
&n (%) n[(i+n“f['] (x))[;]—i} nz i

Montrer que, pour tout x € I, &, (x) + g, (%) a, quand n tend vers 'infini, une
limite de 1a forme K f 1] (x) ot K est une constante (dépendant de r) qu’on déter-

minera. K
Dsns tout le reste de cette partie, on suppose qu'on a 0 < r < 1; on pose
1 -
§ == et
r

Bu@) = |1+ 27t [0 () |

3° Prouver I'égalité :
() = £ (3). 8, (8) + 1 () — 1)

4° Prouver que les fonctions :
fH () .8, ()
H,(x) = ————
® 1+ |f@)]

sont majorées en module par un nombre M indépendant de n et de x.

5° Prouver de méme que les fonctions
n(8 (1) — 1)
1+ | f@)]

sont majorées en module par un nombre M’ indépendant de n et de x. (On pourra
utiliser le théoréme des accroissements finis.)

H', (1) =

6° Prouver ’existence d’un nombre réel A tel qu’on ait pour tout entier n > 1
et pour tout élément x de I :

| 2a@) + 82 () | <AL+ [ FD )

TROISIEME PARTIE

On munit le segment fermé [0, 1] de la mesure de Lebesgue p. Deux fonctions
mesurables définies sur [0, 1] qui ne différent que sur un ensemble de mesure nulle
sont dites presque partout égales. La relation d’égalité presque partout est une rela-
tion d’équivalence et les classes sont appelées classes de fonctions mesurables.

Si f est une fonction mesurable définie sur [0, 1] A valeurs dans R*, on note
b

Jfde
P'intégrale de f pour la mesure ;. (cette intégrale étant éventuellement infinie).

La notation
| fdu
s’étend aux fonctions f & valeurs dans C qui sont telles que :

’|f| dp < 0.

.



On rappelle que si s est un nombre réel, s > i, on note Lf I'sspace des classes <
de fonctions complexes mesurables définies sur [0, 1] et telles que pour toute fonc-
tion f de la classe =, on ait :

R ! » | /‘!‘s

i
T

du < oo,

Cbmme C,eSt l’usa €, O1 5C periettra - 1oz 1 ’-'!‘hﬁ de noter S Y ¥ (o] e
3
1 .

lettre une classe de fonctions et un représeniant quelconque de cuiir <Looor
ainsi qu’on définit simplement la norme d’un ¢icruent £ 4 i - -

Al = (1717 )i

On rappelle que, muni de cette norme, L* est un espace de Banach. De plus,
pour s = 2, la norme provient d’une forme sesquilinéaire hermitienne

(S1g) = [[gdp-
Si f, g sont des éléments de L, on éerit :
fzeg pp

pour exprimer que le nombre f(x) — g (x) appartient & R* hors d’un ensemble
de mesure nulle. On omet quelquefois la précision p.p.

Dans tout ce qui suit, p est un nombre réel, p > 1 et ¢ est le nombre défini par
1 1
—+~-=1;onposer=p — 1.
p g

On rappelle que si f est un élément de L?, f > 0 p.p., et g un élément de
L7, g > 0 p.p,ona

frowe ([raf (fo}

De plus, I'inégalité est stricte sauf si existent deux nombres réels non simulta-
nément nuls a, b tels que :

af? = bg® p.p.
auquel cas c’est une égalité.

Les trois questions suivantes sont indépendantes les unes des autres.
1° Soit f un élément de L? et g un élément de L9 ; établir I'inégalité

ff._g‘dp‘ < (f[f]ﬂdp.)% (f]g]“dp)%.

Montrer que P'inégalité est stricte sauf dans le cas ol existent deux nombres
complexes «, B non simultanément nuls, tels que

ogf[ﬂ] = Bg[‘ﬂ p-p.

2° Soit f un élément de LP; montrer que fIr1 appartient 4 L4,

3° Soient s, s' des nombres réels, 1 < s < ¢, f une fonction de L% ; établir

Pinégalité :
(Jisiraw) < (fur )

En déduire que L# est un sous-espace de Ls. Quelle est ’adhérence de L*’ dans
L# pour la topologie définie par la norme de L3 ?

QUATRIEME PARTIE

Dans cette partie, on fixe une famille 97 de sous-ensembles mesurables de [0, 1];
on suppose I stable par intersection finie et complémentation. A tout ensemble
mesurable A est associée sa fonction caractéristique X, définie par

Aalx) =1 si x €A
Xp(x) =0  sinon.
20
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On note X le C-espace vectoriel des combinaisons linéaires de classes de fonec-
tions de 1a forme X, , A € 91 ; X est un sous-espace de L' et aussi de tout espace

L?, p > 1; on désigne par X 1’adhérence de X dans L=

Soit » un élément de X; on admettra qu’il existe une suite (u,) d’éléments de X
ét une fonction v de L? tels que : .

i lim v, = u p.p.
n-—- 90

ii. lug| < v p-p-
On suppose dans cette partie que p est strictement compris entre 1 et 2; on rap-

~ 1 1
pelle que g et rsont tels que > + 2 = 1,r =p — 1. Soit fun élément de L*;

on pose u = [y (f) ou Ily est la projection orthogonale sur X. On choisit une
suite (z,) et un élément v de L? qui satisfont les conditions i. et ii. ci-dessus et
on pose :

Oy = J"u ;E'po..

1° a. Etablir Pinégalité :

ol < (f1717dw o ( flule d )

(On pourra commencer par établir que z,["1 e X).

b. En déduire qu'on a :

(flul”duﬁ < (flfl"dpw)%

(On justifiera soigneusement tout passage i la limite).

¢. Prouver qu’on a, de méme :
[lulde < [if]du-

2° Déduire de ce qui précéde que ITx se prolonge en un projecteur contractant
1% de L?, et, de méme, que ITx se prolonge en un projecteur contractant ITx de L2

CINQUIEME PARTIE

On admet le résultat suivant :
A tout opérateur T de L? (p > 1) on peut associer un unique opérateur T* de
1

L <;1; + 2 =1 ) tel que pour tout élément f de LP et tout élément g de Lo,
on ait :
[T(hgde = [FT(@ du.
De plus, les opérateurs T et T* ont m2me norme.

On suppose dans toute ceite partie que T est un projecteur contractant de
L (p>1).

1° Montrer que T* est un projecteur contractant de 14.
q proj
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20 Soit f un élément de L? ; montrer que si

T(f)=f pp alors

T (fU) =f11 ° pp. (r=p -1
_ On suppose désormais que p est strictement compris entre 1 et 2 et que T est un
projecteur contractant de L tel que T'(1) = 1 (ot 1 désigne la fonction carac-
téristique X[, 17 )-

3° Soit f un élément de L tel que T (f) = f  p.p

a. Déduire de ce qui précéde que les fonctions h, et g, définies comme dans
la deuxiéme partie appartiennent & 'image de T.

b. Montrer que f "] est dans 'image de T; plus généralement, montrer que,

pour tout entier n, f [ est dans 1'image de T.

4° Soit g un élément de L?, f son image par T; prouver qu'on a :

f]fldp.sflgldp..

SIXIEME PARTIE

Cette partie est consacrée aux projecteurs contractants T de L qui sont tels que

T (1) = 1.

19 Soit A un sous-ensemble mesurable de [0, 1] et B son complémentaire dans
[0,1]; montrer qu'on a :

‘T(XA)+T(XB)l=‘T(XA)lJ‘—‘T(XB)‘ p-p-
2° En déduire que si f =/XA, on a
) T(f) 2 0
@ [T(de=[ra.

Montrer que les relations (1) et (2) s’étendent & tout élément f de L* qui est tel
quef >0 Pp.p '

3° On note Iy, la famille des sous-ensembles mesurables A de [0, 1] tels que
T (Xa) = %4 p.p-

Prouver que 91y est stable par intersection finie et complémentation.

40 Soit A un élément de Iy, B son complémentaire; montrer que pour tout élé-
ment fde L' tel quef > 0 p.p., ona:

fT (f.%p). Xg du = O.
En déduire que : v
[fradp = [T(F)%adp.

Etendre ce résultat au cas ol f est un élément quelconque de L*.

50 Afin d’utiliser sans changement de notation les définitions de la quatriéme
partie, on désigne par X le sous-espace vectoriel engendré par les classes de fonc-

tions X, , A € Iy et par X son adhérence dans L2, Si fest élément de L*, on pose :

Re(f)=f;f ot

f+ = sup (0, Re (f))

Soit Y T'image de T; montrer que si f appartient & Y, il en est de méme de f*.
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Montrer que si f appartient & Y, alors, pour tout nombre réel ¢, I’ensemble

{x:f*x) > c}

appartient-a )y . En déduire que Y est 'adhérence de X dans L.

6° Soit f une fonction de L' bornée (en module); prouver que pour tout lément
gdeY,ona:

[Fedn = [T()gdu-

Etablir que I'image par T d’une fonction de L? est dans L2,

7° Prouver que T est opérateur II% défini comme dans la quatriéme partie.

8° On suppose pour cette question que T est un projecteur contractant de
L? (1 < p < 2) tel que T (1) = 1. On définit Iy et X comme plus haut. Etablir
que T est I'opérateur I1% défini comme dans la quatriéme partie.

3° On note Iy, la famille des sous-ensembles mesurables A de [0, 1] tels que

T (Xa) = Xa p-p-
Prouver que JU; est stable par intersection finie et complémentation.

4° Soit A un élément de Oy, B son complémentaire; montrer que pour tout élé-
ment fde L*telquef > 0 p.p., ona: '

fT(f:xA).deg = 0.

[}

En déduire que :
[frnde = [T ()% de

Etendre ce résultat au cas ol f est un élément quelconque de L.

5° Afin d’utiliser sans changement de notation les définitions de la quatriéme
partie, on désigne par X le sous-espace vectoriel engendré par les classes de fonc-

tions X, , A €9y et par X son adhérence dans L2 Si fest lément de L', on pose :

Rqﬁ=f;f ot

f* = sup (0, Re (f)).

Soit Y 1’image de T; montrer que si f appartient 4 Y, il en est de méme de f*.
g q PP

Montrer que si f appartient & Y, alors, pour tout nombre réel ¢, 'ensemble
{s:f*@® > ¢}
appartient & 9y . En déduire que Y est ’adhérence de X dans L*.

6° Soit f une fonction de L* bornée (en module); prouver que pour tout élément
gdeY,ona:

[Fedu = [T()gdu

Etablir que I'image par T d’une fonction de L? est dans L2
7° Prouver que T est I'opérateur 1% défini comme dans la quatridme partie.

8° On suppose pour cette question que T est un projecteur contractant de
L (1 < p < 2) tel que T (1) = 1. On définit 9y et X comme plus haut. Etablir
gue T est Popérateur IT% défini comme dans la quatriéme partie.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE

|. Observations générales

Le probléme proposait 1'dtude des projecteurs contractants de certains

espaces de Banach complexes.

Les trois premi&res parties indépendantes les unes des autres constituaien
des préparatifs destinés 3 mettre 3 la disposition des candidats les techniques
3 utiliser dans 1'étude proprement dite. De fait, si la partie II demandait
un effort de réflexion et de mise au point, les parties I et III &taient
essentiellement des questions de cours. On peut s'Etonner dans ces conditions
que les questions de la premi&re partie, morceles & 1'extréme pour ne pas
dérouter les candidats, aient arrété nombre d'entre eux. On peut s'&tonmer

aussi de la 18gfretd avec laquelle 1'inégalité
< (a +b)r a0, b0, r>0

incorrecte quand r est compris entre O et 1, est admise dans le but de

simplifier les calculs de la seconde partie.

I1 faut dire en revanche, que les copies ayant dépassé les trois premi&res,
parties ont souvent laiss& une bonne impression : les bases de la théorie de la
mesure et de 1'analyse fonctionnelle n'y sont pas ignorées et les idées
quelque peu originales nécessaires & la solution des questions difficiles des

parties IV, V, VI apparaissent.

En somme, 1'examen des copies fait apparaitre a la fois 1'impréparation
et le manque de connaissances de beaucoup mais aussi la bonne santé du

"flux montant" des &tudiants en mathématiques.

Ii. Remarques sur la résolution du probléme

Premi&re partie : Seule la quatri&me question présentait une légére

difficulté. En fait, le simple développement de |‘x -T*(x){lz permettait

de déduire 1'égalité T*(x) = x & partir de T(x) = x.

Deuxi&me partie : Les calculs des premi&res questions aboutissent en

général & un résultat correct ; par.contre l'Ecriture parfois fantaisiste

des développements limités a fait frémir les correcteurs.




La quatriéme question a &té& souvent bien comprise ; les candidats
aboutissent a4 la majoration cherchée en &tudiant la limite 4 1'infini d'une
fonction continue ou en exploitant 1'inégalité a +b g 2 sup(a,b).

En revanche, la cinquiéme question a arrété la quasi-totalité des candidats :
11 fallait en effet commencer par appliquer (correcQEEEBF) la formule des
accroissements finis (par exemple 3 la fonction (fgz +y2)s). On pouvait
ensuite organiser naturellement les calculs en distipguant selon que
n_llf(x)|r était "grand" ou "petit" ; dans ce dernier cas on &tait conduit

4 raisonner différemment suivant que s &tait ou non > 1.

Troisiéme partie : La premidre questicn a donné lieu 3 des raisonnements

contournés et souvent incorrectement mis en forme s 1'utilisation de la

fonction sgn aurait pourtant simplifi& la tdche des candidats.
Les questions suivantes &taient bien classiques.

Quatriéme partie : Cette partie avait pour objet la construction de

projecteurs contractants de Lp, 1 &p <2, par prolongement d'un projecteur
orthogonal de L2. Le principal outil pour obtenir les inégalités de la
premiére question &tait le théor&me de convergence dominée de Lebesgue,

connu en général de ceux qui ont abordé la question.

En ce qui concerne la deuxi&me question, regrettons l'usage par

certains du théor&me de Hahn-Banach.

Cinqui&me partie : Dans cette partie on &tablissait une propriété des

projecteurs contractants de Lp, 1 <p<2 tels que T(l) =1 qui préparait

la toute derniére question du probléme.

La question 2°) exploitait le cas d'égalité dans 1'inégalité de Holder,
étudié dans la question IIT 1°). La question suivante, permettait par
1'utilisation des majorations de la partie II jointes au th&oréme de Lebesgue
de prouver que la suite firnj était dans 1'image d'un projecteur contractant

dés que f y était. En faisant tendre n vers 1'infini dans 1'intégrale
Lrn)
ff £ dh,

on obtenait 1'inégalité de la quatridme question.
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Sixieme partie : La derni&re partie du probléme montrait que les

projecteurs contractants de L1 (et aussi de Lp, 1 <p <2) tels que
T(1) = 1 &taient du type décrit dans la quatridme partie. C'était la seule

qui demandait un minimum de pratique en théorie de la mesure.

Pour résoudre la premidre question, il suffisait d'intégrer 1'inégalité
TG + Txp)| € (TGl + [Ty

et d'utiliser la définition des projecteurs contractants,linégalité (1) de

la seconde question résultait du fait que 1'inégalité

la +8] < |a| + |8] a,BEC

n'est une égalité que si o et B ont méme argument. Il est surprenant que

ce fait ait &té délibérément ignoré par des candidats arrivés a ce stade
du probléme. Le passage des fonctionms caractéristiques aux fonctions intégrables
positives passait par l'utilisation d'une suite de fonctions &tagées ; les

candidats 1'ont vu mais ont rarement &crit un raisonnement correct.

La solution de la question 3°) mettait en jeu l'analyse d'inégalités

dans les intégrales ; quant a celle de la question 4°) elle passait par

1'stude du cas particulier oii f est bornée.
La question 5°) &tait technique ; pour voir, par exemple que 1'ensemble
+
A={x : f (x) > c}

appartient 3 W?T on pouvait remarquer que

1 - Xy = lim {1 -n(£f —c)+}+.

n->w©

Dans la sixime question, il s'agissait d'étendre (par le théoréme de

Lebesgue) 1'égalité

Jez dp = {16) & dhi, fe 1l

connue pour g fonction caractéristique au cas des fonctions intégrables bornéeg

. p . 2 e s ‘1z
Le corollaire sur 1'image des fonctions de L° se déduilsailt en considérant

le cas ot g = T(f).

Les deux dernigres questions du probléme tiraient la conclusion de

toute 1'8tude.




Il. Répartition des notes

Signalons une copie ayant dominé l'ensemble du probléme et 1'ayant,

pour ainsi dire, traité en totalité et quelques autres tr&s bonnes copies.

€ Notes Nombre de candidats

03 3 . 386
43 7 | 212
| 8alo 171
11 a 14 159
15 a 19 . 124
20 3 24 86
-ables a2 | ©
| 30 a 34 43

35 a 39 33 '
40 3 44 17
45 3 50 9
| 51 a 55 - 1o
ble 56 3 60 17

de




"Durée : 6 heures

ANALYSE NUMERIQUE

0. PRELIMINAIRES

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des nombres complexes C, muni de la
notée | .| .

Soit r un entier supérieur ou égal i 1; on désigne par E” Pespace vectoriel des matrices colonnes a r
u,
U={: | avecueE 1<i<r L'éément U de E" sera noté U = (u,, ++. )T
u, :

On munit P’espace vectoriel E” de 1a norme | . ||, définie par :

.r

VU = (5 «ves 85)7, 1U), = Z“u,“.

i=1

On note £ (E) (respectivement £ (E")) V’espace vectoriel sur C des opérateurs linéaires de E (resp®
dans lui-méme. On munit ces espaces des normes notées encore | . | et | - |, respectivement, définies par :

VgeL(E), lgj = max Jg@|/]=]
xeE, 2#0

VYVBef£(E"), IBl. = max ||BU||1/||U||1.
. UeEr, U0

Soit A une matrice carrée d’ordre r d’éément générique a; €C, 1 < i, j<r; on lui associe I'opé
linéaire, noté encore A, appartenant 3 € (E"), défini par :

o U= (U, .-ru)F et si V=1(v, ..., v,)T appartiennent & ET alors V = AU équiv

. r .

. %l
(Vl=1, eeey Ty Uy = S auu!).

i=1

Q. 1. Montrer que, pour un tel bpérateur A,

Af, = max Ylea .
iat = mos ( $101)

i=1

Q. 2. Etant donnés r nombres réels a,, @y, ..., @, on leur associe la matrice carrée d’ordre r nof
d’élément générique ry;

E f¢j=8{_1+x+a181.l' I1<igr, 1<j<r
ol :
8":’:1 Sii=j
81"-;:0 Sii#]‘c
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a. Montrer que si R admet une valeur propre de module 1 et de multiplicité supérieure ou égale & 2, la
suite (R"), ¢ des puissances de la matrice R n'est pas bornée; (on pourra pour cela préciser la dimension de
Pespace propre associé & cette valeur propre de module 1).

b. Montrer que, pour qu’il existe une matrice carrée H d’ordre r & coefficients dans C , inversible et d’inverse
H-?, telle que | H-*RH |, <1 il faut et il suffit que les valeurs propres de R soient toutes de module
inférieur ou égal & 1 et que les valeurs propres de module 1 soient simples.

c¢. On suppose maintenant que la matrice R vérifie 1a condition

(D) { 1 est valeur propre simple de R et les autres valeurs propres
| de R sont de module stricfcement inférieur 3 1,

et on considére I'ensemble & des matrices carrées d’ordre r 3 coefficients complexes telles que :
VSe$, SE=¢§
ol § désigne 1a matrice colonne de R” dont tous les éléments sont égaux a 1.
Montrer que si R vérifie la condition (D), il existe une matrice inversible H et un nombre réel positif e tels
que les conditions

Sed et IS~R[,<¢ entrafnent | H-*SHJ, < 1.

Soit T un nombre réel positif; pour m € N, on note C™ ([0, T]; E) Yespace des fonctions m fois contind-
ment différentiables de [0, T] 4 valeurs dans E et C™([0,T] x E; E) P’espace des fonctions m fois continfiment
différentiables de [0, T] X E & valeurs dans E.

On se donne une fonction f : (¢, ¥) ~~— f(2,) appartenant & C* ([0, T] X E; E) et on note D, f(t,y) la

dérivée partielle de f par rapport a ¥ au point (£, %) ; on supposera dans toute la suite qu’il existe un nombre
réel positif L tel que :

viel[0,T], VyeE, | Dy ft,9) | < L.
On se propose d’approcher la solution du probléme différentiel de condition initiale suivant :
Déterminer y € C* ([0, T]; E) vérifiant :
®) { Veel, T, ¥ =fEy@)
¥(0) = y, donné dans E,
ol y'(t) désigne la dérivée de la fonction y au point ¢.

Q. 3. Montrer q;ze pour tout t € [0, T], tout y et z de E, il existe un opérateur g(t;y, 2) de £(E) tel que

f@y) — ft,2) = g(t;5,2) (@ ~ 2)

et
let;y.2) | <L
On considére maintgnant une subdivision

0=t <t,<t;<...<ty<...<ty=T

de Pintervalle [0, T] et on note, pour n =1, ..., N » par hy, = ¢, — t,_, le nitme pag,
d’ordre r On se propose de déterminer par récurrence des valeurs approchées ¥, 1, v..y ¥py o.n, ¥y de la
solution y (.) du probléme (P) aux points ¢, , Lys +vvytp, ...y ty. Pour cela on se donne un entier r avec
1 < r <N, et on suppose déterminées les valeurs approchées y,, ¥,, ..., y,_, (r<n<N).
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nn‘.r(t) = : tkdk.n.r

Q. 4. Soit =, , la fonction « polynomiale » de [0, T] a valeurs dans E
k=0

oll les « coefficients » d;; ,, , appartiennent i E et sont déterminés par les relations
Tn, r (tn—i) = Yn-i
z donné dans E.

"r’

Vi=1,2,
Ton, ¢ (tn)

o, (tn). Montrer que z et z* sont liés par une relation de la forme

i
T de
r
2 = Zan.tyn-l + hpby2*.
R T

a. On pose z*
n-1?

im1

Calculer les coefficients a,, et b, en fonction des abscisses t, , t
b. Montrer que lorsque le pas h, = h = T|N est constant les coefficients a,, , et b, ne dépendent g

i et r; on les notera respectivement a; et b.
c. Montrer que si la subdivision de Uintervalle [0, T)] vérifie la condition
1 h :
1,2,...,N-1, 0< 5 < ——————2“ <3,
n

1) il existe 8 > 0, tel que Vn
alors il existe un nombre réel positif C, (3) tel que, pour tout n vérifiant r < n < N, on ait :
A lan | < C,(), |b,] < C, ().

Vi=1, 2,
1,

f

d. Etablir les relations
i

“_: an.i(tn - tn-—t) = hnbn'

i=1
e. Montrer que, si h, b, L < 1, il existe un élément unique y, de E tel que :
rﬂ
“_, G, 1 Yn-1 + hn bnf(tn’ yn)'

n
i=1

i=1

VQ. 5. Soit ze€C"*2([0,T]; E); on pose, pour r < n < N
e, (2) = z(t,) — a\_: an.iz(tn—i) —~ by b, 2 (2,),

ol 2’ désigne la dérivée de la fonction z.

a. Démontrer que, sous Uhypothése (1) de Q. 4. c, il existe un nombre réel positif C,(8) indépend
~in
len@ 1< Ca® B [ ° 2742 ()| ds,
tar

de n, tel que
ol on a posé h = max h, et o 2 désigne la dérivée ki*me de la fonction z.

l<ngN
b. Montrer que, sous Uhypothése (1), il existe des nombres réels C,(3) (indépendant de n) et v, , tels
Wy
“z(r+ 2) (t) II dt.

leala) ~ 'Yn.rbnh:¢+lz(r+”(tn)]| < G () h;‘+1 J

Donner une expression simple de , , en fonction de t,, ty_y, <., ty_,} préciser la valeur v, de

lorsque le pas h, = h est constant.
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II
On définit par récurrence des valeurs approchées y, de ¥ (t,) par :
\' Yu = 7, donné dans E, pour p = 0,1, ..., r~1
®Pr) ¢
) Yo = N @u i Pt + hyby fltas ¥u)» pour r < n

\ i=1

N

F/A\

ot les valeurs de démarrage n,, ,, ..., My~ sont calculées par une autre méthode que nous ne préciserons
pas ici.

Nous supposons dans tout ce qui suit qu’il existe un nombre réel positif v < 1 tel que
2 Yoxr, hb,L<v
de sorte que le probléme (P,) admet une solution unique.

On considére maintenant deux suites (¢, ), <, <N €t (2,)0<p <N vérifiant les « équations perturbées »

Zyy Byy «..y Z,_, donnés dans E,

@Qn) 4 :
z, = E A,y Zn—y + hoby f(ty, 2,) + €, pour r<n<N.
i=1 .
On pose
. Up = ¥pn — 2, e U, = (u,, u,_,, ey Uppe )T

Q. 6. a. Montrer qu’il existe un opérateur G, € £ (E") ne dépendant que de g(ty ; ¥u» 2, ), une matrice
carrée R, d’ordre r ne dépendant que des coefficients @y, ¢ et un élément E, de E' ne dépendant que de <, , tels
. .
que Uon ait :

ad-~h,5,6,) U, =R, U,_, + E,, pour r < n < N,

oir 1 désigne Uopérateur identité.

b. Lorsque le pas h,, = h est constant la matrice R, ne dépend pas de n; on la notera R. Calculer la matrice
R pour r = 2, 3 et 4; montrer que cette matrice R vérifie la condition (D) de Q. 2. c.

On suppose désormais que r = 2, 3 ou 4.

c. En déduire qu’il existe un nombre réel positif a, et une matrice carrée d’ordre r inversible, notée H, ,
tels que si la subdivision de Uintervalle [0, T) vérifie la condition

@) Vo=2, ..., N, I1-

alors on a :

Ao

g s

Vn=r, ..., N, |5 ' R, H, l. £ 1 et la condition (1) de Q. 4. c.

d. Montrer qu’il existe un nombre réel positif C. tel ue, pour r < n < N
q P 4 q p

IH, '@ = hy5,G,)" 1L |, < 1 + C,h, L.
e. En déduire que, sous Uhypothése (3), il existe un nombre réel positif C; tel que

: Vo=r,....N,  |U,|,<C exp (C,Lt,) [”U,_lul + ¥ ”a,n].

i=1r

Q. 7. On suppose maintenant que f e C ([0, T] x E; E). Montrer que, sous Uhypothése (3), il existe un
ombre réel positif C, tel que

r—1

R T e O I PN R e P TP
. p=0 0
le
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‘ol ¥ (.) désigne la solution du probléme (P) et (y,)o<n <n celle du probléme (P, ), les valeurs de démarrage

III

On se donné maintenant une fonction 6 € C* ([0, T] ; R) vérifiant
veel0,T], 0<0() <1,

et un paramétre réel positif & de telle sorte que la subdivision de I'intervalle [0, T] vérifie
V=1, ..., N, | hy — 2O (2,) | < C, B:

ol C, est un nombre réel positif indépendant de 4.

On se propose ici d’étudier le comportement asymptotique de 1'erreur y, — ¥ (t,) pour A voisin de z

étant construites de telle sorte que :
V=201, ..., r—1, [yu —y (@) | <Cgh"
ol C; est un nombre réel positif indépendant de h.

On suppose désormais que f € C*** ([0, T] X E; E). On pose g (t) = D,, f (¢, ¥ (t}) et, pour ¢ € C*([0; T]
et ¢, € E donnés, on considére la solution e € C2 ([0, T]; E) du probléme différentiel de condition initiale

e€() =g@)e@®) + ¢(¢) pour 0<et<T,
e(0) = ¢,.

On lui associe, pour n = r — 1, ..., N, la matrice colonne
Vo=1(e@n)> eltn1)s -+ > e(tn—r+ 1))T'

Par ailleurs on choisit dans les équations perturbées (Q,) z, = y(t,) et g, = ¢,(y(.)) p
n=r, ..., N, et on pose .
Sy = (I —hab,Gy) 'R,
ol G, est défini en Q. 6. a.

*

. 8. a. Montrer qu’on peut trouver un nombre réel positif h* tel que, si 0 < h < h* et
q P p q

n=r, ..., N, il existe un élément ¥, de E" ne dépendant que de ¢ (t,), vérifiant
" Vn - Snvn- [ S hnann "1 < Cs h'hn’
o C, est un nombre réel positif indépendant de h.
b. En déduire que, pour h* assez petit, on peut choisir la fonction ¢ de telle sorte que, si 0 < h <

e¢e W, = U, — &'V, on ait
"Wn - San—lul < C1ohnhr+1’

ot C,, est un nombre réel positif indépendant de h.

(On montrera pour cela que | yn,, — Yy | < Ciy by, ot C,, est un nombre réel positif indépendant de

c. Montrer que, sous Uhypothése plus restrictive
fye — @) < Coh™*, pour pu=0,1, ...,r -1

o C,, est un nombre réel positif indépendant de h, il existe une fonction « € C?([0,T];E) telle que
0 < h < h* on ait

Vo=20, ..., N, lyn — y(ts) — B o(,)| < C,3 A™*?

o C,, est un nombre réel indépendant de h.

Q. 9. On suppose maintenant que les valeurs de démarrage y, sont telles que
lyw — @) — Bd,| < C,Rh*, pour p=0,1,...,r-1,

ot d, € E et C,, est un nombre réel positif indépendant de A.



a. Montrer qu’il existe un nombre réel positif C,, tel que, si 0 < h < h* avec h* assez petit, on ait
"Sn - R"x < Cm hn-

Yn=r, ..., N,

Soit (X,), r—1 < r < N, une suite d’éléments de E"; on notera
. r
T
Xo=Ghab, oo )’ o= 4], = N
i=2

b. Montrer qu’il existe une matrice carrée d’ordre r inversible H, et des nombres réels positifs C,, et © avec

0 < v < 1 tels que les relations
: X, =H"S,HX, .,

entrainent :
Upn (1- + Cihy) (0(,,..1 + thnpn—l)

<
Bﬂr s (1 + Clshﬂ.) (Clehn“ﬂ—l + TBR"I)'
c. En déduire que les suites (®y)r<n<n € (Bn)r<n<x Satisfont & une majoration de la forme

‘ o, € exp (zcletn) [“r-—x + IIj.nh'p'r—1]
| 8o < exp 2Ciotn) [troy + WahB,oy + 2715, ]

ol Lon précisera la suite (¥'y)r<n<n,» (¥, indépendant de h).
d. Montrer qu’il existe une fonction o eC? ([0, T}; E) telle que, si 0 < h < h*, on ait pour tout t* > 0

et pour tout n tel que t, > t*,
[yn = y@a) — Bo(,) | < Cy A7

oir C,, est un nombre réel positif indépendant de h.
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RAPPORT SUR L’EPREUVE D'ANALYSE NUMERIQUE

I. Analyse du sujet

Le sujet proposé& portait sur la construction de méthodes de résolution
numérique de systémes différentiels avec conditions de Cauchy, plus précisément
la méthode de différenciation rétrograde ou de GEAR avec pas d'intégration variab

L'idée est d'approcher en chaque point d'un réseau sur l'intervalle de

résolution [0,T] la dérivée de la solution y'(tn) par la dérivée du polyndme d'inf
terpolation de degré& r construit sur les r+l valeurs approchées de y aux points
tn""’tn~r pour n > r. Des valeurs de départ Voo Fyoeees¥ry sont données séparéme
Le probléme &tait composé de quatre parties : des préliminaires matricie
nécessaires pour étudier la stabilité et le comportement asymptotiqﬁe de l'erreur
la partie I décrivant le ﬁrocédé de construction de la méthode d'approximation ain
qu'une étude de 1l'erreur de consistance c'est—3~dire de l'erreur locale commise lo
de 1'approximation du systéme différentiel ; la partie II était consacrée & 1'ob-
tention d'une majoration a priori de 1l'erreur entre la solution y du probléme de
Cauchy et la solution approchée Yy, 3 la partie III enfin proposait d'étudier le

comportement asymptotique de l'erreur y_-y(t ) lorsque h =t -t = h 6(t_) avec
n n 4 n n n n

-1

h voisin de 2zéro.

Il. Observations générales
Ce probléme fait appel i des techniques classiques d'Analyse numérique
(normes vectorielles et matricielles, interpolation, équations différentielles)

ainsi qu'ad des résultats d'Algébre linéaire de niveau DEUG A2. Nous pensions qu'il



gerait bien traité ou au moins bien abordé par un grand nombre de candidats ; il

n'en a rien &té hélas ce qui semble indiquer que les candidats n'attachent pas assez
de temps & une préparation sérieuse des options et que, pour la plupart, ils ne sa-
ent pas utiliser leurs connaissances mathéﬁatiques pouf la résolution d'un problé-

me simple d'Analyse numérique.

Nous avons relevé des lacunes importantes notamment :

- en Algébre linéaire : la réduite de Jordan' d'une matrice semble mal connue ;

on
‘de méme les conditions spectrales ou de norme pour que la puissance n®M™€ d'une ma-
[
rice converge vers O quand n tend vers 1l'infini
iab
- la formule de Taylor vectorielle avec reste intégral (lacune déja signalée
de

ns les deux rapports précédents) est ignorée
- les résultats élémentaires sur 1l'interpolation, en particulier sur la forme

e Lagrange du polyndme d'interpolation, ne sont pas connus de beaucoup.

I.. Indications sur la solution du probléme
: Cette question simple sur les normes matricielles a &té bien résolue ; il
convenait de faire attention que les composantes u, de U appartenaient & un

espace vectoriel E de dimension r.

a : On démontre d'abord que la dimension de l'espace propre associé& a chaque

valeur propre A de R est de dimension 1 ; puis que la réduite de Jordan

1

J=PRP deR possdde un bloc élémentaire d'ordre > 2 ; on en dé&duit

-1

que Jn n'est pas bornée quand n + ® ‘et par suite R® =P J% P non plus.

b : La condition nécessaire se démontre en deux temps : si A est une valeur

propre de R on a !A[ <1 ; et si A est tel que [A] = 1 et A de multiplicité
> 2 alors R" n'est pas borné quand n -+ « d'aprés Q.2. a, ce qui est con-

tradictoire avec IR™M . = I (8~ R ) H'lllI L (P T

1 I
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Réciproquement la construction de H résulte de la mise sous forme de

-1 .
Jordan de R : R =P JP avec J = diag (X],...,KP,JP+1,...,Jn) avec lkil =1,

i=1,...,p et [Ai| < 1 pour i = p+l,...,m, ol on peut choisir
Kk e‘\ 0
= ~ . > . <
Jk,€ \\\ € avec € O assez petit pour que kal + € 1,
0 -Xk
4 -1
= : 3 = P
k = p+l,...,m.(On passe de Jk,l a Jk,e aveg e # | par Jk,€ P€ Jk,l e

P = diag(l,€,...,63).

-

Q.2. ¢ : On remarque d'abord que A = | est valeur propre de R associé a £ = (1,..

"1
et en procédant comme en Q.2. b on construit H tel que H ! RHE= |0 R, |avec
0
IIRIII1 < 1. En posant H S H={ 0 Sl' et en utilisant la continuité de la norme
0

matricielle en fonction des coefficients de la matrice .on montre que pour € assez
petit ﬂSlﬂ] < 1.
Le raisonnement de la réciproque de Q.2 b et de Q.2. c a beaucoup dérou

les candidats semble-t-il.

Partie 1.

Q.3. L'existence de g E&C(E) pour t, y et z fixés résulte de la formule de Taylor
avec reste intégral et de la condition de Lipschitz "DV f(t,y)l & L. Atten-
tion, lorsque f est & valeurs dans E espace vectoriel de dimension r > l,on

ne pouvait pas appliquer la formule des accroissements finis.

Q.4.a et b : I1 suffisait d'exprimer m r(t) comme combinaison linéaire des poly-
»

nom Lagran ié i t .
omes de Lagrange associés aux points ( n-r’yn—r)’ (tn_],yn_]),

(tn,z) et de dériver Wn en tn' La suite n'était que du calcul un

b4
peu technique mais sans difficult&s ; beaucoup de candidats n'ont pai

su les maitriser.

hn+l
h

Q.4. c : a et bn sont des fractions rationnelles de d'ol la majoration .

? n
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Q.4. d : Les relations demandées résultaient du fait que la méthode d'approximation

était exacte (i.e sans erreur) en prenant z =1 et

]
<

n-i

y .=t ,, 2= tn respectivement.

'Q.4. e : L'existence et 1'unicité de Yo résultaient du théoréme du point fixe appli-
r

qué 3 y >

: a.y .+ hn bn f(t,y).

1o Rt

'Q.5. a : La majoration de Hen(z)ﬂ s'obtenait en développant en série de Taylor avec
reste intégral 3 1'ordre r+l, z(tn—i) au voisinage de t » en sommant sur i
et en remarquant que les termes en z(k) (tn)lk = l,...,r’s'annulaient du
fait que la méthode est exacte lorsque z(.) est un polyndme de degré g r,

. r+l) o .
et en majorant le terme en z( ) a partir de Q.4. c.

.5.b: Démonstration analogue en poussant le développement de Taylor d& 1l'ordre r+2
Q g P PP y

we

[ . ' . - - -
1'expression de Yn,r s'obtient en prenant z(t) (t tn—r)"'(t tn).

Partie II.
gaxrcie -°

On se proposait d'étudier la stabilité de la méthode et d'obtenir une

majoration de l'erreur yn—y(tn).

a a
n,l n,r
i 0....-.. 0 ¢
Rn= : et En = (—en,o,...,o) .
o . .
0 ‘0o 1 0

b : La seule difficulté vient de la vérification de la condition (D) lorsque

r = 4 pour laquelle il faut localiser les valeurs propres de R4.

¢ : Le résultat suit de Q.2. c en remarquant que Rn et R appartiennent 3 Syet

que les coefficients a et bn sont des fractions rationnelles de
?
n+

h
n

au voisinage de 1.
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T

.. -1 -1 -1 -1 . .
Q.6. d : On &crit que H (I hn bn Gn) H= (I hn bn H Gn H) puis on majo

facilement.
Q.6. e : On ﬁajore d'abord IH™' U I, en fonction de 1H ' U_ I et 15! B I, en
n l n-1 1 n4
écrivant
(I-h b 6) ' =T+h b 6 (I-h b G6)
n n n n n n n n n

et en utilisant Q.6. ¢ et Q.6. d.

On en déduit alors la maTopgtion de “Unﬂl.

;{ Q.7. La majoration demandée résulte de Q.6. e en prenant z = y(tn) et €, = En(y(

ol y(.) est la solution du probléme de Cauchy, puis en utilisant Q.5. b.

Partie III.
On se proposait d'étudier le comportement asymptotique de l'erreur lors

le pas h est variable selon une loi hn = h e(tn) + O(hi).
Q.8. a : On calcule explicitement

(I-h b G)V ~-R V
n n n n n n-l

dont seule la premi&re composante est non nulle ; on écrit que

g(tn,yn,y(tn)) = g(tn) + O(hn) et, en utilisant la définition de e(.) et

- . : 1
Q.5. b, le résultat suit avec Fn =(€(tn) (1,0,...,0) .

Q.8. b : De la méme maniére on obtient la majoration cherchée par un calcul expli-

cite de Wn—Sn Wn—l ensuqnsant Lyn,r_ynl g C.hn et en prenant

¢ (t) = Y, o(t)” y(r+])(t). La majoration de Y, oY résulte de ce que Y__
h 2 n g

donc continue au voisinage de 1.

n+1
h
n

est une fraction rationnelle de

Q.8. ¢ : On utilise 1'inégalité de stabilité analogue i Q.6 pour Wn = Un-hr Vn d'o

le résultat avec w(.) ="e(.).

Q.9. a : On écrit Sn—R = (Sn-Rn) + (Rn~R), on majore ﬂSn—RnH] par
hn L Cl(é)//kl—hn L Cl(S)), et HRn—RII1 par C hn en utilisant la continuit

des coefficients a

, en fonction de hn+1/hn au voisinage de 1.
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-1
n n—-1 +H (Sn R) H Xn-]

ofi H est choisi comme en Q.2. b avec HRIH < 1 ; on majore NSn—RH] < C.hn
. 3 - - - - *
d'aprés Q.9. a,d'ol 1'on déduit les inégalités cherchées pour h < h assez

petit.

C.,h
hn par e

2cC
+
1+ C hn par e

On majore 16

et (1+C16 hn) C et on

16

- - . - * - n—r
démontre par récurrence les inégalités sur o_ et B avecf = Y +C T
n n n n-1 16

On définit e](.) solution du probléme de Cauchy ei(t) = g(t) e](t),

ey (0) = 1, puis Q_ = (e, (£ ),...,e (£ NF

. On pose :

— * . ’
W: = Un - h" Vn - o ht Qn’ Xn = H ! Wn ol H est choisi comme en Q.9. b.
On détermine 0 de fagon que HXr_]H £ C hr+l i.e
)Y Si r-1
o= ) H] CU d'od :
p=o M

IX 1, < ¢ @™ 4 1 by,

*
t r+l
T-ona "Xnul £ Ch

*
Donc pour tn 2t et.

tel que n 2

Yn—y(tﬁ) - ht m(tn) = 0(hr+]) avec a(t) =

e(t) + 0 el(t).

V. Répartition des notes

Tout candidat ayant traité correctement les préliminaires et construit
a méthode d'approximation obtenait la moyenne. Tré&s peu de candidats ont abordé

a partie IIT qui était la partie la plus originale du probléme .

Nombre de copies corrigées : 565
Moyenne des notes : 6,2.
a2 33 8 3 12 13 53 16 17 a 19| 20 & 23} 24 a 30 | 31 40
258 119 91 41 21 15 13
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MECANIQUE

Durée : 6 heures

MOUVEMENT D’UN MAILLAGE

PREMIERE PARTIE. — GENERALITES

—_ > > - -

-
Soit O,%,¥,2, un repére absolu orthonormé R, et Ou,u,u, un repére variable R non nécessaireme:
orthonormé. La position de R par rapport & R, est définie par les coordonnées o, du point O et les composant

oty du vecteur z;; G j=123).
On appelle maillage 'ensemble des (2n + 1)° points matériels My, de méme masse (—Z-n_f—{—-_'f)_‘” ayant po
coordonnées k, I, m dans le repére R. (k, I, m entiers relatifs compris entre — et + n). La position du mailla

par rapport & R, est donc définie par les 12 paramétres a,; (i = 1, 2, 3; j=0,1,2,3).

10 Calculer Iénergie cinétique T du maillage. (On rappelle que la somme des carrés des n premiers entie;

n(n+1) @n+1) _n*4n
3 s on posera K = T)

. . . . . * L. :

On suppose connues les expressions de la puissance virtuelle des forces intérieures €y et de la puissance

s 7 ® * . . . . o ® % .
virtuelle des forces extérieures €5 qui sont des formes linéaires des dérivées virtuelles a;; :

est égale 3

* O > * Y "%
& = L Qyyj iy g = }_, Quij %ij
ij U%)

Ecrire les équations définissant le mouvement du maillage.

> —_
2° On désigne par J le tenseur d’inertie en O du maillage et par oo le moment cinétique en O du maillage

Montrer qu’il existe un vecteur Q, tel que 6o = J.Q,. A quelle condition ce vecteur est-il déterminé de facon
unique ? Dans la suite du probléme, on appellera ce vecteur « rotation instantanée » du maillage.

—_

—
3° On désigne par Vy,, le vecteur vitesse du point My, . A tout vecteur Q on associe un ensemble d
vecteurs

— — — e o
V, Miim) = Vooo + @ A OMim
Déterminer le vecteur Q tel que la quantité :
E [Vklm - V1 (Nllclm)]2
kl,m .

—
soit minimum. Montrer que la solution de ce probléme coincide avec le vecteur Q, défini & la question précédente

—> > - hovd
4° Soit O v, v, v, le repére principal d’inertie du tenseur J, en supposant que celui-ci est défini de fagon unique.
- > =

— — —
Soit (, la rotation instantanée du repére O v, v, v, par rapport & R, . Montrer que Q, est en général différent de Q, «

—_— —_—
(On pourra construire un contre-exemple correspondant au cas o1 Q, = 0 et Q, #0)

— - .
On désigne par U, les composantes du vecteur u; sur la base v, . Montrer que la condition nécessaire €
—_— —>

suffisante pour que Q, = Q, est que le systéme des relations

Z Uy Upe = 0
k



soit vérifié  tout instant ¢ et pour tout couple i, j tel que i # j. Montrer que cette circonstance se trouve en parti-
culier réalisée dans les deux cas suivants :
a. Les vecteurs u1 , uz, ua , se déduisent de leur position initiale u,,, . 209 u30 par le produit d’une
rotation (R () et d’une multiplication par un scalaire A (t), fonctions du temps. On appellera X (t)
la dilatation.

»
- - —

b. L'un des vecteurs u, , u, , u, T reste orthogonal aux deux autres, ces derniers ayant méme longueur

. —

(on prendra par exemple u, u1 = u, u, = 0 avec ] u, | = | u

5° On appelle vitesse de déformation au point My, 1a différence
AVim = Vigm — Vi Mim)
calculée & partir du vecteur Q, défini 4 la question 2°. On appelle énergie cinétique de déformation du maillage 1'éner-
—_

“ gie cinétique Ty calculée pour I’ensemble des vecteurs A Vy,,, et énergie cinétique de déplacement Ty celle calculée

pour I’ensemble des vecteurs V, (M), Comparer T, Tg et Ty .

6° Appliquer les théorémes généraux de la dynamlque au maillage (théoréme du mouvement du centre d’iner-
tie et théoréme du moment dynamique). Montrer qu’on peut retrouver ces résultats i partir des équations obtenues
4 la question 1° en utilisant un ensemble de vitesses virtuelles solidifiant le maillage. Former les conditions liant les
Qyy; et les «;; pour que I’énoncé suivant soit valable : «1a puissance virtuelle de ’ensemble des forces intérieures est
nulle pour tout champ de vitesses virtuelles solidifiant le systéme » On supposera ces conditions toujours réalisées
“dans la suite du probléme.

7° On appelle déformation pure du maillage tout mouvement pour lequel on a constamment V (0) = Q, = 0.
[ Caractériser une déformation pure par des relations entre les a;; et leurs dérivés oc.,,- . Caractériser au moyen d’une
 spart du torseur des forces extérieures, d’autre part des données initiales, les problémes qui ont pour solution un
mouvement de déformation pure du maillage. Les forces extérieures peuvent-elles intervenir dans cette déformation
pure ?

DeuxiiME parTIE. — APPLICATIONS

1° On suppose .que les forces intérieures sont des forces attractives proportionnelles & la distance, My,

exercant sur M., ., la force f My pp My, (et My, exercant sur My, la force opposée). f est un coefficient
sonstant. Montrer que ces forces dérivent d’une fonction de force que I’on calculera pour ’ensemble du maillage. On
suppose également qu’il existe des forces extérieures dont la puissance virtuelle est définie par les coefficients

QEio = — hocio
: Quij =~ hloy —ay) (=123
) du mi les quantités % et a,; étant des constantes.

Former les équations du mouvement et décrire les mouvements du maillage.

2° On se place dans la situation décrite dans la 1r¢ partie 4°, @. On utilise le repére principal d’inertie

——

Ow, v, v, et on appelle p, ¢,  les composantes de la rotation instantanée Q sur ce repére. On suppose que 1'en-
semble des forces intérieures dérive d’une fonction U () et qu’il n’y a pas de forces exteneures. Enﬁn on désignera

=

par A, B, C les moments principaux d’inertie du maillage dans la position définie par u,Lu s Usgs u,,o .

Former les équations du mouvement. Montrer qu’on peut en déduire une équation de la forme A* == F (}).
(On précisera ’expression de F). Montrer qu’en posant P = A%, Q = A%g, R = A% et en substituant i la variable ¢
un paramétre v convenablement choisi, on retrouve pour définir les variations de P, Q, R les équations de Poinsot.

3° On se place dans la situation décrite dans la 1re partie 4°, b. On utilise le repére Oxyz otr Ox, Oy sont

les bissectrices de Ou1 R Ouz et ot Oz est le support de u,. On utilise les paramétres 7\1 , Ay, 0 définis par

|u1| = l”’zl = A, (8 a, Iu | =2, () a, (u , uz) = 20 et les composantes p, g, r de Q sur Oxyz Former
les équations dlfferennelies liant les quantités p, ¢, r, A, , A,. 0. Montrer que ce systéme admet deux mtegrales
premiéres. On supposera que les forces intéricures dérivent d’une fonction de force U (A, , A, , 0) et qu’il n’y a
pas de forces extérieures.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MECANIQUE
Premiére partie

1°) Un petit travail de sommation conduisait 3 1'expression

- ° 2 - 2
2T = /“'l.% Xio + ch O(iJa J

Les équations du mouvement s'en déduisent par application du
principe des pulssances virtuelles sous la forme

/40(’ :CIIG f(«), ((:':4/2,3)

PR = 5 rCi’Ec,, (G4 =12,3)
2°) Le tenseur d'inertie ne dépendant que de la repartltlon des
masses & un instant donné, le résultat suivant établi dans les
cours de lercycle reste valable pour un maillage : _les valeurs
propres de la matrice d'inertie sont les moments principaux d'inerti
ceux-ci sont toujours strictement positifs et donec ﬁ_": est défini

— i

de fagon unique par la relation Vo = J. H; y 2 1" exceptlon du cas
ou toutes les masses sont concentrées sur un axe (1es vecteurs u,
sont alors collnealres, on a une condition de compatlbllité q‘ o
et le vecteur ,SZ est défini & une composante arbitraire prés

suivant u. je .)

-
3°) La somme 3 étudier étant considérée comme fonctlon de {1

gradient est .
1. Q
QL%« {0 fién, " VN }

comme on le vérifie par exemple par un calcul matriciel. La condi-
tion d'extremum conduit donc au vecteur fl: déja défini. Le fait que
cet extremum est un minimum résulte de ce que la partie quadratique
de la somme initiale est définie positive.

» son

4°) Un contre-exemple est obtenu en supposant que ov 3 est fixe et

2%
confondu avec 01%y1z) ce qui s'exprime par SNhGp=0 VS y (c#/

Cette condidion implique Z(O’L/é A w‘ﬁ)_ ’ maliest compatible
avec Z(“Lﬂ #_ Ay ‘/f)iéo c est-é—dlre 2O donc ._(24-;:—0 .
En partan't des U on obtlent en utilisant 1es derivées

iy
| Cz—“/mf f £, 4
N S
% ~/f~’<—S a; Ag 5
On aura donc V’. 0 si et seulemen
/:f)_o
Z(Vip Uy - ~
Tenant comp‘te du fait que les axes utlllsés sont axes principaux
at t i Z Uyl p-0et do
inertie, on a auss %%1’ e ne Z(C/[ﬂvF(//; ;é’/ 0O

d'ou on déduit le résultat demandé.
Ces relations sont vérifides directement dans le cas a) (la

.-“7
L1

2

dilatation laisse invariants les axes principaux d4'inertie) et il



était facile de mettre en place les axes principaux d'inertie dans
le cas b), donc d'utiliser les Ul.. .
5°) Par developpement du carré [A*ﬁc f-VgﬂMﬁﬁh)]
on obtient . I e
2T = 21, + 2Ty 42k, % (,V,ggm~— V, (H86)[ Vy (Mee )
2nv 1t
et le troisieme terme ée'redult 4 la somme -
Ik Z (87 - Z AT )(FNS) = XL T 7. 0.0 =0
Onadonc'l‘:‘l‘A +TS‘

6°) Le théoréme du centre d'inertie donne le mouvement de O. Comme

les forces extérieures doivent seules intervenir,.ceci exige QI‘O-O%
Le théoréme du moment donne 0/ F 7;19

On retrouve ces résultats en ch0151ssant pour champ de vitesses
virtuelles soit une translation, soit une rotation autour de 0.

Les relations demandées entre les Q et les o( sont

Iij ij
:Z(%k¢(274}-“%§.éj¢&) o f@yJ

7°) Une déformation pure est définie par
. O o . - a
o(&*o el /] V(, &(— Z(“L}Q ";7( - D&ﬁ O(LA),_O V‘//

Le torseur des forces exterleures est nul, et les données initiales
satisfont a V(O) -0 , ,.Q:O ; ces conditions sont suffisantes d'apres
la question précédente. A noter que les forces extérieures peuvent

trés bien intervenir dans le mouvement (par exemple des forces de
compression pour un mouvement de dilatation).

Deuxiéme partie

1°) La fonction de force est de la forme

U - - g n3@+7//&4+4/4[/‘:j/2+/0_;/ ;L-f/L&—;/ZJ
Les équations du mouvement sont donc linéaires, et de plns les diffé-

rents paramétres sont découplés. L'étude des vibrations est classique.

2°) L'énergie cinétique et le moment cinétique se présentent sous la

27T = )Z[Ap f—.Bo/ +C.z/_,-/( /‘fﬁ?r(
E’: (> Ap, A°Bg, C)

Les équations du mouvement sont donc

20N+ Agnlc-p) =0
cz;(AZE?) ~/—/t’37'*(’4 (J =0 avec [ = (/1—{
4 (4Cn) + Vg (6 ) -

forme
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On en déduit l'intégrale premlére
(& (Qf,: C%wkhwﬁb)
A9

puis 1l'équation définissant les variations de A s

/f z =2(L/+—£_2 _ .EﬁL

A/ 1—[:77 1‘(’}

= A+BrC 2
- A

11 suffit de compléter le changement de variables indiqué par AT =
pour retrouver les équations du mouvement de Poinsot.

30)En utilisant d'une part les équations du moment et d'autre part

les équations de Lagrange par rapport aux parametres A ’ 'Az et O

on obtient, en posant 2uKa? = I
[(,\ cmz&+f\)l/“’]+f”'[/\4 29‘“42)
4 1) tio +12)T9] +M7‘L(/‘ LA =
[/\ ‘T2] - I7\7/' 928 = ©
j:\z T A, (,//» +7)
I/\; ~TA, [4~2mzé7+72%42(9) = 33,
Jte’_(ﬂféjﬂvf,\,% 8en (3°- 1) = 24

Les intégrales premidres demandées sont T =

Observations

Si la premidre question a été résolue par de nombreux candidats, b

coup ont perdu du temps ensuite par des maladresses. A la quatriéme

tion, certains ont obtenu la relation intermédiaire citée ci-dessus
n'ont pas su conclure. L'un a mé&me conclu 3 une erreur d'énoncé ! La
quiéme question a été assez rarement traitée de fagon correcte, par
les deux suivantes ont enregistré plus de succes.

La deuxidme partie débutait par une gquestion facile et que ceux qu

1'ont abordée ont en général traitée assez correctement. La suite a

de distinguer quelques rares copies dont le niveau était nettement s

rieur a la moyenne.
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Résultats

Pour 152 copies de mécanique, les notes se répartissent de la facon

sulivante :
0 de 1 3 de 6 a 10 de 11 a 15 de 16 a 20 plus de 20
16 73 33 16 10 b
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PROBABILITES ET STATISTIQUES

Durée : 6 heures
NOTATIONS ET RAPPELS

1° On note 1, la fonction indicatrice d’une partie A d’un ensemble X.

2° L’ensemble des entiers naturels est désigné par N. On note (3, la tribu borélienne de R™ et on écrit
4 la place de ®, . Enfin ®,, désigne la plus petite tribu sur RN qui, pour toute partie finie J =N, rend mesurab;
la projection canonique II; de RN sur R7.

3° Toutes les variables aléatoires considérées sont prises sur un méme espace probabilisé (Q, &, P). Une variab
aléatoire 4 valeurs dans R est appelée variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.). Le symbole E (X) désigne, quand ¢
existe, ’espérance mathématique de la v.a.r. X, relativement & P.

Si X-est une variable aléatoire a valeurs dans R™ ou dans RM, on note @ (X) la sous-tribu de & engendr
par X et par Py la loi de X, mesure image de P par X.

4° On rappelle que toute suite (X, ; » € N) de v.a.r. définit une variable aléatoire X & valeurs dans RN, B
et que la loi Py de cette suite X = (X, ; n '€ N) est déterminée de fagon unique par ses valeurs sur I'algébre d

cylindres I17! (B) ot J décrit Pensemble des parties finies de N et B Pensemble des boréliens de R”.

5° Soit L* (Q, F, P) P’espace des (P-classes de) v.a.r. intégrables sur (Q, ¥, P). Pour toute sous-tribu § de
et pour toute v.ar. X € L* (Q, F, P), on désigne par E (X/G) 1’espérance mathématique conditionnelle de X p

rapport & G.

Si Z est une variable aléatoire & valeurs dans R", on note plus simplement E (X/Z) au lieu de E (X/% (Z) )
on désigne par E (X/Z = . ) P'unique élément de L* (R*, (3, , Py ) tel que pour toute g : R* - R borélienne
bornée, on ait :

EXg @) = E(X/Z = 2). g (2) P (d2).
R

6° On désigne par 3, la mesure de Dirac sur R au point zéro. Si p est une probabilité borélienne sur R, o
note W, la puissance ri¢m de convolution de ., c’est-d-dire p, = 8,, @, =t Pp4s = Pn* wpournz1.

PRELIMINAIRE

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes d valeurs respectivement dans R™ et R™
f : R® X R™— R une fonction borélienne et bornée.

Montrer que

E(fXY)X=2)= J;}m fx,5) Py (dy) P4 presque-siirement

(3
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PARTIE I

Soit X = (X, 5 n € N) une suite de v.a.r. positives ou nulles. On suppose que :
a. la suite (X, ; n € N) est une suite indépendante de v.a.r.;

b. les viaar. X, , X, ... ont toutes la méme loi p supposée différente de 3, .

On note v la loi de X, et on pose pour tout n € N,

On désigne d’autre part pour tout réel ¢ > 0, par N, la variable aléatoire & valeurs dans N, définie par

N, = ‘: 1o, 110 Sy (nombre des S, € [0, £])
nz0
1° a. Montrer qu’il existe ¢ > 0 telque P <n U {X; = s}) =
20 izn

b. En déduire que pour tout ¢t > 0, P(N; = + ) =

¢. Montrer de plus que

P(ﬂ{Nt<+oo}>=1 alors que { lim N;=+ o0} =Q.

t>0 t—>+ o

On suppose dans 1a suite que 0. < | xu (dx) = m < + .
PP q W

N 1
2° Montrer que —t—‘ converge presque-siirement vers —, quand ¢ - + oo (on remarquera que Sy,-1€t< S\; )
m

3° On suppose dans cette question, que v = 3, et que y est la loi de Bernoulli de paramétre p(0 < p < 1) :
p({1})=p, w({0})=1-p=gq.
a. Calculer P (N, == k) pour k entier > 1.
E(N;)

b. Calculer E(N;) puis étudier ;

quand ¢ > + oo. .

Q)

¢. Calculer E(N?) puis en déduire que Sup

4° On revient au cas général.

a. Utiliser 3° pour démontrer que N; admet des moments de tous les ordres et que
E (N?)
t? <+

b. Déduire de ce qui précéde et de 2°, que EM)

Sup
121

—>—1— quand ¢ - - oo .
m
¢. Qu’arrive-t-il si ‘J xp(dy) =+ o0 ?
50
w2, + o)
m

a. Montrer que f définie par f(f) = L0, +wr (2) est une densité de probabilité sur R.

Quelles sont les probabilités u pour lesquelles la probabilité de densité f colncide avec p ?

b. Démontrer que si v est la probabilité de densité f, alors
t
E(N,) = - quel que soit ¢ > 0.

(On pourra, soit effectuer un calcul direct, par exemple en utilisant la densité de v * @, (4, puissance
nitme de convolution de y), soit utiliser la transformée de Laplace).
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Nous admettrons, ce qui pourra étre utile pour la question suivante, que pour g fixée, la probabilité de dens

. ¢ . . .
est la seule loi v telle que E (N;) = —, quel que soit ¢ > 0. (Ce résultat est obtenu facilement lorsque I’'on u
m

la deuxiéme méthode dans la question ci-dessus.)

6° Ot désigne par T une v.a.r. positive ou nulle indépendante de la suite X = (X, ;n e N) et on pose
ap =Inf{neN:S,>T}

(avec la convention usuelle que ap = + 00 si S, < T quel que soit n € N, convention qui sera encore utilisée
la suite).

On pose également pour tout n e N

T a
SIL = ba]‘ +n — T
(avec 1a convention S, = + ).

a. Montrer que ay est une variable aléatoire 4 valeurs dans N telle que P (op = -+ W) =
{ar=k}eBX,, X5 ..., X, T) quel que soit k£ € N,

b. Montrer que pour tout n € N, S, est une variable aléatoire positive.
c. En étudiant pour tout n € N, 1a loi conjointe de S, S'll' — S;f, Sé — S'lr, cees S;f‘H -5,

’ . T ~T T ~'T T . . ) :
démontrer que la suite (S;, Sy — Sy, ..., S,,1—S,, ...) est une suite indépendante

v.ar. et que pour tout n € N, Sr,, — S' alaloi .

d. Démontrer que si v est la probabilité de densité f définie en 5% a, alors Sy a pour densité
probabilité f.

7° Le but de la partie III est d’établir que pour une certaine classe de probabilités &, on a pour tout réel 2 >

N, ;
M’—Z——l-\lt—)ei quand ¢ - -+ oo,
E(N;,p,— N
a. Montrer que si pour & > 0, la limite quand ¢ - + oo de ——(——t—*';:—t) existe, elle est nécess:

rement égale a — .
m

b. Montrer qu’il suffit d’établir Iexistence de lim
E ¢
— 4%

EN — N
h

~—%y pour v = §;.

PARTIE 1I
(Cette partie est indépendante de la parsie I.)

On désigne par X, (n entier > 1) ’ensemble des permutations de IN* = N'{ 0} qui laissent invariants 1
gne p n p q

entiers k tels que £ > n. Et on pose X = %, , ensemble des permutations finies de IN*.

nzl

Soit X = (X, ; » > 1) une suite indépendante de v.a.r. ayant toutes la méme loi. Pour ¢ € 2, on note X, 1
suite (Xgny 3 7 = 1). '

Un événement A € B (X) est dit symétrique relativement & X, si pour tout 6 € 3, il existe B € B, tel qu
A={XeB}={X,eB}.
1° a. Comparer Py et Px_ pour g eX.

b. Soit A, un événement de la forme A, = { (X,,...,X,) € B,} avec B, e®,. Démontrer qu
si Ay ={(X,n,...,X,,,)€B,}, alors P(A, n A",) = (P(A,))2.

¢. Démontrer alors que pour tout événement A € B (X), symétrique relativement 4 X, on a P (A) =0o0ut
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2° Comparer le résultat précédent avec la loi du tout ou rien de Kolmogorov qui concerne les événements
asymptotiques, ¢’est-d-dire appartenant & n ® (X, 3k = n). Donner un exemple d’'un événement symétrique
qui n’est pas asymptotique. - n=1

3° Soit X, une v.a.r. indépendante de la suite X = (X, ; » > 1). On note X la suite (X, ; n > 0) et on

désigne par I’ V’ensemble des permutations finies de N qui laissent invariant O.

Soit A un événement appartenant 3 B (X) qui est symétrique relativement & X, c’est-a-dire tel que pour tout
ceX, il existe Be@®@, avec A={XeB}={X,€B}.

Adapter ce qui a été fait en 1° pour montrer que E (1, /X,) ne prend presque-siirement que les valeurs 0 ou 1.

PARTIE III

On rappelle que le support d’une probabilité . borélienne sur R est le plus petit fermé F qui porte p,
C'est-a-dire tel que @ (F) = 1; on le note supp . D’autre part on appelle symétrisée de ., la loi u® de la différence
de deux v.a.r. indépendantes de loi .

Soient X = (X, ; n € N) et X' = (X', ; n € N) deux suites de v.a.r. positives ou nulles. On suppose que

a. la tribu B (X) est indépendante de la tribu % (X').

<o

. 1a suite (B (X,); n € N) est une suite indépendante de sous-tribus de ¥, de méme que la suite
(B (X'p) 3 7€ N).
c. toutesles X, et X', pour n > 1, ont la méme loi 1 ayant une espérance mathématique m telle que

0<fxp.(dx)=m<+oo.

d. T’ensemble U supp w5, est dense dans R, oll y, désigne la puissance nféme de convolution de p°
nz1
symétrisée de w (condition qui est remplie s’il n’existe pas de réel d > 0 tel que {nd:neZ}

porte u° ).
e. X, = 0 alors que X', a pour densité f définie en I, 5°.

On pose pour n €N, 5,=

L 4=

n
X, e S,= : X', et pour tout t >0, N,= E lio.n0S, et
i=0 nz0

i
=)

i
N’y = E lonoSn.

nz0

Pour j € N, soit g; 1a fonction définie sur les couples de suites croissantes de réels par : sis = (s, ;n €N)
ets’ =(s',3neN)
gi(s,s’)=Inf{s', —s;:neN,s’, —s5;,>0}

On considére les variables aléatoires Z; définies par Z; = g;(5,5) o j e N, S=(S,;neN) et
S =@",;neN).

Soit un réel 3 > 0 fixé. On pose pour i > 0,

a=U (z, <8

izi
1° Soit i € IN. Posons comme dans 1. 6° «5,=Inf{n e N :S, —S;>0},etpour n e, Si" =Sp,1 =5

S; !
et S,; ' =Sasi+n — Si'

Vérifier que pour i et k€N, on a
Zi k= 8k @Siaﬁ'bi)
et en déduire que

P(A,) =P(A) =P(A,) ot Aw = [ ] A

i=0
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2° a. En considérant la suite X', X,, X',, X,, X’;, ... que 'on désignera par (Y, ; n € N), démon
que E(1, /X';) ne prend presque-stirement que les valeurs 0 ou 1.

b. Démontrer que E(1, /X', ) est presque-siirement strictement positif (pour cela on pourra compare

A, avec U {0<S, —8,<3}).

nx1

c. Déduire de ce qui précéde, la valeur commune des P (A,).

3° On considére les variables aléatoires presque-sirement finies, définies par
K=Inf{ieN:Z < 38}, K'=Inf{jeN:8,>S}.
a. Montrer que, quels que soient ket £’ € N, '

{(K=k}n{K=F}eBXy, ..., Xi» X%» +..» X'). Puis établir .que les variable
aléatoires (Sg ; Sk, » — Sg) et (Sg ; Sk, » — S'x’) ont méme loi (n entier > 1).

b. Démontrer alors que pour tous réels ¢ > Oeth > § ‘
E(Zilt+6.t+h] ° S'K’+n> < E(Z 1Jlt.t+h]°SK+n> < E<Z 1]t.t+h+6] °‘S’K'+n>
n>0 .

n>0 n>0

N

. 4° Soient ¢ et h réels > 0.

a. Montrer que N'; , , — N’; et N’; ont méme loi puis démontrer que

E ‘\_: 1“':_‘_,‘]08’,‘)»0 quand - 4 o0
k<K’

b. Montrer que pour tout n €N, ona P(N, , ~ N, > n) < PN, > n). En déduire le compo
ment quand ¢ > + o deE( E 136, ¢0m10 S,c).

k<K

5° Déduire de tout ce qui précéde que pour tout réel & > 0

Mel quand t—.)—i—m
h m

6° On suppose maintenant que f % (dx) = + oo et que le support de p. est [0, + oo . On désigne par
la mesure borélienne sur [0, + oo telle que A ([0, ¢]) = E (N,) quel que soit ¢ > 0.

a. Soient § = lim sup E(N,,, — N,) = lim sup A(]¢, ¢ +1]) et (¢,) une suite tendant vers I'infir
: t—>+ t—> 4 ®
telle que lim A(Ji, ¢, + 1]) = B.
k> + @

En étudiant f
[0, t + 1]
lim inf A (]¢, —j, 8 —j+2]) > B.

k—> 4+

Alt—y t+1—y]) n(dy) — B, montrer que pour tout j entier >

b. En étudiant alors P’intégrale j[ 0. 5] (1t — y, 4+ ©[) A (dy) et en tenant compte de la natur
, Ik

+ ©
de la série E (123, + ©[), démontrer que p =0 et donc que pour tout réel & > (
i=1 :
lim E(Nt-l-h - Nt) = (.

t-> + o

50 '




RAPPORT SUR L’'EPREUVE «PROBABILITES ET STATISTIQUE»

I. Analyse du sujet

Le probléme concernait les processus de renouvellement. Il se proposait notam~
ment de faire é&tablir :
a). Le premier théoréme du renouvellement (Feller 1941) : s. est différent

E(N L.
(tt) ———+'% quand t —> + « (partie I).

de § , alors
o

b). Le théoréme du renouvellement de Blackwell (1953) : si de plvs u n'est pas

portée par un ensemble de la forme {nd ; n € N} (d > 0), alors pour tout h > 0,
EO Ly ~ N
h

> %f quand t —> + «, (partie III).

Pour faire &tablir ce dernier résultat, on se servait d'une méthode probabi-
liste récemment publiée par Lindvall (1977). Cette méthode utilise une idé&e ancienne
de Doeblin, qui consiste & associer au processus étudié&, un processus indépendant de
celui-ci, de méme loi de renouvellement mais stationnaire : les deux processus
"finiront par avoir deux points voisins" et & partir de 13,leurs évolutions probabi-
listes seront "semblables". La méthode ne nécessite que des calculs élémentaires en
dehors de l'utilisation de la loi du z&ro—un de Hewitt et Savage (partie II). La

condition d de la partie III est destinde @ &viter de faire &tablir des résultats

assez classiques sur la convolution.

Il. Remarques générales

Ce probléme, certes long, ne contenait aucune difficulté spéciale pour les candi-
dats ayant une expérience moyenne de la conduite de calculs classiques. Celle-ci
semble manquer 4 bon nombre de candidats. Le rapport de 1'an dernier notait que les
candidats semblaient plus i 1'aise dans des raisonnements de type 'théorie de la
mesure" que dans les arguments probabilistes. Le caracté&re fortement probabiliste
du probléme de cette année explique sans doute la relative difficulté que les can-

~

didats ont trouvée & ce probléme. De toutes facons "le meilleur reste le meilleur"

le candidat qui a dominé les épreuves &crites communes, a aussi largement surpassé
les autres candidats dans 1'épreuve "Probabilit&s et Statistiques', conduisant les

calculs avec beaucoup de sfireté et d'énergie.
Au chapitre des erreurs ou méconnaissances versons deux points :

a). Soit p une mesure o-finie sur un anneau # de parties de Q. Le théoréme de
Carathéodory affirme notamment que 1'unique prolongement de u en une mesure sur la

tribu engendrée J = J () coincide sur J avec la mesure extérieure correspondante

W) = Inf(Z WA ) 3ECUA , A €R)
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I1 en ré&sulte que, le prolongement de u a8 .J étant encore désigné par p, pour tout

e > 0, pour tout A €7 avec p(A) < + w, il existe B € & tel que u(A B) <e.

Dans la partle II (question l.c) il convenait d' appliquer ce résultat a une pro-

babilité P. Cela a &té trés rarement fait.

b). Soient B un borélien de ]fm.et B le cylindre de ]fm dont la base est 1a
projection de B sur R". Il a ete souvent affirmé dans la méme question II. l.c
que B = ﬂ B . Cela est faux comme on pourra par exemple s'en persuader en prenant

B = (x ) X x. =1} ; alors N Bn = {x : xi < 1},

Remarquons que le Jury a'eu, dans cette option, 3 se plaindre de la qualité
de la rédaction de beaucoup de copies. Notons que la concision toujours souhai-
table n'emp&che pas d'indiquer les étapes d'un raisonnement ou d'un calcul, que
les calculs doivent &tre lisibles, qu'une version exacte d' un raisonnement ou d'un
calcul suivant sans commentaire une version erronde de la méme partie ne saurait

effacer celle-ci (!).

Notons également :

c). Les indices aléatoires n'ont pas toujours &té bien compris ni
maniés correctement. Par exemple dans la question I.6, pour la partie b),
T .
ce qui nécessitait explication est la mesurabilité de S et non sa posi-

tivité, et pour la partie ¢) 1'utilisation du point a)est fondamentale.

d). Certains candidats ont paru peu familiers avec la loi bindmiale .
Notamment une partie d'entre-eux a perdu du temps pour retrouver (avec

plus ou moins de bonheur) la formule donnant P(Sn = k).

lil. Corrigé succint du probléme

Préliminaire. - L'indépendance de X et Y est €quivalente 3 1'égalité PX v PX 8 PY'

La relation demandée résulte alors de 1l'application du théordme de Fubini.

I.1. - La condition p # S, implique 1'existence de ¢ > 0 tel que u(le, + «[) > 0.
Le résultat de l.a se déduit alors immédiatement du lemme de Borel-Cantelli ou peut

étre directement &tabli par passage au complémentaire.

Alors presque slirement, la suite croissante (S ) tend vers +« quand n — + o,

L'événement {N =+ w} = {1lim Sn St} est de probablllte nulle et 1'&vénement
n
N {N <+ o} = N {N, <+ =} (croissance en t de N ) est de probabilité 1.
t * Tk t
t>o . ke

On a aussi :

{ 1lim Nt<+°°}= U{limNt<n}= U {S =+ o} =¢,
t>+ o n=1 t n=>1 0
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n
I.2. - D'aprés la loi des grands nombres de Kolmogorov,-% z Xi converge presque
i=1
S X S

. -~ n o} n-1 n-1 n—1
siirement vers m j; il en est de méme de — = — + X. et = .
) n n i n n n—l

1

1
n .
1

s

Mais d'aprés I.1, presque silirement Nt € N pour tout t > o et lim N_ =+ o .
: t>+®

Par définition, on a pour tout n =1, {N_ = n} = {Sn >t N {Sn_ < t}, done

t 1

SN -1 <t <:SN . En divisant les termes de cette double inégalité par N, et en
t t

tenant compte de ce qui précéde, on obtient immédiatement le résultat.

I.3. - La v.a.r. Sn a la loi binOmiale de paramétre n et p. Comme on a

N, =k} = {5, >t} n{s,_,

obtient compte tenu de 1l'indépendance des Xn :

< t} et que X, ne prend que les valeurs 0 et 1, on

P(N, = k) = P(X, = D.P(S,_; = (D)

=C£{“dﬂ &ﬂ%d si 0<t<k
et naturellement P (Nt = k) =0 si \t = k.
e [t]+1 n-1
sy = 3wl I ol ety eleD. n g
k> [t]+1 Con>l

On reconnalt ici la dérivée d'ordre ([t]+1) d'un développement en série entiére

[t] +1 ]

classique (!) et on en déduit E(Nt) = 5

On peut aussi écrire que

[t]+1

t]+1 t]+2 k~1-it
ey - NCRINCE
k>[e]+1 P
et noter que z P(Nt+1 = k+1) = 1.
k> [t]+1

De facons semblables, on obtient aussi

E(N,. (N +D) = ([F]+1)é([t]+2)
p
d'ol E(ND) = E(N_.(N.+1)) - EQN) = ([tl+1) ( {tL+2 S,
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I.4. - Soit € > 0 tel que P(X1 = ¢e) =p>0. Si 1'on pose Xé = 0 et pour tout
= o ' -
z 1 Sn

i > ! = ' <X, it i < N!
121, Xl 1{X. > e} on a eXl \\Xl quel gue solt i et Nt \.Nt z ¢
1 s E- n=>0 [0,';:‘]

Ce que 1'on demande en a, se déduit alors de I.3 (on peut remarquer que les résul-

tats de I.3 demeurent si p = 1, ce qui permet d'englober le cas p = 66(!)).
2
. E(Nt) - ' . . . e N¢ .
La condition sup 5 < + = entraine 1'uniforme intégrabilité de r (mais
) t =21 t _ N
non celle de -%-(!)) ; celle-ci jointe & la convergence en probabilité de 7}

t
vers a-implique la partie b. On peut aussi, sans faire appel aux résultats géné-

raux que nous venons d'utiliser, écrire
N N
t 1 t 1
——— > —— <£+ ——— .
” t m‘dP\ f t mil{|}]£__]_|>}dP
t m ¢

et appliquer Cauchy-Schwarz.

E(Nt)

Si Jx u(dx) = + =, on a —> 0. Ceci s'obtient en considérant pour A > 0,

la suite (x?) définie par x? = X, si X, <4, xﬁ = Asi X, >A.

I.5. - On &tablit que f définie en a est une densité de probabilité en appliquant

T —

d la fonction borélienne l{t <:u}(t,u) le théoréme de Tonelli. oo

G(u) du .

Si u est densitable, G(t) = p(lt, + o[) est continue. Alors G(t) =
t

quel que soit t > 0, entraine que G est dérivable sur ]0, + «[ et vérifie 1'équa-

tion différentielle G'(t) = - EéEl . La seule probabilité possible est celle de
densité %-exp(— %) 1 (t) et elle vérifie bien la condition voulue.
[0, + =]

Pour la partie b, on écrit :

EN) = X E(] °8) = I vy (lo,e])
n=o [0,t] n=o
En remarquant que v ¥ K, & pour densité gn(u) = | f(u - v)un(dv) et en remplagant
[0,u]

f(u - v) par sa valeur, on obtient en trois lignes le résultat. On peut aussi
suivant l'autre méthode indiquée, considérer la transformée de Laplace de la mesure

borélienne sur Ea_, A, associée 3 la fonction croissante t —> E(Nt). On obtient :

3(s) = 9(s)+ — .

~

1-n(s)
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D'aprés 1l'injectivité de la transformée de Laplace, on a : E(Nt) = i-quel que
1 - Hi(s)

soitt>0¢=>3(s); p—

pour tout s > 0 <> v de densité f.

I.6. = On a

I

{a k} = {

<
T Spoy ST <S8} kEN

et {a, =+ o} = {lim S <T} C{lim § <+ =},
T n n

I1 en résulte le point a.

On peut écrire :

d'oll 1'on déduit le point b.
sont des boréliens de R, , on peut écrire

}

Si Bo’Bl""’Bn+1

T

T T , T T
{s,eB}tni{s; -s €B}tn...n{s , -8 €B

1 1

= U = —
k>o{mT k} N {sk TE Bo} N {Xk+l € Bl} N...N {xk+m+l E\Bnﬂ}.

D'aprés le point a et 1l'indépendance des Xi’ les événements

= N - € ces € indé .
{aT k} {Sk T € Bo}, {Xk+l B]}, ’{Xk+n+1 Bn+1} sont indépendants
On en déduit alors rapidement le point c.

Si 1'on pose N = 2 1

. T = -
e” Z on a : E(Nt) z 1>(sn T€]o,t})

T
lo,t] °Sn°’
’ n=o

puis par indépendance de Snvet T

+00
z P(S_ € ]u, t-Fu])PT(du)
n=o0 jo n '

+c0
Jo (E(Nt+u) - E(Nu))PT(du).

Alors le point d résulte de 5.b (partie directe et partie réciproque).
| k-1
- Seri = >

I.7. - En écrivant E(Nkh) E(Nh> + = E(N(n+1)h

le point a, de se rappeler que pour une suite numérique la convergence ordinaire

- Nnh) il suffit pour &tablir

implique 1la convergence au sens de Cesaro (!).
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L'existence de la limite si v = § , s'@crit :

g(t) = 2 u (Jt, t+hn]) R R quand t —> + o,
n m
n=o
Sous cette condition g est de plus bornée sur [0, + ®[, car bornée sur tout
intervalle fini. Le point b est alors &tabli en appliquant le théoré&me de

convergence dominée 3 .

E(N -N)= |g(t - u) 1[0,t+h](u) v(du).

t+h t

II.1. - Pour C = HEI(B) avec BE B , on a

n®

PL(C) =Py (C) = v " (B)

o
Par Carathéodory, le th&or&me sur les 7 et A systémes ou 42 des rappels les

probabilités Py et Py coincident sur tout B .
o

On a donc P(An) = P(A;) et comme par associativité de 1'indépendance A.n et

A; sont indépendants, on a

P(An N A&) = P(An).P(Aé) = [P(An)lz.

Comme nous 1'avons rappelé dans les remarques générales, pour tout A € JTX),
g P

il existe une suite (Ah) de la forme An = {(Xl""’xn) € Bn} telle que

:? P(AA Ah) — 0 quand n — + «, Soient o, la permutation de Zén telle que

on(l) = 2n, cn(z) = 2n -‘1,...,0n(2n) =1, on(i) =i pour i > 2n, et A;
. . PP .
1'événement {(ch(l)’°"’X0n(n)) € Bn}. Si A est un &vénément symétrique, on a
"y — .
P(AA An) P(AA An) et les suites (lA Y et (] I,1) convergent vers lA dans

n
Ll(n,gﬁ,P), et il en est de méme de la suite (lA nA,). I1 suffit alors de passer
T n .

d la limite dans la formule P(A.n N A;) = [P(An)]2 pour obtenir le résultat de la

partie c.

Remarquons que nous avons utilisé& 1'invariance de A seulement pour les permu-
: tations o On aurait pu utiliser d'autres suites de permutations, en particulier la
suite définie par o;(l) = 2n+l, 05(2) = 2n,...,c;(2n+1) =1, cﬁ(i) = i pour

i > 2n+l, qui respecte la parité. Cette remarque sera utile pour III 22.

56




I1.2. - La loi du tout ou rien de Kolmogorov affirme sous 1'hypothése d'indé-
pendance de la suite (Xn), que la probabilité d'un événement asymptotique ne
peut &tre que 0 ou 1. Le résultat précédent (loi du tout ou rien de Hewitt et
Savage) est établi sous la condition supplémentaire de 1'équidistribution des
Xn’ mais concerne une fémille plus vaste d'événements. Il est en effet immédiat

de constater que tout Evénement asymptotique est symétrique ; par contre

A= N {Xn € B} est symétrique sans €tre (en général !) asymptotique. .
n=1

I1.3. - Soit A € J(X) un événement symétrique relativement & X. De la méme i

fagon que dans 12 et avec les mémes notations en remplagant simplement X par X

et en prenant cn(O) = 0, les suites (lAn), (lA,) et (1AanA;) convergent dans |
L1 vers lA' D'aprés la continuité de 1'espérance mathématique conditionnelle,

les espérances mathématiques conditionnelles par rapport & X, des trols suites i
précédentes convergent dans L1 vers E(lA/Xo)' En appliquant le résultat du ﬁ

préliminaire, on obtient E(lA Aar/X) = E(lA /X ). (1 '/Xo) et cette suite converge :
n ,
1 ‘ n n n :

dans L 3 la fois vers E(lA/Xo) et vers (E(lA/Xo))z. D'ol le résultat demandé.

S. S. S.
III.1. - 8 L (resp. S' 1) a la méme loi que S (resp. S') (cf. I.6). s L et

s' L sont indépendantes comme S et S' Donc la suite (Zk’ k€ N) a la méme loi

que la suite (Zi k € N). I1 en résulte que P(Ao) = P(Ai) quantité encore i

+k?
égale a P(A ) en remarquant la décroissance de la suite (Ai).

I11.2. - L'événement A peut s'@crire : il y a une infinité de Sj qui sont

-~

suivis 3 moins de § par un Sé. Sur {lim S, = * ©}, il a méme trace que Al :

"il existe une infinité de couples (ik,jk) telle que si k > k', alors

ik >>ik, et jk >’jk., et 0 < S&k - Sik < 8. L'événement A n'’est pas symétrique
par rapport & Y mais il est invariant pour les permutations qui laissent inva-

riants O et globalement les pairs et les impairs. D'aprés la remarque faite en
IT.1 et applicable encore 3 II.3, on obtient la partie a.

OnaA, DO U {0<8' -8 <§}. Alors presque-siirement
1 > n n
n=1

|>/ vy > | ' e AV oS

E(]_A /Xo) > E(sup 1{0<:S'-S <5} /X)) = sup E(] (Sn Sn)/Xo). Mais d'aprés
] n n “n n lo,s1

le préliminaire, on a PX' presque-siirement : I

[o}

v T ooty = St . |
E(l]o,s[(sn -8 /X! =x)) =u (-x, § - x'D.
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Alors 1l'utilisation de l'hypothése d, donne le résultat du point b.
L'événement Al\ A_ @étant négligeable, on a E(lA /X)) = E(lA/IXé). D'aprés
. . 1 ©o

les parties b et a, E(]_A /Xé) = | presque-siirement ; il en résulte que
: ‘ _ |

P(a) = P(a;) = P(a) = 1.

ITI.3. - L'événement {K = k} N {K' = k'} s'exprime a 1'aide de
SO,SI,...,Sk,Sé, 1,...,8&, ; 11 appartient donc & la tribu

gﬁTXb,...,Xk,Xé,...,Xﬂ,).

Alors pour toutes fonctions bor&liennes bornées f et g, on a :

E(f(SK)-g(SK+n‘SK)) = kzk.E(f(Sk)'g(Skm_sk) l{K=k} N {Kl___kl})'

Mais E(f(Sk).g(Sk+n—Sk)l{K=k} A {K.=k,}/g'(xo,...,xk,x('),...,xl'(.))

= 16l gar) n {K'=k'}.Jg(x)un(dx)'

E(f (Sk) .g(sl'('+n - Sl'{')l{K=k} n {K'=k'} /f(xo’ e ’Xk’Xc')’\' .. ’xl'{') ) .

En prenant 1'espérance mathématique de 1'espé@rance mathématique conditionnelle

et en sommant en k et k', on obtient :

B(E(S) 8 (g, = Sp)) = BCEGS) 8(Sp,, = §1,))

d'ol la-partie a.

Il en résulte en particulier que SK+

! ~8', + éme loi.
0 et SK'+n S SK ont meme

K
Comme 0 <SI'<, —SK< §, on a
1 < v - at < '
l] t+8,t+h [ ° Sgran S 1]t,t+h[ ° (SK'+n Sgr ¥ SK) = l]t,t+h+§ [° Sgtan®

En prenant 1'espérance mathématique dans cette double inégalité puis en

sommant en n, on obtient la double.inégalité demandée dans la partie b.

III.4. - En utilisant les notations de I.6 pour la suite (X;) au lieu de (Xn),

on a

N' -N'= X ] 08! = X 1 o' = Z 1  es'f
t+h "t n>o Jt,t+h]  n>o 1t,t+h] a tn n>o ]10,h] ©
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Comme les deux suites de v.a. (S;t, n€ N)et (S;, n € N) ont méme loi, il en

-~ 1 — ) .
est de méme pour les dgux vea. Nl - Npet Np s (P(Sé: 0) = 0).

En partitionnant par 1'é&vénement {Né+h - NE < A} et son contraire (A réel = 1)

et tenant compte de ce qui précé&de, on obtient :

E( Z ] °8.) <A.P(Sp, >t) + EQY

N P ).
k <K' ]t,t+h] k {Nh > A}

I1 suffit alors de faire tendre t vers + », puis A vers + = pour obtenir la

fin de la partie a.

Toujours avec les notations de I.6 mais cette fois appliquées 3 (Xn)’ on a :

P(N_,, =N >n) =P(S_, <-t+h) = J'un([o,uh-s])PS (@s) <u_([o,h]) = (N, >n).

t n o
] t,t+h] t

t+h

Alors la démonstration se conduit comme dans la partie a.

Pour conclure il faut remarquer que

E((N, .. -N).] ) <EW,.] )
t+h t h
{Nt+h-Nt > A} {Nh > Al

en se rappelant que pour une v.a. W & valeurs dans N, on a E(W) = X P(W>n).
n:=o

III.5. = En utilisant ce que l'on vient d'obtenir en 3 et 4 et la question I.5,

on obtient :

h-8 . .
— = 1lim E(N',.-N' ) = lim E( 2 ] °o8',. )
t>+w t*h e+d t>+o n>o ]t+§,t+h] K'+n
< lim inf E( 2 ] oS )= lim inf E(N_ , -N,)
t>+o n>o ]t,t+h] K+n £>+ o t+h 't

< 1 -
< tiﬂfa>sup E(Nt+h Nt) et de fagon analogue

» . h+§
m ' - ! = en—
< i E(Nt+h+<§ Nt) m
t++ o

D'oli le résultat demandé.

II1.6. - Compte tenu que v = 60, on a pour tout t >0 :

A(le,e+1l) =8 = 2 u (le,e+1]) -8 = JA(] t-y, t+l-yl)u(dy) - 8.
n=1
[0, t+1]

59



Pour 0 < j <A < t+l, en se souvenant que A([0,1]) majore A(lt~-y, t+1-y]),

on obtient par une majoration grossiére :
>\(]tst'*'ll)‘ﬁ <}\([O’1‘])-U([A’+°°[ )+(>\(]t_j’ t+2-j]) - B)'U([j—laj[)

+ ( sup A(18,6+1]) - 8).u([0,AD).
0=2t-A

-~

En appliquant ceci 3 une sous-suite (tk ) de t telle que

A(]tk =3 te j+2]) — B', puis en"passant 3 la limite en n et en faisant
n n
ensuite tendre A vers + «, on obtient :

(8" = 8) u(li-1, jD =o0.

D'ol la partie a, compte tenu de l'hypoth&se sur le support de u (dont on peut

en réalité se passer).

~+00
On a J v t,+=Ddt = J x p(dx) = + =3 d'ol 1'on déduit rapidement que
+oo ° [0,+=]
Zu(l2i,+ol) =+ o,
i Ik
On a J (e -y, +=[) 2dy) = 1> Z Ju(] t, -y, +=[) A (dy)
i=1 . .
[0,¢,] T le 21, - 204 2]

(2 Ik est le plus grand entier pair inférieur ou égal i tk)

-2i+21).

I
= Z 11(] 21,4 [))\(] tk_Zi’tk

1=

[y

De 13, on dé&duit aisément (par exemple par Fatou !) que

<400
128« Zu(2i,+e])

i=1
et donc que B = 0.
IV. Statistique des résultats
Nombre de copies corrigées : 550
Notes ‘<1|255|6510|11 515‘16520l21 525[26530131 535‘36540
Nombre
de copies 226' 102 l 93 l 60 l 47 ' 11 ' 3 ’ 4 l 4
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oral

1. OBSERVATIONS GENERALES

Les 226 candidats admissibles ont &té répartis en deux sous-jurys comportant chacun une commission
d’algébre et une sous-commission d’analyse. Une concertation permanente a assuré une bonne harmonisation
de la conception et de |'appréciation des épreuves,

On aura noté que la diminution trés sensible du nombre des places mises au concours n'a pas été entiére-
ment répercutée sur le nombre des admissibles. Cette prudence du jury d'écrit a regu sa justification a posteriori
dans le fait que les épreuves orales ont permis a certains candidats d'effectuer un redressement spectaculaire.

Dans Iensemble, la valeur des lecons s'est améliorée, surtout en analyse et il est certain que le niveau
movyen des agrégés de 1980 est sensiblement supérieur & celui des lauréats des concours précédents.
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2. EPREUVE D’ANALYSE, PROBABILITES

2.1 Observations générales

Comme dans le rapport précédent (1979), on peut dire que I’organisation technique du déroulement de la
legon est comprise de la grande majorité des candidats ; rares sont ceux qui n’ont pas encore réalisé I'intérét de
la notice d’instructions qui leur est remise.

Le jury a constaté cette année un niveau général de cohnaissances tout 2 fait satisfaisant chez nombre de
candidats ; en revanche, il a noté un net laisser-aller dans la conception et la présentation matérielle de certai-
nes lecons.

Il est nécessaire de rappeler quelques évidences déja évoquées dans les rapports précédents : un plan doit
étre lisible donc bien écrit, compréhensible donc bien exposé, logiquement construit et mathématiquement cor-
rect ; les énoncés doivent étre rigoureux, |'usage des quantificateurs soigneusement contréié, le symbolisme
utilisé avec précision (indices dans les sommations, bornes dans les intégrales définies...).

Le jury a en particulier sanctionné trés sévérement les candidats qui ont réduit le plan a un aide-mémoire
murmuré comme a regret, le plus hativement possible. ‘

L'exposé est lui aussi une partie importante de 1'épreuve, que trop de candidats semblent avoir négligée
pendant leur préparation. Le choix des sujets proposés demande du soin : ils doivent présenter un contenu.
mathématique substanciel sans étre excessif, et correspondre au libelié de la legon ; ainsi la démonstration d’un
théoréme général n'a guére sa place dans une lecon d‘exemples ; de méme ne doit-on pas vider un exposé de sa
substance en reportant dans un lemme admis |'essentiel d’une démonstration.

De plus, I'exposé doit avoir été préparé de fagon suffisamment minutieuse pour que le candidat ne se borne
pas arecopier ses notes ou ne se trouve pas confronté & une difficulté imprévue. C'est au cours de I'exposé que
le candidat doit montrer sa capacité 3 convaincre un auditoire de la validité de ses résultats ainsi que du bien-
fondé de sa démarche : il ne s’agit donc pas de reproduire mécaniquement une démonstration ou un calcul ;
toutes les considérations, en particulier heuristiques, de nature & éclairer la progression de I'exposé, sont appré-
ciées. '

Quant aux questions posées par le jury, elles ont pour objet essentiel de vérifier la solidité des connaissan-
ces des candidats et leur aptitude & utiliser dans des situations concrétes les notions introduites dans la lecon.

2.2 Remarques particulidres

L'analyse statistique des legons effectivement choisies montre une concentration autour d‘un petit nom-
bre de thémes trés généraux, au détriment des lecons d’exemples, d'étude de courbes, de la cinématique, etc.
Les jurys pourraient donc étre amenés 3 enrayer cette tendance, par exemple en modifiant la fréquence de cer-
tains sujets et leurs couplages. Il est rappelé a ce propos que la préparation a I'oral doit couvrir I'intégralité du
programme officiel.

Pour ce qui est des remarques concernant les diverses legons —dont I'intitulé a peu varié cette année— on

se reportera utilement aux rapports précédents, ceux de 1978 et 1979 en particulier.

Les quelques indications qui suivent pourront néanmoins étre profitables aux futurs candidats.

* S'agissant des lecons d'intégration, le jury est amené & constater que la présentation de l'intégrale de
Riemann — le plus souvent faite d’aprés le méme modeéle — a conduit certains candidats & des déboires, faute
d’une appréciation suffisante de la portée, des limites et des difficultés de cette théorie.

* De nombreuses legons requiérent I'usage de récurrences ; le jury déplore que certains candidats ne
sachent pas formuler convenablement une construction ou un raisonnement par récurrence, méme quandils y
sont explicitement invités. '

* Le jury met en garde les candidats contre la tentation de se placer dans un cadre trop général (calcul dif-
férentiel, intégration, développements limités, séries, équations différentielles dans les Banach par exemple).
En V'absence d'application ou d’exemples véritables une telle attitude apparait comme gratuite et ne peut que
desservir les candidats.

* Enfin, en ce qui concerne les legons de probabilités — qui apparaissent plus souvent que par le passé —
le jury a souvent constaté le caractére superficiel des connaissances de certains candidats ; il n’est pas moins
grave d'ignorer les diverses notions de convergence utilisées en probabilités que d’ignorer celles qui servent en
analyse classique.




2.3 Liste des exposés d’analyse, mécanique et probabilités

O W WU N HWN=
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11

13
14
16

16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
3s
40
41

42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

52
53
54
55
56

Applications a I'analyse de la notion de compacité

Exemples d'espaces compacts

Espaces homéomorphes. Exemples et contre-exemples

Connexité. Applications

Théorémes du point fixe. Applications

Espaces métriques complets, espaces métriques compacts ; comparaison de ces notions
Comparaison des distances dans les espaces métriques. Exemples et contre-exemples
Suites de points dans un espace métrique ; suites extraites. Exemples et applications
Sous-espaces denses. lllustration par |'approximation des fonctions

Exemples d’applications linéaires continues d’un espace vectoriel normé dans un autre ; norme de tel-
les applications

Espaces vectoriels normés de dimension finie

Géométrie dans un espace vectoriel normé

Exemples d'utilisation de la dénombrabilité en topologie et en analyse
Donner une construction de R ; en déduire les principales propriétés de R

Une caractérisation de R {par certaines de ses propriétés) étant connue, en déduire ies autres proprié-
tés fondamentales de R

Topologie de la droite numérique R et sous-ensembles remarquables de R

Exemples de compactification de R et de C ; utilisation

Connexité dans R et fonctions continues

Propriétés topologiques de RN, exemples d'utilisation

Limite d'une fonction numérique d’une variable réelle

Exemples d’'étude de suites de nombres réels

Limite, limite inférieure, limite supérieure d’une suite dans R ou R

Approximations d’un nombre réel

Etude, sur des exemples, de suites numériques définies par divers types de relations de récurrence
Continuité et dérivabilité de fonctions réelles d'une variable réelle ; exemples et contre-exemples
Fonctions & variation bornée. Applications

Applications réciproques : théorémes d’existence ; exemples

Fonctions implicites : applications

Exemples d’utilisation de changements de variable

Fonctions convexes d'une ou de plusieurs variables réelles

Fonctions convexes d’une variable réelle ; inégalités de convexité

Problémes de prolongement de fonctions ; exemples

Applications différentiables. Exemples

Fonctions de plusieurs variables réelles : formule des accroissements finis et applications
Applications de classe CK d’un ouvert de RN dans RP

Les différentes formules de Taylor '

Problémes d'extremum

Comparaison des fonctions au voisinage d'un point. Développements limités
Applications des développements limités et asymptotiques

Intégrale des fonctions de variable réelle. Premiéres propriétés

Intégrales impropres ’

Problémes d'interversion d'une limite et d'une intégrale. Exemples

Problemes de dérivabilité en calcul intégral

Fonctions définies par une intégrale. Exemples

Fonction exponentielle complexe. Argument d’un nombre complexe

Exemples de recherche de primitives et de calcul d’intégrales

Méthodes de calcul approché d’intégrales

Exemples d'utilisation des intégrales curvilignes

Séries. Convergence et convergence absolue. Sommation par paquets, réindexation
lllustrer par des exemples et des contre-exemples la théorie des séries numériques
Continuité, dérivabilité, intégralité de la somme d’une série de fonctions d’une variable réelle
Comparaison d'une série et d'une intégrale

Différentes notions de convergence d’'une suite de fonctions. Exemples

Exemples de problémes d’interversion de limites

Domaine de convergence d'une série entiére. Propriétés de la somme d’une telle série
Exemples de développement d’une fonction en série entiére
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57
58
59
60
61

62
63
64
65
66
67
68
69
70

71
72
73
74
75
76
77
78

Série de Taylor

Solutions des équations différentieiles y’ =f(x,y) ; solutions maximales
Equations différentielles linéaires ; propriétés générales. Exemples
Systémes différentiels linéaires & coefficients constants

Etude détaillée, sur un petit nombre d’exemples, d’équations différentielles non linéaires ; illustrations
géométriques

Exemples de prbblémes conduisant & des équations différentielles

Divers modes de définition et de représentation des courbes et surfaces de R? et R3. Exemples
Propriétés affines locales des courbes. Branches infinies. Exemples

Exemples d’étude de courbes planes '

Etude locale des courbes planes

Etude locale des courbes de R?

Mouvement & accélération centrale

Champ des vitesses d'un solide. Composition des mouvements

Mouvement d’un repére orthonormé ; application & la théorie des courbes gauches et ala cinématique
du solide

Mouvement d’un plan sur un plan

Méthodes de calcul app}oché de solutions numériques des équations f(x) =0
Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynémiales
Théorémes limites fondamentaux en calcul des probabilités

Le jeu de pile ou face (variables de Bernoulli indépendantes)

Probabilité conditionnelle. Exemples

Loi binomiale, loi de Poisson

Introduire, sur des exemples, les bases mathématiques du calcul des probabilités




3. EPREUVE D’ALGEBRE, GEOMETRIE

3.1 Observations générales -

Les candidats admissibles ont subi cette année les épreuves orales
du Concours dans des conditions météorologiques favorables au travail et & la
concentration, tandis que la diminution importante du nombre d'admis, rendant

la compétition encore plus rude, pouvait selon les cas constituer un stimulant

ou une invite au découragement.

De fait, plusieurs d'entre eux, pourtant nantis de connaissances

honorables et convenablement préparés au Concours, ont semblé n'€tre 13 que
par acquis de conscience, d8jd résignés & un &échec qu'ils estimaient iné&vi-
table et n'envisageant méme pas qu'une legon vivante et bien menée, des réac-
tions précises et rapides, puissent changer quoi que ce soit & un destin dé- J
sormais scellé i leurs yeux. Se présentant en battus, ils ne pouvaient effec-

tivement que 1'&tre tant 1l'allant et la volonté de convaincre sont, ici comme

devant une classe, des qualités essentielles et un slir gage d'efficacité. 1
I1 faut dénoncer cette absurdité : si 1'Agrégation est effectivement

un concours difficile et de haut niveau, aucun candidat, d8s lors qu'il s'est I

préparé durant 1'année avec tout le soin et 1l'attention dont il est capable, ”

ne doit accepter — aussi minimes qu'elles puissent alors lui paraitre - de com- ‘

promettre ses chances de succés et d'an@antir sans contrepartie toute une année %

de travail, sous prétexte que la concurrence est vive et que le rite de la

lecon exige, pour y réussir, persévérance et sang-froid.
L]

A fortiori, ceux des candidats admissibles qui ont conservé intacte
leur détermination et présenté, comme en témoignent leurs notes, des legons

satisfaisantes sans obtenir toutefois 1'admission définitive ne doivent-ils

en aucun cas céder au découragement ou au fatalisme, mais comprendre au con-
traire qu'une annde supplémentaire de préparation, en donnent plus de cohérence ;

20N

et de maltrise 3 leurs connaissances et davantage de slreté & leur comportement,

a de grandes chances d'&tre couronnée du succds qu'ils ont cette année manqué

de peu. ’ ;

A tous les futurs candidats, conseillons la lecture des Rapports
des années antérieures : sachant plus précisément ce qu'on attend d'eux, ils

n'auront que plus de facilité & s'y préparer, et les observations faites cha-
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que année a propos des sujets classiques ne peuvent que guider leurs lectures
et diriger efficacement leur réflexion. Renvoyant donc, par exemple, au
rapport de 1979 pour tout ce qui concerme les délices vénéneuses de la biblio-
philie et les divers aspects du passage devant le jury, on donnera ci-apras
quelques remarques concernant l'organisation et la matidre des lecons, ainsi

que 1l'esprit dans lequel il est possible de les traiter.

Insistons d'abord, avant d'en détailler divers aspects, sur deux
impératifs qui s'imposent dans chaque legon : illustrer et wnifier.

Illustrer, d'abord. Le sujet que 1'on choisit n'est, ni un catalogue,
ni un schéma dogmatique ; il répond 3 ume nécessité, a une cohfrence interne
et des ramifications. Se borner aux principaux résultats d'une théorie sans
en souligner les idées directrices, limiter ses exemples & des cas particuliers
banals n'est pas de bonne pédagogie, ni de bonne mathématique. Abstraire,
c'est aller & 1'essentiel et non pas dess&cher, et 1'on convainc bien plus
slrement qu'une notion est utile par un exercice qui la met spectaculairement
en ceuvre qu'en déclarant "ca sert beaucoup”, "c'est trds intéressant" 3
chaque endroit d'un plan dépourvu par ailleurs de toute application signifi-
cative. Un authentique travail de préparation, un effort personnel de réfle-
xion et de recherches, se révélent bien plus aux motivations et exemples qu's
1'énoncé de théorémes géndraux ou exotiques dont tout montre ensuite que leur
découverte est récente, et nulle leur assimilation.

- Unifier, ensuite. L'efficacité d'une idée se Juge & 1'étendue de
son rayonnement et, pour en faire ressortir 1'intérét, il est donc indispen-
sable de la montrer en action dans un large éventail de contextes. Sans aller
Jusqu'aux sciences de la nature et de la vie - bien que rien ne l'interdise
et que d'aucuns s'y soient cette année essayés avec quelque bonheur - les
exemples et exercices que l'on présente sont d'autant plus convaincants que
leur domaine est moins restreint et qu'ils font suivre les prolongements de
la théorie &tudiée dans des directions plus nombreuses, voire inattendues.

Se refuser, par exemple, sous‘prétexte que 1l'on présente une legon
sur les groupes, tout recours & 1'algdbre linfaire, 1'analyse, la géométrie
ou la topologie, est une attitude dommageable 3 tous égards, un non-sens
scientifique en méme temps qu'une maladresse pédagogique. Algébre, analyse

et géométrie sont depuis longtemps inextricablement 1iées, chacune offre aux
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yeux du chercheur ou de l'enseignant un champ trés &tendu d'applications ou
d'illustrations des autres et, s'agissant plus particulidrement des candidats,
une vision globale du programme et la capacité de 1'appliquer dans divers

contextes est, & l'écrit comme & l'oral, un des plus siirs atouts possibles.

3.2 Observations particulidres sur certains sujets

On trouvera ci-aprés, sous une forme intentionnellement concise et
classé par groupes de legons, un ensemble de remarques sur les développements
qu'appellent les divers sujets, et sur ceux qu'ils peuvent &ventuellement
recevoir. Sous la dénomination "exemples", sont énumérées, a 1l'intention
des futurs candidats et sans qu'il en résulte pour eux limitation mni
contrainte, quelques directions dans les.quelles ils peuvent trouver aux
notions qu'ils présentent - outre les exemples usuellement cités, et qui
n'ont pas €té repris - des illustrations significatives et des conséquences

non triviales.

3.2.1 Structures algébriques, théorie des groupes

Faire ressortir comment une structure algébrique quotient permet
d'étendre, de compléter, d'enrichir, une structure donnée. Exemples : symétrisé
d'un monoide, anneaux de fractions, corps de rupture d'un polyndme, semi-normes,
construction de IR, d'espaces projectifs, problémes de dénombrement, identifica-
tion et étude d'algdbres de matrices sous forme K[AJeK[X]/(P).

. Pour les groupes finis, donner (si on les énonce) des applications
non banales aux théordmes de Cayley et de Cauchy. Exemples : groupe des unités
de % /n% et sa structure, groupes classiques (GLn, SLn, PSLn) des corps finis,
groupes et géométrie (groupes diédraux, groupes des polyedres réguliers,
groupes de "pavages" du plan ou de la sphére), groupes de permutations des
racines d'une équation algébrique, calculs élémentaires sur les "petits"
groupes (générateurs, sous-groupes, sous—groupes distingués, de Sylow, classes
de conjugaison), définition et usage des groupes simples, définition et appli-
cations (en géométrie, par exemple) du produit semi~-direct ; par ailleurs,
les notions de groupe résoluble, nilpotent, le théoréme de Jordan-H3lder, ne
sont pas & exclure a priori.

Ne pas se limiter au cas fini en ce qui concerne les groupes opérant

sur un ensemble. Exemples : algébre (exemples de représentations linéaires
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de groupes, classes de congruence ou de similitude pour les matrices, pour les
formes quadratiques, opération du groupe Sn sur les polyndOmes 3 n indétermi-
nées, automorphismes d'une extension algébrique de @) ; géométrie (action de
sous groupes discrets du groupe orthogonal, recherche de domaines fondamentaux,
birapport, éventuellement espaces homogéﬁes) ; analyse (opérateurs de transla-
tion de variable ou d'indice dans les espaces de fonctions ou de suites).

La signature d'une permutation ne doit pas étre uniquement définie -
dans le cas des n premiers entiers, et les classes de conjugaison de Sn sont
8 citer. Exemples : signature des translations d'un groupe fini, matrices de

permutation, problémes de dénombrement et de divisibilité.

_3. 2.2 Anneaux et corps

Pour ce qui est des anneaux, donner la définition du produit de deux
idéaux, et son lien avec l'intersection ; énoncer le lemme chinois pour un
anneau commutatif quelconque, connaltre les idéaux d'une algébre de matrices ;
on doit faire ressortir les particularités des anneaux euclidiens, principaux,
factoriels, et étudier la transmiséion de ces propriétés aux sous—anneaux,
anneaux-quotients, anneaux de fractions, de polyndmes, voire de séries formelles.
Exemples : nombres décimaux, entiers de Gauss (é1éments irréductibles, struc-
ture des quotients, applications arithmétiques), propriétés d'un anneau K{X]/(P)
lorsque P n'est pas K-irréductible, divisibilité dans des anneaux de fonctions
de variable réelle ou complexe, anneaux 7Z[ Vi) et leurs applications & des
équations diophantiennes simples.

L'étude des corps finis ne doit pas systématiquemént étre faite dans
une cldture algébrique ; indiquer : les automorphismes, l'existence de poly—v
nomes irréductibles de degré queldénque, les classes d'équivalence de formes
quadratiques non dégénérées (en caractéristique différente de deux). On peut
aussi donner quelques propriétés tombant en défaut sur les corps gauches, ou
illustrer les notions de corps de décomposition, de corps de nombres algébriques
et de k-extension de degré fini. Exemples : corps de fonctions rationnelles,
nombre de points d'une conique sur un corps fini.

La construction du corps des nombres complexes doit pouvoir &tre
faite de plusieurs fagons, ainsi que la démonstration du théoréme de d'Alem-
bert-Gauss (sans reproduire la lacune que présente, 4 ce sujet, la démonstra-

tion par récurrence d'un ouvrage connu !) ; étudier le groupe de toutes les




racines de 1'unité, et pas seulement celui des racines n—iémes. Exemples :
détermination des sous-groupes de E*; de ses sous-groupes fermés ; exemples
de sous—corps de O (éventuellement une cldture algébrique de @) , homomorphismes
du groupe (&,+) dans (T¥,x) ; applications géométriques des nombres complexes,
application aux extensions finies de IR et 3 la structure des endomorphismes
normaux dahs un espace euclidien.

Donner également diverses constructions du corps des quaternions
et préciser ce qu'il en advient sur les corps finis, étudier le groupe qua-
ternionique et ses propriétés. Exemples : applications géométriques et au

groupe spécial orthogonal.

3.2.3 Polyn6mes, fractions rationnelles

Préciser et utiliser davantage le lien entre AlX] et K[X] (K, corps
des fractions de 1'anneau A), donner des exemples non triviaux de polynOmes
irréductibles & une et deux indéterminées ; on veillera, pour ce qui est des
polyndmes cyclotomiques, au "trou" que présente un ouvrage bien connu dans la
preuve de leur irréductibilité, et en ce qui concerne le lemme d'Eisenstein,
8 en dorner des applications autres que 1+X+...+Xp—1. La division euclidienne
doit &tre généralisée aux polyndmes 3 plusieurs indéterminées, et la réduction
des polyndmes symétrigues illustrBe et appliquée explicitement. Exemples
irréductibilité de XP-x-1 (p premier) sur Ib , sur @, étude de (X*a1)...(X—an)f1
(leS'a.i étant des .entiers relatifs tous distinects) ; régle de Descartes et
nombre de racines réelles pour les polyndmes de ]R[g} Quant aux fractions ra-
tionnelles : K-automorphismes de K(X), calcul de (A—XIn)_1, séries entiéres,
sommes de Newton ; applications & la combinatoire, 3 1l'arithmétique, & la re-

cherche de parties principales.

3.2.4 Espaces vectoriels, dualité, déterminants ' A

Les propriétés élémentaires (existence de base, de supplémentaires,
etc.) en dimension finie doivent &tre démontrées sans le théoréme de Zorn, et
les formules d'orthogonalité (orthogonal d'une somme, d'une intersection, ré-
ciprocité orthogonale) établies en dimension quelconque ; 1'étude de L(E), isur IR,
appelle quelques propriétés topologiques (ensemble des endomorphismes de rang
inférieur ou égal 3 r, etc.) et, sur un corps quelcongue, on doit donner plu-
sieurs définitions de la trace. et connaitre les formes lindaires sur L(E) ;

enfin, 1'appel aux déterminants n'est pas la seule méthode pour calculer le
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rang d'une matrice, de méme que 1'étude des équations linéaires ne doit pas

se limiter au cas d'un corps, mais envisager un anneau commutatif (éventuel-
lement intégre, principal). Exemples : déterminants de Vandermonde, circulants,
de Gram, résultant, discriminant, semi-continuité du rang, définition intrin-
séque de la trace, densité de GL(n,IR) dans Mh(IR) et de l'ensemble des matrices
diagonalisables dans Mﬁ(m). Espaces vectoriels tirés de l'analyse : fonctions
dérivables, noyaux d'opérateurs différentiels ou intégraux élémentaires, dua—
1lité dans lp, rang de systdmes de fonctions. Systémes linéaires : systlmes
différentiels lindaires simples, applications 3 1l'interpolation, i la géométrie

(polygones, cercle inscrit, etec.), exemples de méthodes itératives de résolution.

3.2.5 Réduction des endomorphismes

I1 est important de préciser si ies notions introduites (polyndme
caractéristique, polyndme minimal, endomorphisme diagonalisable) sontbindé—
pendantes du corps de base, et de ne pas supposer systématiquement que celui-ci
est algébriquement clos. Donner diverses conditions pour qu'un sous—espace
stable par un endomorphisme ait un supplémentaire également stable, et appli-
quer de’ facon significativé la décomposition en somme d'un diagonalisable et
d'un nilpotent qui commutent. Exemples : critdres pour l'existence d'un vecteur
f-totalisateur (c'est-d-dire dont les transformés successifs par f engendrent
tout l'espace), interprétation des divers coefficients du polyndme caractéris-
tique ; applications de la réduction de Jordan aux dénombrements de classes

de similitude, au polyndme minimal, au commutant 4'une matrice, & ses puissances

et & sa substitution dans une série entidre, utilisation dans les suites ré-

currentes lin€aires et les systdmes différentiels, similitude de A et tA.

3.2.6 Formes bilinéaires, espaces euclidiens et hermitiens

La mention des propriétés topologiques est indispensable dans 1'étude
des groupes classiques (S0(n), SU(n), SP(n), etc.), et la décomposition de
Cartan-Iwasawa n'est pas & exclure ; on doit faire ressortir la généralité de
la réduction de Gauss et définir précisément le discriminant, ainsi que les
diverses traductions matricielles. Signalons qu'il est inutile de complexifier
l'espace pour montrer gu'un endomorphisme normal réel est diggonalisable et
que, si 1'on énonce le théoréme de Witt, il faut (dans le cas euclidien)
savoir lier 1l'indice de Witt & la signature. Exemples : espaces euclidiens
définis sur des espaces de fonctions par divers poids (Legendre, Laguerre,
Hermite, Tchebicheff, etec.), éventuellement en se limitant au sous—espace

engendré par les N premiers polyndmes correspondants ; interprétation géomé-




trique des séries de Fourier et de 1'indgalité de Hadamard, définition des
angles d'Euler dans S0(3) et détermination des sous—groupes abéliens compacts
de O(n).

3.2.7 Géométrie

| En premier lieu, ne pas esquiver systématiquement les sujets de
géombtrie, travail et esprit de synth&se y sont particuliérement visibles
et bien récompensés ;'dans'ce but, lier les problémes d'angles & l'aetion de
0(n) et S0(n) sur les couples de droites et de demi-droites, étudier inversion
et groupe circulaire en liaison avec les homographies de IP1(E) et en donner
des applications géométriques ; par ailleurs, la "figure" dont on cherche le
groupe des isométries qui la laissent invariante doit 8tre un pavage du plan
ou de la sphdre, plutSt qu'un couple de droites ou un triangle, et 1'étude
de ce groupe faire intervenir les diverses notions du programme. Exemples :
cocyclicité, applications conservant les angles, les droites-cercles, le
birapport ; courbes wnicursales, homographies sur les coniques ; caractérisa-
tion des parties d'un espace vectoriel réel de dimension finie qui peuvent

8tre la boule unité d'une norme.
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3.3 Liste des exposés d’algébre et de géométrie

O O OO~ O VFWw -

P U G Y
N -

—_ -
£ W

J TG {
-3 ON U

18
19
20
21

22
23

2k
25

26
27
28
29
30
31

Problémes de dénombrement. Exemples.

Structures algébriques quotients. Exemples et applications.

Groupes abéliens finis., ’

Groupes abé&liens de type fini.

Groupes finis. Exemples.

Sous-groupes distingués. Exemples. Théorémes de factorisation.

Pdrties génératrices d'un groupe. Exemples.

Groupes opérant sur un ensemble. Applications.

Groupes de permutations d'un ensemble fini.

Idéaux d'un anneau unitaire. Anneaux quotients. Exemples.

Etude de Z /n%Z . Eléments inversibles. Indicatrice d'Euler.

Anneaux principaux. Anneaux euclidiens. Exemples.

Anneaux factoriels. Exemples et applications.

Corps. Exemples.

Corps de rupture d'un polynCme irréductible. Construction de corps finis.
Quaternions.

Construction du corps des nombres complexes. Groupe multiplicatif. Théordme
de d'Alembert-Gauss.

Racines de 1'unité dans un corps commutatif.

Diverses propriétés de 1l'algdbre des polyndmes 3 n indéterminées.
Fonctions-polynOmes. Racines. Multiplicit@s. '

Anneaux quotients de 1'anneau des polyndmes & une indéterminée sur un
corps commutatif.

Polyndmes irréductibles & une indéterminée sur un corps commutatif.
Polyndmes symétriques. Relations entre les coefficients et les racines
d'un polyndme.

Résultant de deux polyndmes. Discriminant d'un polyndme.

Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps commutatif.
Décomposition en &léments simples et applications.

Théorie de la dimension des espaces vectoriels dans le cas fini.

Rang en algdbre linéaire.

Groupe lin€aire en dimension finie.

Dualité en algébre lindaire. Exemples.

Exemples d'utilisation des matrices.

Formes multilinéaires alternées. Applications.




32
33
3k
35
36
37
38
39
Lo
L1
42
43
Ly

b5
L6

b7
48

L9
50

51
52
53
5k
25
56
5T

Déterminants.

Equations linéaires.

Réduction de Jordan.

Polyndme caractéristique et polynOme minimal.

Applications de la réduction des matrices.

Formes bilinéaires symétriques ou alternées.

Décomposition en carrés d'une forme quadratique. Classification sur IR et €.
Groupe orthogonal d'une forme quadratique non dégénérée.

Espaces vectoriels euclidiens en dimension finie.

Groupe orthogonal d'un espace euclidien dé dimension finie.

Espaces vectoriels hermitiens en dimension finie.

Groupe unitaire d'un espace vectoriel hermitien de dimension finie sur C.
Dualité dans les espaces vectoriels euclidiens en dimension finie. Adjoint
d'un endomorphisme. Réduction d'un endomorphisme symétrique.

Dualité dans les espaces vectoriels hermitiens en dimension finie. Adjoint
d'un endomorphisme. Réduction d'un endomorphisme auto-adjoint.

Réduction des endomorphismes normaux dans les espaces vectoriels hermitiens
et euclidiens de dimension finie.

Barycentres. Convexité.

Isométries d'un espace affine euclidien de dimension finie. Symétries
orthogonales. '

Angles.

Sur des exemples (en dimension -2 ou 3), description et &tude du groupe

des isométries laissant globalement invariante une partie donnée.
Similitudes.

Torseurs.

Inversion plane. Groupe circulaire.

Cercles et sphlres en géométrie.

Droite projective, homographies,.involutions.

Espaces projectifs. Groupe projectif.

Application des formes quadratiques & 1'€tude des coniques dans le plan

affine euclidien.
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4. BIBLIOTHEQUE DE L'AGREGATION

Les candidats étaient autorisé & apporter tout livre vendu dans le commerce (a I'exclusion des textes
dactylographiés ou ronéotypés) et dépourvu de notes manuscrites.

lls pouvaient en outre consulter sur place les ouvrages suivants :

ARTIN
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BERGER et GOSTIAUX
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CHOQUET

couty
DIEUDONNE

DIXMIER

DUBREUIL (M. et Mme)
DUBUC

EXBRAYAT et MAZET
FELLER

FRENKEL

GENET

GODEMENT

HARDY G.H.

HENNEQUIN et TORTRAT
HOCQUENGHEM et JAFFARD
KERBRAT

KREE

KRIVINE

LANG

Mme LELONG-FERRAND et
ARNAUDIES

Mme LELONG-FERRAND
MAC LANE et BIRKHOFF

MALLIAVIN
MARTIN P.
METIVIER
MUTAFIAN
NEVEU J.

Algébre géométrique {Gauthier-Villars)

Cours de Mathématiques (Masson) tomes 1 et 2
Géométrie (Nathan) : index, tomes 1 a4 5
Géométrie différentielle (Colin)

Corps non commutatifs (Presses Universitaires)
Les tomes suivants :

Théorie des ensembles

Algébre

Fonctions d’une variable réelle

Topologie générale

Espaces vectoriels topologiques

Intégration

Groupes {(Hermann)

Mécanique (Colin)

Cours de mécanique générale (Dunod)

Nouveau cours de Mathématiques spéciales (Masson)
Géométrie, classes terminales C (Masson)

Fonctions analytiques (Hermann)
Formes différentielles (Hermann)
Calcul différentiel (Hermann)

Cours de mathématiques (Gauthier Villars)
(tome 1 - tome 2 : algébre et analyse)
Algébre linéaire et algébre tensorielle {Dunod) *

Cours d’analyse (Masson)
L’enseignement de la géométrie (Hermann)

Analyse (Colin)

Algébre linéaire et géomeétrie élémentaire {Hermann)
Sur les groupes classiques (Hermann)

Calcul infinitésimal (Hermann)

Eléments d‘analyse (Gauthier Villars) Tomes 1 et 2

Analyse M.P. (Gauthier Villars)

Lecon d‘algébre moderne {Dunod)
Géométrie plane (Presses Universitaires)
Algébre, Analyse, Topologie

An introduction to probality theory and its applications (Viley)
tomes 1 et 2

Algébre et Géométrie
Géomeétrie pour I'éléve professeur (Hermann)

Mesure et Intégration (Vuibert)

Algébre (Hermann)

A course of Pure Mathematics {Cambridge University Press)
Théorie des probabilités et quelques applications | Masson)
Mathématiques (Masson) tomes 1 et 2

Géométrie des courbes et des surfaces (Hermann)
Introduction aux Mathématiques appliquées (Dunod)
Théorie axiomatique des ensembles (Presses Universitaires)

Introduction aux variétés différentiables (traduction fancaise)
Algébre - Linéar Algabra

Cours de mathématiques, 4 tomes (Dunod)
Géométrie différentielle {Masson)

Algebre, structures fondamentales (traduction francgaise, tome 1
{Gauthier Villars)
Les grands théorémes (traduction francaise)

Géomeétrie différentielle intrinséque {Hermann)

Géomeétrie (Colin)

Introduction a la théorie des probabilités

Le défi algébrique (Vuibert) tomes 1 et 2

Bases mathématiques de calcul des probabilités { Masson)




QUEYSANNE
RAMIS, DESCHAMPS et ODOUX

RIESZ et NAGY
RUDIN
SAMUEL
SCHWARTZ

SERRE
VALIRON
VAUQUOIS
WARUSFEL
ZAMANSKY
ZISMAN

Algébre {Colin)

Mathématiques spéciales (Masson)
Tomes 1 et 2 : algébre ; tomes 3 et 4 ; analyse.

Legons d‘analyse fonctionnelle (Gauthier Villars)
Real and complex analysis (Mac Grandhill)
Théorie algébrique des nombres (Hermann)

Cours d‘analyse (Hermann) tomes 1 et 2
Topologie générale et analyse fonctionnelle (Hermann)

Cours d’arithmétique (Presses universitaires)
Cours d‘analyse (Masson) tomes 1 et 2

Les Probabilités (Hermann)

Structures algébriques finies (Hachette)
Algébre et analyse moderne (Dunod)
Topologie algébrigue (Colin)
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