PROBABILITES ET STATISTIQUES

Durée : 6 heures
NOTATIONS ET RAPPELS

1° On note 1, la fonction indicatrice d’une partie A d’un ensemble X.

2° L’ensemble des entiers naturels est désigné par N. On note (3, la tribu borélienne de R™ et on écrit
4 la place de ®, . Enfin ®,, désigne la plus petite tribu sur RN qui, pour toute partie finie J =N, rend mesurab;
la projection canonique II; de RN sur R7.

3° Toutes les variables aléatoires considérées sont prises sur un méme espace probabilisé (Q, &, P). Une variab
aléatoire 4 valeurs dans R est appelée variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.). Le symbole E (X) désigne, quand ¢
existe, ’espérance mathématique de la v.a.r. X, relativement & P.

Si X-est une variable aléatoire a valeurs dans R™ ou dans RM, on note @ (X) la sous-tribu de & engendr
par X et par Py la loi de X, mesure image de P par X.

4° On rappelle que toute suite (X, ; » € N) de v.a.r. définit une variable aléatoire X & valeurs dans RN, B
et que la loi Py de cette suite X = (X, ; n '€ N) est déterminée de fagon unique par ses valeurs sur I'algébre d

cylindres I17! (B) ot J décrit Pensemble des parties finies de N et B Pensemble des boréliens de R”.

5° Soit L* (Q, F, P) P’espace des (P-classes de) v.a.r. intégrables sur (Q, ¥, P). Pour toute sous-tribu § de
et pour toute v.ar. X € L* (Q, F, P), on désigne par E (X/G) 1’espérance mathématique conditionnelle de X p

rapport & G.

Si Z est une variable aléatoire & valeurs dans R", on note plus simplement E (X/Z) au lieu de E (X/% (Z) )
on désigne par E (X/Z = . ) P'unique élément de L* (R*, (3, , Py ) tel que pour toute g : R* - R borélienne
bornée, on ait :

EXg @) = E(X/Z = 2). g (2) P (d2).
R

6° On désigne par 3, la mesure de Dirac sur R au point zéro. Si p est une probabilité borélienne sur R, o
note W, la puissance ri¢m de convolution de ., c’est-d-dire p, = 8,, @, =t Pp4s = Pn* wpournz1.

PRELIMINAIRE

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes d valeurs respectivement dans R™ et R™
f : R® X R™— R une fonction borélienne et bornée.

Montrer que

E(fXY)X=2)= J;}m fx,5) Py (dy) P4 presque-siirement

(3
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PARTIE I

Soit X = (X, 5 n € N) une suite de v.a.r. positives ou nulles. On suppose que :
a. la suite (X, ; n € N) est une suite indépendante de v.a.r.;

b. les viaar. X, , X, ... ont toutes la méme loi p supposée différente de 3, .

On note v la loi de X, et on pose pour tout n € N,

On désigne d’autre part pour tout réel ¢ > 0, par N, la variable aléatoire & valeurs dans N, définie par

N, = ‘: 1o, 110 Sy (nombre des S, € [0, £])
nz0
1° a. Montrer qu’il existe ¢ > 0 telque P <n U {X; = s}) =
20 izn

b. En déduire que pour tout ¢t > 0, P(N; = + ) =

¢. Montrer de plus que

P(ﬂ{Nt<+oo}>=1 alors que { lim N;=+ o0} =Q.

t>0 t—>+ o

On suppose dans 1a suite que 0. < | xu (dx) = m < + .
PP q W

N 1
2° Montrer que —t—‘ converge presque-siirement vers —, quand ¢ - + oo (on remarquera que Sy,-1€t< S\; )
m

3° On suppose dans cette question, que v = 3, et que y est la loi de Bernoulli de paramétre p(0 < p < 1) :
p({1})=p, w({0})=1-p=gq.
a. Calculer P (N, == k) pour k entier > 1.
E(N;)

b. Calculer E(N;) puis étudier ;

quand ¢ > + oo. .

Q)

¢. Calculer E(N?) puis en déduire que Sup

4° On revient au cas général.

a. Utiliser 3° pour démontrer que N; admet des moments de tous les ordres et que
E (N?)
t? <+

b. Déduire de ce qui précéde et de 2°, que EM)

Sup
121

—>—1— quand ¢ - - oo .
m
¢. Qu’arrive-t-il si ‘J xp(dy) =+ o0 ?
50
w2, + o)
m

a. Montrer que f définie par f(f) = L0, +wr (2) est une densité de probabilité sur R.

Quelles sont les probabilités u pour lesquelles la probabilité de densité f colncide avec p ?

b. Démontrer que si v est la probabilité de densité f, alors
t
E(N,) = - quel que soit ¢ > 0.

(On pourra, soit effectuer un calcul direct, par exemple en utilisant la densité de v * @, (4, puissance
nitme de convolution de y), soit utiliser la transformée de Laplace).
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Nous admettrons, ce qui pourra étre utile pour la question suivante, que pour g fixée, la probabilité de dens

. ¢ . . .
est la seule loi v telle que E (N;) = —, quel que soit ¢ > 0. (Ce résultat est obtenu facilement lorsque I’'on u
m

la deuxiéme méthode dans la question ci-dessus.)

6° Ot désigne par T une v.a.r. positive ou nulle indépendante de la suite X = (X, ;n e N) et on pose
ap =Inf{neN:S,>T}

(avec la convention usuelle que ap = + 00 si S, < T quel que soit n € N, convention qui sera encore utilisée
la suite).

On pose également pour tout n e N

T a
SIL = ba]‘ +n — T
(avec 1a convention S, = + ).

a. Montrer que ay est une variable aléatoire 4 valeurs dans N telle que P (op = -+ W) =
{ar=k}eBX,, X5 ..., X, T) quel que soit k£ € N,

b. Montrer que pour tout n € N, S, est une variable aléatoire positive.
c. En étudiant pour tout n € N, 1a loi conjointe de S, S'll' — S;f, Sé — S'lr, cees S;f‘H -5,

’ . T ~T T ~'T T . . ) :
démontrer que la suite (S;, Sy — Sy, ..., S,,1—S,, ...) est une suite indépendante

v.ar. et que pour tout n € N, Sr,, — S' alaloi .

d. Démontrer que si v est la probabilité de densité f définie en 5% a, alors Sy a pour densité
probabilité f.

7° Le but de la partie III est d’établir que pour une certaine classe de probabilités &, on a pour tout réel 2 >

N, ;
M’—Z——l-\lt—)ei quand ¢ - -+ oo,
E(N;,p,— N
a. Montrer que si pour & > 0, la limite quand ¢ - + oo de ——(——t—*';:—t) existe, elle est nécess:

rement égale a — .
m

b. Montrer qu’il suffit d’établir Iexistence de lim
E ¢
— 4%

EN — N
h

~—%y pour v = §;.

PARTIE 1I
(Cette partie est indépendante de la parsie I.)

On désigne par X, (n entier > 1) ’ensemble des permutations de IN* = N'{ 0} qui laissent invariants 1
gne p n p q

entiers k tels que £ > n. Et on pose X = %, , ensemble des permutations finies de IN*.

nzl

Soit X = (X, ; » > 1) une suite indépendante de v.a.r. ayant toutes la méme loi. Pour ¢ € 2, on note X, 1
suite (Xgny 3 7 = 1). '

Un événement A € B (X) est dit symétrique relativement & X, si pour tout 6 € 3, il existe B € B, tel qu
A={XeB}={X,eB}.
1° a. Comparer Py et Px_ pour g eX.

b. Soit A, un événement de la forme A, = { (X,,...,X,) € B,} avec B, e®,. Démontrer qu
si Ay ={(X,n,...,X,,,)€B,}, alors P(A, n A",) = (P(A,))2.

¢. Démontrer alors que pour tout événement A € B (X), symétrique relativement 4 X, on a P (A) =0o0ut
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2° Comparer le résultat précédent avec la loi du tout ou rien de Kolmogorov qui concerne les événements
asymptotiques, ¢’est-d-dire appartenant & n ® (X, 3k = n). Donner un exemple d’'un événement symétrique
qui n’est pas asymptotique. - n=1

3° Soit X, une v.a.r. indépendante de la suite X = (X, ; » > 1). On note X la suite (X, ; n > 0) et on

désigne par I’ V’ensemble des permutations finies de N qui laissent invariant O.

Soit A un événement appartenant 3 B (X) qui est symétrique relativement & X, c’est-a-dire tel que pour tout
ceX, il existe Be@®@, avec A={XeB}={X,€B}.

Adapter ce qui a été fait en 1° pour montrer que E (1, /X,) ne prend presque-siirement que les valeurs 0 ou 1.

PARTIE III

On rappelle que le support d’une probabilité . borélienne sur R est le plus petit fermé F qui porte p,
C'est-a-dire tel que @ (F) = 1; on le note supp . D’autre part on appelle symétrisée de ., la loi u® de la différence
de deux v.a.r. indépendantes de loi .

Soient X = (X, ; n € N) et X' = (X', ; n € N) deux suites de v.a.r. positives ou nulles. On suppose que

a. la tribu B (X) est indépendante de la tribu % (X').

<o

. 1a suite (B (X,); n € N) est une suite indépendante de sous-tribus de ¥, de méme que la suite
(B (X'p) 3 7€ N).
c. toutesles X, et X', pour n > 1, ont la méme loi 1 ayant une espérance mathématique m telle que

0<fxp.(dx)=m<+oo.

d. T’ensemble U supp w5, est dense dans R, oll y, désigne la puissance nféme de convolution de p°
nz1
symétrisée de w (condition qui est remplie s’il n’existe pas de réel d > 0 tel que {nd:neZ}

porte u° ).
e. X, = 0 alors que X', a pour densité f définie en I, 5°.

On pose pour n €N, 5,=

L 4=

n
X, e S,= : X', et pour tout t >0, N,= E lio.n0S, et
i=0 nz0

i
=)

i
N’y = E lonoSn.

nz0

Pour j € N, soit g; 1a fonction définie sur les couples de suites croissantes de réels par : sis = (s, ;n €N)
ets’ =(s',3neN)
gi(s,s’)=Inf{s', —s;:neN,s’, —s5;,>0}

On considére les variables aléatoires Z; définies par Z; = g;(5,5) o j e N, S=(S,;neN) et
S =@",;neN).

Soit un réel 3 > 0 fixé. On pose pour i > 0,

a=U (z, <8

izi
1° Soit i € IN. Posons comme dans 1. 6° «5,=Inf{n e N :S, —S;>0},etpour n e, Si" =Sp,1 =5

S; !
et S,; ' =Sasi+n — Si'

Vérifier que pour i et k€N, on a
Zi k= 8k @Siaﬁ'bi)
et en déduire que

P(A,) =P(A) =P(A,) ot Aw = [ ] A

i=0
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2° a. En considérant la suite X', X,, X',, X,, X’;, ... que 'on désignera par (Y, ; n € N), démon
que E(1, /X';) ne prend presque-stirement que les valeurs 0 ou 1.

b. Démontrer que E(1, /X', ) est presque-siirement strictement positif (pour cela on pourra compare

A, avec U {0<S, —8,<3}).

nx1

c. Déduire de ce qui précéde, la valeur commune des P (A,).

3° On considére les variables aléatoires presque-sirement finies, définies par
K=Inf{ieN:Z < 38}, K'=Inf{jeN:8,>S}.
a. Montrer que, quels que soient ket £’ € N, '

{(K=k}n{K=F}eBXy, ..., Xi» X%» +..» X'). Puis établir .que les variable
aléatoires (Sg ; Sk, » — Sg) et (Sg ; Sk, » — S'x’) ont méme loi (n entier > 1).

b. Démontrer alors que pour tous réels ¢ > Oeth > § ‘
E(Zilt+6.t+h] ° S'K’+n> < E(Z 1Jlt.t+h]°SK+n> < E<Z 1]t.t+h+6] °‘S’K'+n>
n>0 .

n>0 n>0

N

. 4° Soient ¢ et h réels > 0.

a. Montrer que N'; , , — N’; et N’; ont méme loi puis démontrer que

E ‘\_: 1“':_‘_,‘]08’,‘)»0 quand - 4 o0
k<K’

b. Montrer que pour tout n €N, ona P(N, , ~ N, > n) < PN, > n). En déduire le compo
ment quand ¢ > + o deE( E 136, ¢0m10 S,c).

k<K

5° Déduire de tout ce qui précéde que pour tout réel & > 0

Mel quand t—.)—i—m
h m

6° On suppose maintenant que f % (dx) = + oo et que le support de p. est [0, + oo . On désigne par
la mesure borélienne sur [0, + oo telle que A ([0, ¢]) = E (N,) quel que soit ¢ > 0.

a. Soient § = lim sup E(N,,, — N,) = lim sup A(]¢, ¢ +1]) et (¢,) une suite tendant vers I'infir
: t—>+ t—> 4 ®
telle que lim A(Ji, ¢, + 1]) = B.
k> + @

En étudiant f
[0, t + 1]
lim inf A (]¢, —j, 8 —j+2]) > B.

k—> 4+

Alt—y t+1—y]) n(dy) — B, montrer que pour tout j entier >

b. En étudiant alors P’intégrale j[ 0. 5] (1t — y, 4+ ©[) A (dy) et en tenant compte de la natur
, Ik

+ ©
de la série E (123, + ©[), démontrer que p =0 et donc que pour tout réel & > (
i=1 :
lim E(Nt-l-h - Nt) = (.

t-> + o
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RAPPORT SUR L’'EPREUVE «PROBABILITES ET STATISTIQUE»

I. Analyse du sujet

Le probléme concernait les processus de renouvellement. Il se proposait notam~
ment de faire é&tablir :
a). Le premier théoréme du renouvellement (Feller 1941) : s. est différent

E(N L.
(tt) ———+'% quand t —> + « (partie I).

de § , alors
o

b). Le théoréme du renouvellement de Blackwell (1953) : si de plvs u n'est pas

portée par un ensemble de la forme {nd ; n € N} (d > 0), alors pour tout h > 0,
EO Ly ~ N
h

> %f quand t —> + «, (partie III).

Pour faire &tablir ce dernier résultat, on se servait d'une méthode probabi-
liste récemment publiée par Lindvall (1977). Cette méthode utilise une idé&e ancienne
de Doeblin, qui consiste & associer au processus étudié&, un processus indépendant de
celui-ci, de méme loi de renouvellement mais stationnaire : les deux processus
"finiront par avoir deux points voisins" et & partir de 13,leurs évolutions probabi-
listes seront "semblables". La méthode ne nécessite que des calculs élémentaires en
dehors de l'utilisation de la loi du z&ro—un de Hewitt et Savage (partie II). La

condition d de la partie III est destinde @ &viter de faire &tablir des résultats

assez classiques sur la convolution.

Il. Remarques générales

Ce probléme, certes long, ne contenait aucune difficulté spéciale pour les candi-
dats ayant une expérience moyenne de la conduite de calculs classiques. Celle-ci
semble manquer 4 bon nombre de candidats. Le rapport de 1'an dernier notait que les
candidats semblaient plus i 1'aise dans des raisonnements de type 'théorie de la
mesure" que dans les arguments probabilistes. Le caracté&re fortement probabiliste
du probléme de cette année explique sans doute la relative difficulté que les can-

~

didats ont trouvée & ce probléme. De toutes facons "le meilleur reste le meilleur"

le candidat qui a dominé les épreuves &crites communes, a aussi largement surpassé
les autres candidats dans 1'épreuve "Probabilit&s et Statistiques', conduisant les

calculs avec beaucoup de sfireté et d'énergie.
Au chapitre des erreurs ou méconnaissances versons deux points :

a). Soit p une mesure o-finie sur un anneau # de parties de Q. Le théoréme de
Carathéodory affirme notamment que 1'unique prolongement de u en une mesure sur la

tribu engendrée J = J () coincide sur J avec la mesure extérieure correspondante

W) = Inf(Z WA ) 3ECUA , A €R)
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I1 en ré&sulte que, le prolongement de u a8 .J étant encore désigné par p, pour tout

e > 0, pour tout A €7 avec p(A) < + w, il existe B € & tel que u(A B) <e.

Dans la partle II (question l.c) il convenait d' appliquer ce résultat a une pro-

babilité P. Cela a &té trés rarement fait.

b). Soient B un borélien de ]fm.et B le cylindre de ]fm dont la base est 1a
projection de B sur R". Il a ete souvent affirmé dans la méme question II. l.c
que B = ﬂ B . Cela est faux comme on pourra par exemple s'en persuader en prenant

B = (x ) X x. =1} ; alors N Bn = {x : xi < 1},

Remarquons que le Jury a'eu, dans cette option, 3 se plaindre de la qualité
de la rédaction de beaucoup de copies. Notons que la concision toujours souhai-
table n'emp&che pas d'indiquer les étapes d'un raisonnement ou d'un calcul, que
les calculs doivent &tre lisibles, qu'une version exacte d' un raisonnement ou d'un
calcul suivant sans commentaire une version erronde de la méme partie ne saurait

effacer celle-ci (!).

Notons également :

c). Les indices aléatoires n'ont pas toujours &té bien compris ni
maniés correctement. Par exemple dans la question I.6, pour la partie b),
T .
ce qui nécessitait explication est la mesurabilité de S et non sa posi-

tivité, et pour la partie ¢) 1'utilisation du point a)est fondamentale.

d). Certains candidats ont paru peu familiers avec la loi bindmiale .
Notamment une partie d'entre-eux a perdu du temps pour retrouver (avec

plus ou moins de bonheur) la formule donnant P(Sn = k).

lil. Corrigé succint du probléme

Préliminaire. - L'indépendance de X et Y est €quivalente 3 1'égalité PX v PX 8 PY'

La relation demandée résulte alors de 1l'application du théordme de Fubini.

I.1. - La condition p # S, implique 1'existence de ¢ > 0 tel que u(le, + «[) > 0.
Le résultat de l.a se déduit alors immédiatement du lemme de Borel-Cantelli ou peut

étre directement &tabli par passage au complémentaire.

Alors presque slirement, la suite croissante (S ) tend vers +« quand n — + o,

L'événement {N =+ w} = {1lim Sn St} est de probablllte nulle et 1'&vénement
n
N {N <+ o} = N {N, <+ =} (croissance en t de N ) est de probabilité 1.
t * Tk t
t>o . ke

On a aussi :

{ 1lim Nt<+°°}= U{limNt<n}= U {S =+ o} =¢,
t>+ o n=1 t n=>1 0
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n
I.2. - D'aprés la loi des grands nombres de Kolmogorov,-% z Xi converge presque
i=1
S X S

. -~ n o} n-1 n-1 n—1
siirement vers m j; il en est de méme de — = — + X. et = .
) n n i n n n—l

1

1
n .
1

s

Mais d'aprés I.1, presque silirement Nt € N pour tout t > o et lim N_ =+ o .
: t>+®

Par définition, on a pour tout n =1, {N_ = n} = {Sn >t N {Sn_ < t}, done

t 1

SN -1 <t <:SN . En divisant les termes de cette double inégalité par N, et en
t t

tenant compte de ce qui précéde, on obtient immédiatement le résultat.

I.3. - La v.a.r. Sn a la loi binOmiale de paramétre n et p. Comme on a

N, =k} = {5, >t} n{s,_,

obtient compte tenu de 1l'indépendance des Xn :

< t} et que X, ne prend que les valeurs 0 et 1, on

P(N, = k) = P(X, = D.P(S,_; = (D)

=C£{“dﬂ &ﬂ%d si 0<t<k
et naturellement P (Nt = k) =0 si \t = k.
e [t]+1 n-1
sy = 3wl I ol ety eleD. n g
k> [t]+1 Con>l

On reconnalt ici la dérivée d'ordre ([t]+1) d'un développement en série entiére

[t] +1 ]

classique (!) et on en déduit E(Nt) = 5

On peut aussi écrire que

[t]+1

t]+1 t]+2 k~1-it
ey - NCRINCE
k>[e]+1 P
et noter que z P(Nt+1 = k+1) = 1.
k> [t]+1

De facons semblables, on obtient aussi

E(N,. (N +D) = ([F]+1)é([t]+2)
p
d'ol E(ND) = E(N_.(N.+1)) - EQN) = ([tl+1) ( {tL+2 S,
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I.4. - Soit € > 0 tel que P(X1 = ¢e) =p>0. Si 1'on pose Xé = 0 et pour tout
= o ' -
z 1 Sn

i > ! = ' <X, it i < N!
121, Xl 1{X. > e} on a eXl \\Xl quel gue solt i et Nt \.Nt z ¢
1 s E- n=>0 [0,';:‘]

Ce que 1'on demande en a, se déduit alors de I.3 (on peut remarquer que les résul-

tats de I.3 demeurent si p = 1, ce qui permet d'englober le cas p = 66(!)).
2
. E(Nt) - ' . . . e N¢ .
La condition sup 5 < + = entraine 1'uniforme intégrabilité de r (mais
) t =21 t _ N
non celle de -%-(!)) ; celle-ci jointe & la convergence en probabilité de 7}

t
vers a-implique la partie b. On peut aussi, sans faire appel aux résultats géné-

raux que nous venons d'utiliser, écrire
N N
t 1 t 1
——— > —— <£+ ——— .
” t m‘dP\ f t mil{|}]£__]_|>}dP
t m ¢

et appliquer Cauchy-Schwarz.

E(Nt)

Si Jx u(dx) = + =, on a —> 0. Ceci s'obtient en considérant pour A > 0,

la suite (x?) définie par x? = X, si X, <4, xﬁ = Asi X, >A.

I.5. - On &tablit que f définie en a est une densité de probabilité en appliquant

T —

d la fonction borélienne l{t <:u}(t,u) le théoréme de Tonelli. oo

G(u) du .

Si u est densitable, G(t) = p(lt, + o[) est continue. Alors G(t) =
t

quel que soit t > 0, entraine que G est dérivable sur ]0, + «[ et vérifie 1'équa-

tion différentielle G'(t) = - EéEl . La seule probabilité possible est celle de
densité %-exp(— %) 1 (t) et elle vérifie bien la condition voulue.
[0, + =]

Pour la partie b, on écrit :

EN) = X E(] °8) = I vy (lo,e])
n=o [0,t] n=o
En remarquant que v ¥ K, & pour densité gn(u) = | f(u - v)un(dv) et en remplagant
[0,u]

f(u - v) par sa valeur, on obtient en trois lignes le résultat. On peut aussi
suivant l'autre méthode indiquée, considérer la transformée de Laplace de la mesure

borélienne sur Ea_, A, associée 3 la fonction croissante t —> E(Nt). On obtient :

3(s) = 9(s)+ — .

~

1-n(s)
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D'aprés 1l'injectivité de la transformée de Laplace, on a : E(Nt) = i-quel que
1 - Hi(s)

soitt>0¢=>3(s); p—

pour tout s > 0 <> v de densité f.

I.6. = On a

I

{a k} = {

<
T Spoy ST <S8} kEN

et {a, =+ o} = {lim S <T} C{lim § <+ =},
T n n

I1 en résulte le point a.

On peut écrire :

d'oll 1'on déduit le point b.
sont des boréliens de R, , on peut écrire

}

Si Bo’Bl""’Bn+1

T

T T , T T
{s,eB}tni{s; -s €B}tn...n{s , -8 €B

1 1

= U = —
k>o{mT k} N {sk TE Bo} N {Xk+l € Bl} N...N {xk+m+l E\Bnﬂ}.

D'aprés le point a et 1l'indépendance des Xi’ les événements

= N - € ces € indé .
{aT k} {Sk T € Bo}, {Xk+l B]}, ’{Xk+n+1 Bn+1} sont indépendants
On en déduit alors rapidement le point c.

Si 1'on pose N = 2 1

. T = -
e” Z on a : E(Nt) z 1>(sn T€]o,t})

T
lo,t] °Sn°’
’ n=o

puis par indépendance de Snvet T

+00
z P(S_ € ]u, t-Fu])PT(du)
n=o0 jo n '

+c0
Jo (E(Nt+u) - E(Nu))PT(du).

Alors le point d résulte de 5.b (partie directe et partie réciproque).
| k-1
- Seri = >

I.7. - En écrivant E(Nkh) E(Nh> + = E(N(n+1)h

le point a, de se rappeler que pour une suite numérique la convergence ordinaire

- Nnh) il suffit pour &tablir

implique 1la convergence au sens de Cesaro (!).
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L'existence de la limite si v = § , s'@crit :

g(t) = 2 u (Jt, t+hn]) R R quand t —> + o,
n m
n=o
Sous cette condition g est de plus bornée sur [0, + ®[, car bornée sur tout
intervalle fini. Le point b est alors &tabli en appliquant le théoré&me de

convergence dominée 3 .

E(N -N)= |g(t - u) 1[0,t+h](u) v(du).

t+h t

II.1. - Pour C = HEI(B) avec BE B , on a

n®

PL(C) =Py (C) = v " (B)

o
Par Carathéodory, le th&or&me sur les 7 et A systémes ou 42 des rappels les

probabilités Py et Py coincident sur tout B .
o

On a donc P(An) = P(A;) et comme par associativité de 1'indépendance A.n et

A; sont indépendants, on a

P(An N A&) = P(An).P(Aé) = [P(An)lz.

Comme nous 1'avons rappelé dans les remarques générales, pour tout A € JTX),
g P

il existe une suite (Ah) de la forme An = {(Xl""’xn) € Bn} telle que

:? P(AA Ah) — 0 quand n — + «, Soient o, la permutation de Zén telle que

on(l) = 2n, cn(z) = 2n -‘1,...,0n(2n) =1, on(i) =i pour i > 2n, et A;
. . PP .
1'événement {(ch(l)’°"’X0n(n)) € Bn}. Si A est un &vénément symétrique, on a
"y — .
P(AA An) P(AA An) et les suites (lA Y et (] I,1) convergent vers lA dans

n
Ll(n,gﬁ,P), et il en est de méme de la suite (lA nA,). I1 suffit alors de passer
T n .

d la limite dans la formule P(A.n N A;) = [P(An)]2 pour obtenir le résultat de la

partie c.

Remarquons que nous avons utilisé& 1'invariance de A seulement pour les permu-
: tations o On aurait pu utiliser d'autres suites de permutations, en particulier la
suite définie par o;(l) = 2n+l, 05(2) = 2n,...,c;(2n+1) =1, cﬁ(i) = i pour

i > 2n+l, qui respecte la parité. Cette remarque sera utile pour III 22.
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I1.2. - La loi du tout ou rien de Kolmogorov affirme sous 1'hypothése d'indé-
pendance de la suite (Xn), que la probabilité d'un événement asymptotique ne
peut &tre que 0 ou 1. Le résultat précédent (loi du tout ou rien de Hewitt et
Savage) est établi sous la condition supplémentaire de 1'équidistribution des
Xn’ mais concerne une fémille plus vaste d'événements. Il est en effet immédiat

de constater que tout Evénement asymptotique est symétrique ; par contre

A= N {Xn € B} est symétrique sans €tre (en général !) asymptotique. .
n=1

I1.3. - Soit A € J(X) un événement symétrique relativement & X. De la méme i

fagon que dans 12 et avec les mémes notations en remplagant simplement X par X

et en prenant cn(O) = 0, les suites (lAn), (lA,) et (1AanA;) convergent dans |
L1 vers lA' D'aprés la continuité de 1'espérance mathématique conditionnelle,

les espérances mathématiques conditionnelles par rapport & X, des trols suites i
précédentes convergent dans L1 vers E(lA/Xo)' En appliquant le résultat du ﬁ

préliminaire, on obtient E(lA Aar/X) = E(lA /X ). (1 '/Xo) et cette suite converge :
n ,
1 ‘ n n n :

dans L 3 la fois vers E(lA/Xo) et vers (E(lA/Xo))z. D'ol le résultat demandé.

S. S. S.
III.1. - 8 L (resp. S' 1) a la méme loi que S (resp. S') (cf. I.6). s L et

s' L sont indépendantes comme S et S' Donc la suite (Zk’ k€ N) a la méme loi

que la suite (Zi k € N). I1 en résulte que P(Ao) = P(Ai) quantité encore i

+k?
égale a P(A ) en remarquant la décroissance de la suite (Ai).

I11.2. - L'événement A peut s'@crire : il y a une infinité de Sj qui sont

-~

suivis 3 moins de § par un Sé. Sur {lim S, = * ©}, il a méme trace que Al :

"il existe une infinité de couples (ik,jk) telle que si k > k', alors

ik >>ik, et jk >’jk., et 0 < S&k - Sik < 8. L'événement A n'’est pas symétrique
par rapport & Y mais il est invariant pour les permutations qui laissent inva-

riants O et globalement les pairs et les impairs. D'aprés la remarque faite en
IT.1 et applicable encore 3 II.3, on obtient la partie a.

OnaA, DO U {0<8' -8 <§}. Alors presque-siirement
1 > n n
n=1

|>/ vy > | ' e AV oS

E(]_A /Xo) > E(sup 1{0<:S'-S <5} /X)) = sup E(] (Sn Sn)/Xo). Mais d'aprés
] n n “n n lo,s1

le préliminaire, on a PX' presque-siirement : I

[o}

v T ooty = St . |
E(l]o,s[(sn -8 /X! =x)) =u (-x, § - x'D.
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Alors 1l'utilisation de l'hypothése d, donne le résultat du point b.
L'événement Al\ A_ @étant négligeable, on a E(lA /X)) = E(lA/IXé). D'aprés
. . 1 ©o

les parties b et a, E(]_A /Xé) = | presque-siirement ; il en résulte que
: ‘ _ |

P(a) = P(a;) = P(a) = 1.

ITI.3. - L'événement {K = k} N {K' = k'} s'exprime a 1'aide de
SO,SI,...,Sk,Sé, 1,...,8&, ; 11 appartient donc & la tribu

gﬁTXb,...,Xk,Xé,...,Xﬂ,).

Alors pour toutes fonctions bor&liennes bornées f et g, on a :

E(f(SK)-g(SK+n‘SK)) = kzk.E(f(Sk)'g(Skm_sk) l{K=k} N {Kl___kl})'

Mais E(f(Sk).g(Sk+n—Sk)l{K=k} A {K.=k,}/g'(xo,...,xk,x('),...,xl'(.))

= 16l gar) n {K'=k'}.Jg(x)un(dx)'

E(f (Sk) .g(sl'('+n - Sl'{')l{K=k} n {K'=k'} /f(xo’ e ’Xk’Xc')’\' .. ’xl'{') ) .

En prenant 1'espérance mathématique de 1'espé@rance mathématique conditionnelle

et en sommant en k et k', on obtient :

B(E(S) 8 (g, = Sp)) = BCEGS) 8(Sp,, = §1,))

d'ol la-partie a.

Il en résulte en particulier que SK+

! ~8', + éme loi.
0 et SK'+n S SK ont meme

K
Comme 0 <SI'<, —SK< §, on a
1 < v - at < '
l] t+8,t+h [ ° Sgran S 1]t,t+h[ ° (SK'+n Sgr ¥ SK) = l]t,t+h+§ [° Sgtan®

En prenant 1'espérance mathématique dans cette double inégalité puis en

sommant en n, on obtient la double.inégalité demandée dans la partie b.

III.4. - En utilisant les notations de I.6 pour la suite (X;) au lieu de (Xn),

on a

N' -N'= X ] 08! = X 1 o' = Z 1  es'f
t+h "t n>o Jt,t+h]  n>o 1t,t+h] a tn n>o ]10,h] ©
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Comme les deux suites de v.a. (S;t, n€ N)et (S;, n € N) ont méme loi, il en

-~ 1 — ) .
est de méme pour les dgux vea. Nl - Npet Np s (P(Sé: 0) = 0).

En partitionnant par 1'é&vénement {Né+h - NE < A} et son contraire (A réel = 1)

et tenant compte de ce qui précé&de, on obtient :

E( Z ] °8.) <A.P(Sp, >t) + EQY

N P ).
k <K' ]t,t+h] k {Nh > A}

I1 suffit alors de faire tendre t vers + », puis A vers + = pour obtenir la

fin de la partie a.

Toujours avec les notations de I.6 mais cette fois appliquées 3 (Xn)’ on a :

P(N_,, =N >n) =P(S_, <-t+h) = J'un([o,uh-s])PS (@s) <u_([o,h]) = (N, >n).

t n o
] t,t+h] t

t+h

Alors la démonstration se conduit comme dans la partie a.

Pour conclure il faut remarquer que

E((N, .. -N).] ) <EW,.] )
t+h t h
{Nt+h-Nt > A} {Nh > Al

en se rappelant que pour une v.a. W & valeurs dans N, on a E(W) = X P(W>n).
n:=o

III.5. = En utilisant ce que l'on vient d'obtenir en 3 et 4 et la question I.5,

on obtient :

h-8 . .
— = 1lim E(N',.-N' ) = lim E( 2 ] °o8',. )
t>+w t*h e+d t>+o n>o ]t+§,t+h] K'+n
< lim inf E( 2 ] oS )= lim inf E(N_ , -N,)
t>+o n>o ]t,t+h] K+n £>+ o t+h 't

< 1 -
< tiﬂfa>sup E(Nt+h Nt) et de fagon analogue

» . h+§
m ' - ! = en—
< i E(Nt+h+<§ Nt) m
t++ o

D'oli le résultat demandé.

II1.6. - Compte tenu que v = 60, on a pour tout t >0 :

A(le,e+1l) =8 = 2 u (le,e+1]) -8 = JA(] t-y, t+l-yl)u(dy) - 8.
n=1
[0, t+1]
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Pour 0 < j <A < t+l, en se souvenant que A([0,1]) majore A(lt~-y, t+1-y]),

on obtient par une majoration grossiére :
>\(]tst'*'ll)‘ﬁ <}\([O’1‘])-U([A’+°°[ )+(>\(]t_j’ t+2-j]) - B)'U([j—laj[)

+ ( sup A(18,6+1]) - 8).u([0,AD).
0=2t-A

-~

En appliquant ceci 3 une sous-suite (tk ) de t telle que

A(]tk =3 te j+2]) — B', puis en"passant 3 la limite en n et en faisant
n n
ensuite tendre A vers + «, on obtient :

(8" = 8) u(li-1, jD =o0.

D'ol la partie a, compte tenu de l'hypoth&se sur le support de u (dont on peut

en réalité se passer).

~+00
On a J v t,+=Ddt = J x p(dx) = + =3 d'ol 1'on déduit rapidement que
+oo ° [0,+=]
Zu(l2i,+ol) =+ o,
i Ik
On a J (e -y, +=[) 2dy) = 1> Z Ju(] t, -y, +=[) A (dy)
i=1 . .
[0,¢,] T le 21, - 204 2]

(2 Ik est le plus grand entier pair inférieur ou égal i tk)

-2i+21).

I
= Z 11(] 21,4 [))\(] tk_Zi’tk

1=

[y

De 13, on dé&duit aisément (par exemple par Fatou !) que

<400
128« Zu(2i,+e])

i=1
et donc que B = 0.
IV. Statistique des résultats
Nombre de copies corrigées : 550
Notes ‘<1|255|6510|11 515‘16520l21 525[26530131 535‘36540
Nombre
de copies 226' 102 l 93 l 60 l 47 ' 11 ' 3 ’ 4 l 4
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