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MECANIQUE

Durée : 6 heures

MOUVEMENT D’UN MAILLAGE

PREMIERE PARTIE. — GENERALITES

—_ > > - -

-
Soit O,%,¥,2, un repére absolu orthonormé R, et Ou,u,u, un repére variable R non nécessaireme:
orthonormé. La position de R par rapport & R, est définie par les coordonnées o, du point O et les composant

oty du vecteur z;; G j=123).
On appelle maillage 'ensemble des (2n + 1)° points matériels My, de méme masse (—Z-n_f—{—-_'f)_‘” ayant po
coordonnées k, I, m dans le repére R. (k, I, m entiers relatifs compris entre — et + n). La position du mailla

par rapport & R, est donc définie par les 12 paramétres a,; (i = 1, 2, 3; j=0,1,2,3).

10 Calculer Iénergie cinétique T du maillage. (On rappelle que la somme des carrés des n premiers entie;

n(n+1) @n+1) _n*4n
3 s on posera K = T)

. . . . . * L. :

On suppose connues les expressions de la puissance virtuelle des forces intérieures €y et de la puissance

s 7 ® * . . . . o ® % .
virtuelle des forces extérieures €5 qui sont des formes linéaires des dérivées virtuelles a;; :

est égale 3

* O > * Y "%
& = L Qyyj iy g = }_, Quij %ij
ij U%)

Ecrire les équations définissant le mouvement du maillage.

> —_
2° On désigne par J le tenseur d’inertie en O du maillage et par oo le moment cinétique en O du maillage

Montrer qu’il existe un vecteur Q, tel que 6o = J.Q,. A quelle condition ce vecteur est-il déterminé de facon
unique ? Dans la suite du probléme, on appellera ce vecteur « rotation instantanée » du maillage.

—_

—
3° On désigne par Vy,, le vecteur vitesse du point My, . A tout vecteur Q on associe un ensemble d
vecteurs

— — — e o
V, Miim) = Vooo + @ A OMim
Déterminer le vecteur Q tel que la quantité :
E [Vklm - V1 (Nllclm)]2
kl,m .

—
soit minimum. Montrer que la solution de ce probléme coincide avec le vecteur Q, défini & la question précédente

—> > - hovd
4° Soit O v, v, v, le repére principal d’inertie du tenseur J, en supposant que celui-ci est défini de fagon unique.
- > =

— — —
Soit (, la rotation instantanée du repére O v, v, v, par rapport & R, . Montrer que Q, est en général différent de Q, «

—_— —_—
(On pourra construire un contre-exemple correspondant au cas o1 Q, = 0 et Q, #0)

— - .
On désigne par U, les composantes du vecteur u; sur la base v, . Montrer que la condition nécessaire €
—_— —>

suffisante pour que Q, = Q, est que le systéme des relations

Z Uy Upe = 0
k



soit vérifié  tout instant ¢ et pour tout couple i, j tel que i # j. Montrer que cette circonstance se trouve en parti-
culier réalisée dans les deux cas suivants :
a. Les vecteurs u1 , uz, ua , se déduisent de leur position initiale u,,, . 209 u30 par le produit d’une
rotation (R () et d’une multiplication par un scalaire A (t), fonctions du temps. On appellera X (t)
la dilatation.

»
- - —

b. L'un des vecteurs u, , u, , u, T reste orthogonal aux deux autres, ces derniers ayant méme longueur

. —

(on prendra par exemple u, u1 = u, u, = 0 avec ] u, | = | u

5° On appelle vitesse de déformation au point My, 1a différence
AVim = Vigm — Vi Mim)
calculée & partir du vecteur Q, défini 4 la question 2°. On appelle énergie cinétique de déformation du maillage 1'éner-
—_

“ gie cinétique Ty calculée pour I’ensemble des vecteurs A Vy,,, et énergie cinétique de déplacement Ty celle calculée

pour I’ensemble des vecteurs V, (M), Comparer T, Tg et Ty .

6° Appliquer les théorémes généraux de la dynamlque au maillage (théoréme du mouvement du centre d’iner-
tie et théoréme du moment dynamique). Montrer qu’on peut retrouver ces résultats i partir des équations obtenues
4 la question 1° en utilisant un ensemble de vitesses virtuelles solidifiant le maillage. Former les conditions liant les
Qyy; et les «;; pour que I’énoncé suivant soit valable : «1a puissance virtuelle de ’ensemble des forces intérieures est
nulle pour tout champ de vitesses virtuelles solidifiant le systéme » On supposera ces conditions toujours réalisées
“dans la suite du probléme.

7° On appelle déformation pure du maillage tout mouvement pour lequel on a constamment V (0) = Q, = 0.
[ Caractériser une déformation pure par des relations entre les a;; et leurs dérivés oc.,,- . Caractériser au moyen d’une
 spart du torseur des forces extérieures, d’autre part des données initiales, les problémes qui ont pour solution un
mouvement de déformation pure du maillage. Les forces extérieures peuvent-elles intervenir dans cette déformation
pure ?

DeuxiiME parTIE. — APPLICATIONS

1° On suppose .que les forces intérieures sont des forces attractives proportionnelles & la distance, My,

exercant sur M., ., la force f My pp My, (et My, exercant sur My, la force opposée). f est un coefficient
sonstant. Montrer que ces forces dérivent d’une fonction de force que I’on calculera pour ’ensemble du maillage. On
suppose également qu’il existe des forces extérieures dont la puissance virtuelle est définie par les coefficients

QEio = — hocio
: Quij =~ hloy —ay) (=123
) du mi les quantités % et a,; étant des constantes.

Former les équations du mouvement et décrire les mouvements du maillage.

2° On se place dans la situation décrite dans la 1r¢ partie 4°, @. On utilise le repére principal d’inertie

——

Ow, v, v, et on appelle p, ¢,  les composantes de la rotation instantanée Q sur ce repére. On suppose que 1'en-
semble des forces intérieures dérive d’une fonction U () et qu’il n’y a pas de forces exteneures. Enﬁn on désignera

=

par A, B, C les moments principaux d’inertie du maillage dans la position définie par u,Lu s Usgs u,,o .

Former les équations du mouvement. Montrer qu’on peut en déduire une équation de la forme A* == F (}).
(On précisera ’expression de F). Montrer qu’en posant P = A%, Q = A%g, R = A% et en substituant i la variable ¢
un paramétre v convenablement choisi, on retrouve pour définir les variations de P, Q, R les équations de Poinsot.

3° On se place dans la situation décrite dans la 1re partie 4°, b. On utilise le repére Oxyz otr Ox, Oy sont

les bissectrices de Ou1 R Ouz et ot Oz est le support de u,. On utilise les paramétres 7\1 , Ay, 0 définis par

|u1| = l”’zl = A, (8 a, Iu | =2, () a, (u , uz) = 20 et les composantes p, g, r de Q sur Oxyz Former
les équations dlfferennelies liant les quantités p, ¢, r, A, , A,. 0. Montrer que ce systéme admet deux mtegrales
premiéres. On supposera que les forces intéricures dérivent d’une fonction de force U (A, , A, , 0) et qu’il n’y a
pas de forces extérieures.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MECANIQUE
Premiére partie

1°) Un petit travail de sommation conduisait 3 1'expression

- ° 2 - 2
2T = /“'l.% Xio + ch O(iJa J

Les équations du mouvement s'en déduisent par application du
principe des pulssances virtuelles sous la forme

/40(’ :CIIG f(«), ((:':4/2,3)

PR = 5 rCi’Ec,, (G4 =12,3)
2°) Le tenseur d'inertie ne dépendant que de la repartltlon des
masses & un instant donné, le résultat suivant établi dans les
cours de lercycle reste valable pour un maillage : _les valeurs
propres de la matrice d'inertie sont les moments principaux d'inerti
ceux-ci sont toujours strictement positifs et donec ﬁ_": est défini

— i

de fagon unique par la relation Vo = J. H; y 2 1" exceptlon du cas
ou toutes les masses sont concentrées sur un axe (1es vecteurs u,
sont alors collnealres, on a une condition de compatlbllité q‘ o
et le vecteur ,SZ est défini & une composante arbitraire prés

suivant u. je .)

-
3°) La somme 3 étudier étant considérée comme fonctlon de {1

gradient est .
1. Q
QL%« {0 fién, " VN }

comme on le vérifie par exemple par un calcul matriciel. La condi-
tion d'extremum conduit donc au vecteur fl: déja défini. Le fait que
cet extremum est un minimum résulte de ce que la partie quadratique
de la somme initiale est définie positive.

» son

4°) Un contre-exemple est obtenu en supposant que ov 3 est fixe et

2%
confondu avec 01%y1z) ce qui s'exprime par SNhGp=0 VS y (c#/

Cette condidion implique Z(O’L/é A w‘ﬁ)_ ’ maliest compatible
avec Z(“Lﬂ #_ Ay ‘/f)iéo c est-é—dlre 2O donc ._(24-;:—0 .
En partan't des U on obtlent en utilisant 1es derivées

iy
| Cz—“/mf f £, 4
N S
% ~/f~’<—S a; Ag 5
On aura donc V’. 0 si et seulemen
/:f)_o
Z(Vip Uy - ~
Tenant comp‘te du fait que les axes utlllsés sont axes principaux
at t i Z Uyl p-0et do
inertie, on a auss %%1’ e ne Z(C/[ﬂvF(//; ;é’/ 0O

d'ou on déduit le résultat demandé.
Ces relations sont vérifides directement dans le cas a) (la

.-“7
L1

2

dilatation laisse invariants les axes principaux d4'inertie) et il



était facile de mettre en place les axes principaux d'inertie dans
le cas b), donc d'utiliser les Ul.. .
5°) Par developpement du carré [A*ﬁc f-VgﬂMﬁﬁh)]
on obtient . I e
2T = 21, + 2Ty 42k, % (,V,ggm~— V, (H86)[ Vy (Mee )
2nv 1t
et le troisieme terme ée'redult 4 la somme -
Ik Z (87 - Z AT )(FNS) = XL T 7. 0.0 =0
Onadonc'l‘:‘l‘A +TS‘

6°) Le théoréme du centre d'inertie donne le mouvement de O. Comme

les forces extérieures doivent seules intervenir,.ceci exige QI‘O-O%
Le théoréme du moment donne 0/ F 7;19

On retrouve ces résultats en ch0151ssant pour champ de vitesses
virtuelles soit une translation, soit une rotation autour de 0.

Les relations demandées entre les Q et les o( sont

Iij ij
:Z(%k¢(274}-“%§.éj¢&) o f@yJ

7°) Une déformation pure est définie par
. O o . - a
o(&*o el /] V(, &(— Z(“L}Q ";7( - D&ﬁ O(LA),_O V‘//

Le torseur des forces exterleures est nul, et les données initiales
satisfont a V(O) -0 , ,.Q:O ; ces conditions sont suffisantes d'apres
la question précédente. A noter que les forces extérieures peuvent

trés bien intervenir dans le mouvement (par exemple des forces de
compression pour un mouvement de dilatation).

Deuxiéme partie

1°) La fonction de force est de la forme

U - - g n3@+7//&4+4/4[/‘:j/2+/0_;/ ;L-f/L&—;/ZJ
Les équations du mouvement sont donc linéaires, et de plns les diffé-

rents paramétres sont découplés. L'étude des vibrations est classique.

2°) L'énergie cinétique et le moment cinétique se présentent sous la

27T = )Z[Ap f—.Bo/ +C.z/_,-/( /‘fﬁ?r(
E’: (> Ap, A°Bg, C)

Les équations du mouvement sont donc

20N+ Agnlc-p) =0
cz;(AZE?) ~/—/t’37'*(’4 (J =0 avec [ = (/1—{
4 (4Cn) + Vg (6 ) -

forme
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On en déduit l'intégrale premlére
(& (Qf,: C%wkhwﬁb)
A9

puis 1l'équation définissant les variations de A s

/f z =2(L/+—£_2 _ .EﬁL

A/ 1—[:77 1‘(’}

= A+BrC 2
- A

11 suffit de compléter le changement de variables indiqué par AT =
pour retrouver les équations du mouvement de Poinsot.

30)En utilisant d'une part les équations du moment et d'autre part

les équations de Lagrange par rapport aux parametres A ’ 'Az et O

on obtient, en posant 2uKa? = I
[(,\ cmz&+f\)l/“’]+f”'[/\4 29‘“42)
4 1) tio +12)T9] +M7‘L(/‘ LA =
[/\ ‘T2] - I7\7/' 928 = ©
j:\z T A, (,//» +7)
I/\; ~TA, [4~2mzé7+72%42(9) = 33,
Jte’_(ﬂféjﬂvf,\,% 8en (3°- 1) = 24

Les intégrales premidres demandées sont T =

Observations

Si la premidre question a été résolue par de nombreux candidats, b

coup ont perdu du temps ensuite par des maladresses. A la quatriéme

tion, certains ont obtenu la relation intermédiaire citée ci-dessus
n'ont pas su conclure. L'un a mé&me conclu 3 une erreur d'énoncé ! La
quiéme question a été assez rarement traitée de fagon correcte, par
les deux suivantes ont enregistré plus de succes.

La deuxidme partie débutait par une gquestion facile et que ceux qu

1'ont abordée ont en général traitée assez correctement. La suite a

de distinguer quelques rares copies dont le niveau était nettement s

rieur a la moyenne.
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Résultats

Pour 152 copies de mécanique, les notes se répartissent de la facon

sulivante :
0 de 1 3 de 6 a 10 de 11 a 15 de 16 a 20 plus de 20
16 73 33 16 10 b
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