COMPOSITION D’ANALYSE

DurgE : 6 heures

NOTATIONS ET RAPPELS

On note R le corps des réels, R* ’ensemble des réels positifs ou nuls, C ie corps
des complexes.

On rappelle qu’un espace de Banach complexe est un espace vectoriel complexe
normé complet pour sa norme. Si E est un espace de Banach complexe et || . || sa
norme, on appelle opérateur de E toute application linéaire continue T de E dans
E et norme de I'opérateur T le nombre

ITI = sup |IT@].

Hzil <1

Définition. Un opérateur T de E est dit projecteur contractant s’il a les deux
propriétés suivantes :

a T2 =T
b. ||T| < 1.

L’objet du probléme est ’étude des projecteurs contractants de certains espaces
de Banach complexes.

Les parties 1, I, III du probléme sont indépendantes (sauf en ce qui concerne
les notations).

N.B. — On rappelle que le soin apporté & la rédaction est un élément important
d’appréciation. Par exemple, les passages & la limite dans les intégrales devront
étre soigneusement justifiés.



P appeniss

PREMIERE PARTLE

Si un espace vectoriel complexe E est muni d’une forme sesquilinéaire hermi-
tienne définie positive notée (x | ¥), on peut définir une norme par
P ’ 1
=] = (x]=)2
Un espace complet pour une telle norme est dit espace de Hilbert complexe.
Deux éléments x, y de E tels que (x | ) = 0 sont dits orthogonaux. Si F est un

sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F et on note Ftle sous-espace
formé des vecteurs orthogonaux i tous les éléments de F. Si F est un sous-espace
fermé de E, on désigne par Iy I’opérateur de projection orthogonale sur F qui a
un élément x de E associe 'unique élément IIg (x) de F tel que :

x — HF(x)eF'L.

A tout opérateur T d’un espace de Hilbert E, on peut associer un unique opé-
rateur T* tel que 1’on ait : :

VxeE VYyeE (T@) |y =(]|T*(y).
T* est appelé adjoint de T.

1° Soit T un opérateur d’un espace de Hilbert complexe E; établir que

IT|= sup |[(TE) ][]
Hezll <1
Hull <1
En déduire que || T* || = || T |}.

Dans tout le reste de cette premiére partie, on suppose que T est un projecteur
contractant.

2° Montrer que T* est alors un projecteur contractant.

3° On note F I'image de T; montrer que F est un sous-espace fermé.

On note F* I'image de T*.
4° Montrer que le noyau de T est I'orthogonal de F*.

5° Soit x un élément de E; établir que on a x == T (x) si et seulement si
x = T* ().

6° Déduire de ce qui précéde que T est la projection orthogonale sur F.

DEUXIEME PARTIE

. o

Si « est un nombre complexe non nul, on note sgn (x) le nombre -I-——| .
' o
On pose sgn (0) = 0.
Si r est un nombre réel strictement positif et « un élément de C, on pose
Cald = sgn («).|a|"

L’attention des candidats est attirée sur le caractére inhabituel de cette notation.
1° Soit u un nombre complexe, u = a + ib, @ € R, b € R; donner un dévetop-

pement limité & T’ordre 1 au voisinage de 0 des fonctions d’une variable réelle &,
et k, définies par :

k, (%) == sgn (1 + ux)
ky(x) = |1+ ux|.



2° Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, & valeurs complexes,
Soit r un élément non nul de R*; si x est élément de 1, on éerit :

FR@ pour (F@).

On considére les deux suites de fonctions :

1
r

mw=nh1+wvw@ﬂ]—@ >t

I

1
&n (%) n[(i+n“f['] (x))[;]—i} nz i

Montrer que, pour tout x € I, &, (x) + g, (%) a, quand n tend vers 'infini, une
limite de 1a forme K f 1] (x) ot K est une constante (dépendant de r) qu’on déter-

minera. K
Dsns tout le reste de cette partie, on suppose qu'on a 0 < r < 1; on pose
1 -
§ == et
r

Bu@) = |1+ 27t [0 () |

3° Prouver I'égalité :
() = £ (3). 8, (8) + 1 () — 1)

4° Prouver que les fonctions :
fH () .8, ()
H,(x) = ————
® 1+ |f@)]

sont majorées en module par un nombre M indépendant de n et de x.

5° Prouver de méme que les fonctions
n(8 (1) — 1)
1+ | f@)]

sont majorées en module par un nombre M’ indépendant de n et de x. (On pourra
utiliser le théoréme des accroissements finis.)

H', (1) =

6° Prouver ’existence d’un nombre réel A tel qu’on ait pour tout entier n > 1
et pour tout élément x de I :

| 2a@) + 82 () | <AL+ [ FD )

TROISIEME PARTIE

On munit le segment fermé [0, 1] de la mesure de Lebesgue p. Deux fonctions
mesurables définies sur [0, 1] qui ne différent que sur un ensemble de mesure nulle
sont dites presque partout égales. La relation d’égalité presque partout est une rela-
tion d’équivalence et les classes sont appelées classes de fonctions mesurables.

Si f est une fonction mesurable définie sur [0, 1] A valeurs dans R*, on note
b

Jfde
P'intégrale de f pour la mesure ;. (cette intégrale étant éventuellement infinie).

La notation
| fdu
s’étend aux fonctions f & valeurs dans C qui sont telles que :

’|f| dp < 0.

.



On rappelle que si s est un nombre réel, s > i, on note Lf I'sspace des classes <
de fonctions complexes mesurables définies sur [0, 1] et telles que pour toute fonc-
tion f de la classe =, on ait :

R ! » | /‘!‘s

i
T

du < oo,

Cbmme C,eSt l’usa €, O1 5C periettra - 1oz 1 ’-'!‘hﬁ de noter S Y ¥ (o] e
3
1 .

lettre une classe de fonctions et un représeniant quelconque de cuiir <Looor
ainsi qu’on définit simplement la norme d’un ¢icruent £ 4 i - -

Al = (1717 )i

On rappelle que, muni de cette norme, L* est un espace de Banach. De plus,
pour s = 2, la norme provient d’une forme sesquilinéaire hermitienne

(S1g) = [[gdp-
Si f, g sont des éléments de L, on éerit :
fzeg pp

pour exprimer que le nombre f(x) — g (x) appartient & R* hors d’un ensemble
de mesure nulle. On omet quelquefois la précision p.p.

Dans tout ce qui suit, p est un nombre réel, p > 1 et ¢ est le nombre défini par
1 1
—+~-=1;onposer=p — 1.
p g

On rappelle que si f est un élément de L?, f > 0 p.p., et g un élément de
L7, g > 0 p.p,ona

frowe ([raf (fo}

De plus, I'inégalité est stricte sauf si existent deux nombres réels non simulta-
nément nuls a, b tels que :

af? = bg® p.p.
auquel cas c’est une égalité.

Les trois questions suivantes sont indépendantes les unes des autres.
1° Soit f un élément de L? et g un élément de L9 ; établir I'inégalité

ff._g‘dp‘ < (f[f]ﬂdp.)% (f]g]“dp)%.

Montrer que P'inégalité est stricte sauf dans le cas ol existent deux nombres
complexes «, B non simultanément nuls, tels que

ogf[ﬂ] = Bg[‘ﬂ p-p.

2° Soit f un élément de LP; montrer que fIr1 appartient 4 L4,

3° Soient s, s' des nombres réels, 1 < s < ¢, f une fonction de L% ; établir

Pinégalité :
(Jisiraw) < (fur )

En déduire que L# est un sous-espace de Ls. Quelle est ’adhérence de L*’ dans
L# pour la topologie définie par la norme de L3 ?

QUATRIEME PARTIE

Dans cette partie, on fixe une famille 97 de sous-ensembles mesurables de [0, 1];
on suppose I stable par intersection finie et complémentation. A tout ensemble
mesurable A est associée sa fonction caractéristique X, définie par

Aalx) =1 si x €A
Xp(x) =0  sinon.
20

=




On note X le C-espace vectoriel des combinaisons linéaires de classes de fonec-
tions de 1a forme X, , A € 91 ; X est un sous-espace de L' et aussi de tout espace

L?, p > 1; on désigne par X 1’adhérence de X dans L=

Soit » un élément de X; on admettra qu’il existe une suite (u,) d’éléments de X
ét une fonction v de L? tels que : .

i lim v, = u p.p.
n-—- 90

ii. lug| < v p-p-
On suppose dans cette partie que p est strictement compris entre 1 et 2; on rap-

~ 1 1
pelle que g et rsont tels que > + 2 = 1,r =p — 1. Soit fun élément de L*;

on pose u = [y (f) ou Ily est la projection orthogonale sur X. On choisit une
suite (z,) et un élément v de L? qui satisfont les conditions i. et ii. ci-dessus et
on pose :

Oy = J"u ;E'po..

1° a. Etablir Pinégalité :

ol < (f1717dw o ( flule d )

(On pourra commencer par établir que z,["1 e X).

b. En déduire qu'on a :

(flul”duﬁ < (flfl"dpw)%

(On justifiera soigneusement tout passage i la limite).

¢. Prouver qu’on a, de méme :
[lulde < [if]du-

2° Déduire de ce qui précéde que ITx se prolonge en un projecteur contractant
1% de L?, et, de méme, que ITx se prolonge en un projecteur contractant ITx de L2

CINQUIEME PARTIE

On admet le résultat suivant :
A tout opérateur T de L? (p > 1) on peut associer un unique opérateur T* de
1

L <;1; + 2 =1 ) tel que pour tout élément f de LP et tout élément g de Lo,
on ait :
[T(hgde = [FT(@ du.
De plus, les opérateurs T et T* ont m2me norme.

On suppose dans toute ceite partie que T est un projecteur contractant de
L (p>1).

1° Montrer que T* est un projecteur contractant de 14.
q proj
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20 Soit f un élément de L? ; montrer que si

T(f)=f pp alors

T (fU) =f11 ° pp. (r=p -1
_ On suppose désormais que p est strictement compris entre 1 et 2 et que T est un
projecteur contractant de L tel que T'(1) = 1 (ot 1 désigne la fonction carac-
téristique X[, 17 )-

3° Soit f un élément de L tel que T (f) = f  p.p

a. Déduire de ce qui précéde que les fonctions h, et g, définies comme dans
la deuxiéme partie appartiennent & 'image de T.

b. Montrer que f "] est dans 'image de T; plus généralement, montrer que,

pour tout entier n, f [ est dans 1'image de T.

4° Soit g un élément de L?, f son image par T; prouver qu'on a :

f]fldp.sflgldp..

SIXIEME PARTIE

Cette partie est consacrée aux projecteurs contractants T de L qui sont tels que

T (1) = 1.

19 Soit A un sous-ensemble mesurable de [0, 1] et B son complémentaire dans
[0,1]; montrer qu'on a :

‘T(XA)+T(XB)l=‘T(XA)lJ‘—‘T(XB)‘ p-p-
2° En déduire que si f =/XA, on a
) T(f) 2 0
@ [T(de=[ra.

Montrer que les relations (1) et (2) s’étendent & tout élément f de L* qui est tel
quef >0 Pp.p '

3° On note Iy, la famille des sous-ensembles mesurables A de [0, 1] tels que
T (Xa) = %4 p.p-

Prouver que 91y est stable par intersection finie et complémentation.

40 Soit A un élément de Iy, B son complémentaire; montrer que pour tout élé-
ment fde L' tel quef > 0 p.p., ona:

fT (f.%p). Xg du = O.
En déduire que : v
[fradp = [T(F)%adp.

Etendre ce résultat au cas ol f est un élément quelconque de L*.

50 Afin d’utiliser sans changement de notation les définitions de la quatriéme
partie, on désigne par X le sous-espace vectoriel engendré par les classes de fonc-

tions X, , A € Iy et par X son adhérence dans L2, Si fest élément de L*, on pose :

Re(f)=f;f ot

f+ = sup (0, Re (f))

Soit Y T'image de T; montrer que si f appartient & Y, il en est de méme de f*.
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Montrer que si f appartient & Y, alors, pour tout nombre réel ¢, I’ensemble

{x:f*x) > c}

appartient-a )y . En déduire que Y est 'adhérence de X dans L.

6° Soit f une fonction de L' bornée (en module); prouver que pour tout lément
gdeY,ona:

[Fedn = [T()gdu-

Etablir que I'image par T d’une fonction de L? est dans L2,

7° Prouver que T est opérateur II% défini comme dans la quatriéme partie.

8° On suppose pour cette question que T est un projecteur contractant de
L? (1 < p < 2) tel que T (1) = 1. On définit Iy et X comme plus haut. Etablir
que T est I'opérateur I1% défini comme dans la quatriéme partie.

3° On note Iy, la famille des sous-ensembles mesurables A de [0, 1] tels que

T (Xa) = Xa p-p-
Prouver que JU; est stable par intersection finie et complémentation.

4° Soit A un élément de Oy, B son complémentaire; montrer que pour tout élé-
ment fde L*telquef > 0 p.p., ona: '

fT(f:xA).deg = 0.

[}

En déduire que :
[frnde = [T ()% de

Etendre ce résultat au cas ol f est un élément quelconque de L.

5° Afin d’utiliser sans changement de notation les définitions de la quatriéme
partie, on désigne par X le sous-espace vectoriel engendré par les classes de fonc-

tions X, , A €9y et par X son adhérence dans L2 Si fest lément de L', on pose :

Rqﬁ=f;f ot

f* = sup (0, Re (f)).

Soit Y 1’image de T; montrer que si f appartient 4 Y, il en est de méme de f*.
g q PP

Montrer que si f appartient & Y, alors, pour tout nombre réel ¢, 'ensemble
{s:f*@® > ¢}
appartient & 9y . En déduire que Y est ’adhérence de X dans L*.

6° Soit f une fonction de L* bornée (en module); prouver que pour tout élément
gdeY,ona:

[Fedu = [T()gdu

Etablir que I'image par T d’une fonction de L? est dans L2
7° Prouver que T est I'opérateur 1% défini comme dans la quatridme partie.

8° On suppose pour cette question que T est un projecteur contractant de
L (1 < p < 2) tel que T (1) = 1. On définit 9y et X comme plus haut. Etablir
gue T est Popérateur IT% défini comme dans la quatriéme partie.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE

|. Observations générales

Le probléme proposait 1'dtude des projecteurs contractants de certains

espaces de Banach complexes.

Les trois premi&res parties indépendantes les unes des autres constituaien
des préparatifs destinés 3 mettre 3 la disposition des candidats les techniques
3 utiliser dans 1'étude proprement dite. De fait, si la partie II demandait
un effort de réflexion et de mise au point, les parties I et III &taient
essentiellement des questions de cours. On peut s'Etonner dans ces conditions
que les questions de la premi&re partie, morceles & 1'extréme pour ne pas
dérouter les candidats, aient arrété nombre d'entre eux. On peut s'&tonmer

aussi de la 18gfretd avec laquelle 1'inégalité
< (a +b)r a0, b0, r>0

incorrecte quand r est compris entre O et 1, est admise dans le but de

simplifier les calculs de la seconde partie.

I1 faut dire en revanche, que les copies ayant dépassé les trois premi&res,
parties ont souvent laiss& une bonne impression : les bases de la théorie de la
mesure et de 1'analyse fonctionnelle n'y sont pas ignorées et les idées
quelque peu originales nécessaires & la solution des questions difficiles des

parties IV, V, VI apparaissent.

En somme, 1'examen des copies fait apparaitre a la fois 1'impréparation
et le manque de connaissances de beaucoup mais aussi la bonne santé du

"flux montant" des &tudiants en mathématiques.

Ii. Remarques sur la résolution du probléme

Premi&re partie : Seule la quatri&me question présentait une légére

difficulté. En fait, le simple développement de |‘x -T*(x){lz permettait

de déduire 1'égalité T*(x) = x & partir de T(x) = x.

Deuxi&me partie : Les calculs des premi&res questions aboutissent en

général & un résultat correct ; par.contre l'Ecriture parfois fantaisiste

des développements limités a fait frémir les correcteurs.




La quatriéme question a &té& souvent bien comprise ; les candidats
aboutissent a4 la majoration cherchée en &tudiant la limite 4 1'infini d'une
fonction continue ou en exploitant 1'inégalité a +b g 2 sup(a,b).

En revanche, la cinquiéme question a arrété la quasi-totalité des candidats :
11 fallait en effet commencer par appliquer (correcQEEEBF) la formule des
accroissements finis (par exemple 3 la fonction (fgz +y2)s). On pouvait
ensuite organiser naturellement les calculs en distipguant selon que
n_llf(x)|r était "grand" ou "petit" ; dans ce dernier cas on &tait conduit

4 raisonner différemment suivant que s &tait ou non > 1.

Troisiéme partie : La premidre questicn a donné lieu 3 des raisonnements

contournés et souvent incorrectement mis en forme s 1'utilisation de la

fonction sgn aurait pourtant simplifi& la tdche des candidats.
Les questions suivantes &taient bien classiques.

Quatriéme partie : Cette partie avait pour objet la construction de

projecteurs contractants de Lp, 1 &p <2, par prolongement d'un projecteur
orthogonal de L2. Le principal outil pour obtenir les inégalités de la
premiére question &tait le théor&me de convergence dominée de Lebesgue,

connu en général de ceux qui ont abordé la question.

En ce qui concerne la deuxi&me question, regrettons l'usage par

certains du théor&me de Hahn-Banach.

Cinqui&me partie : Dans cette partie on &tablissait une propriété des

projecteurs contractants de Lp, 1 <p<2 tels que T(l) =1 qui préparait

la toute derniére question du probléme.

La question 2°) exploitait le cas d'égalité dans 1'inégalité de Holder,
étudié dans la question IIT 1°). La question suivante, permettait par
1'utilisation des majorations de la partie II jointes au th&oréme de Lebesgue
de prouver que la suite firnj était dans 1'image d'un projecteur contractant

dés que f y était. En faisant tendre n vers 1'infini dans 1'intégrale
Lrn)
ff £ dh,

on obtenait 1'inégalité de la quatridme question.
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Sixieme partie : La derni&re partie du probléme montrait que les

projecteurs contractants de L1 (et aussi de Lp, 1 <p <2) tels que
T(1) = 1 &taient du type décrit dans la quatridme partie. C'était la seule

qui demandait un minimum de pratique en théorie de la mesure.

Pour résoudre la premidre question, il suffisait d'intégrer 1'inégalité
TG + Txp)| € (TGl + [Ty

et d'utiliser la définition des projecteurs contractants,linégalité (1) de

la seconde question résultait du fait que 1'inégalité

la +8] < |a| + |8] a,BEC

n'est une égalité que si o et B ont méme argument. Il est surprenant que

ce fait ait &té délibérément ignoré par des candidats arrivés a ce stade
du probléme. Le passage des fonctionms caractéristiques aux fonctions intégrables
positives passait par l'utilisation d'une suite de fonctions &tagées ; les

candidats 1'ont vu mais ont rarement &crit un raisonnement correct.

La solution de la question 3°) mettait en jeu l'analyse d'inégalités

dans les intégrales ; quant a celle de la question 4°) elle passait par

1'stude du cas particulier oii f est bornée.
La question 5°) &tait technique ; pour voir, par exemple que 1'ensemble
+
A={x : f (x) > c}

appartient 3 W?T on pouvait remarquer que

1 - Xy = lim {1 -n(£f —c)+}+.

n->w©

Dans la sixime question, il s'agissait d'étendre (par le théoréme de

Lebesgue) 1'égalité

Jez dp = {16) & dhi, fe 1l

connue pour g fonction caractéristique au cas des fonctions intégrables bornéeg

. p . 2 e s ‘1z
Le corollaire sur 1'image des fonctions de L° se déduilsailt en considérant

le cas ot g = T(f).

Les deux dernigres questions du probléme tiraient la conclusion de

toute 1'8tude.




Il. Répartition des notes

Signalons une copie ayant dominé l'ensemble du probléme et 1'ayant,

pour ainsi dire, traité en totalité et quelques autres tr&s bonnes copies.

€ Notes Nombre de candidats

03 3 . 386
43 7 | 212
| 8alo 171
11 a 14 159
15 a 19 . 124
20 3 24 86
-ables a2 | ©
| 30 a 34 43

35 a 39 33 '
40 3 44 17
45 3 50 9
| 51 a 55 - 1o
ble 56 3 60 17

de




