en tout cas d*asseoir solidement leurs conneissances sur les notions

fondementales en mécanique en reprenant leurs cours de second et m8me
de premier cycle.

Résultats. Nombre de copies corrigées : 198
Répartition des notes (sur 40)

0 |1é5I6élo|11a15|16"aao|21a25|26A3o'30&35
24|122|12|18’l10|8|1|3

RAPPORT SUR L’EPREUVE «PROBABILITES ET STATISTIQUES »

I.— Analyse du sujet :

Le probléme était consacré & 1'étude des concepts d'échangeabilité et

de symétrie sphérique pour les vecteurs aléatoires et les suites de variables
aléatoires.

Pour pouvoir composer un probléme & la portée des candidats, il a fallu

faire un découpage en guestions qui gomme guelque peu les points essentiels.

Ainsi n'est-il peut-&tre pas mauvais de mettre en évidence les résultats en fonc-

tion desquels le probléme était composé :

- Le théoreme de DE. FINETTI : Une suite (Xn)n > 1 est échangeable si et seulement

s'il existe un sous-tribu g.de la tribu initiale F telle que, conditionnellement

& %}, les [an soient indépendants et de méme loi (Partie I auestion 4, et partie
IIT question 7).

- Si (Xn] est une suite a symétrie sphérique (donc échangeable) la limite :
n

1im~H X Xj existe presque slrement. Désignant par U cette limite, sous 1'hy-
n->oo j=1

pothese {U = x} , les (X sont indépendantes ont méme loi, & savoir la loi gau-

sienne centrée de variance x (partie IV questions 5 et 7).

- Enfin une caractérisation des suites & symétrie sphérique faisant intervenir la

notion de fonction caractéristique, qui n'est pas valable pour les vecteurs 3
symétrie sphérique (partie IV question 8 et partie II question 4) : d'ol 1'on
déduit que 1'infini ne peut 8tre fini !
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L'opinion du jury est que ce probléme ne contenait aucune difficulté

majeure car les candidats y étaient guidés d'assez prés : en particulier les rappels

et la partie préliminaire indiquaient la.manidre de s'y prendre pour obtenir faci-
lement les résultats "théoriques” demandés. Dans le probleme, étaient disséminées
des applications qui demandaient un peu de calcul mais étaient du niveau D.E.U.G.
(ou peu s'en faut !).

II.~— Résultats généraux :

Nombre de copies corrigées : 5399

Moyenne générale : 6,68 (sur 40)

Moyenne sans tenir compte des zéros : 9,886.
Notes <1 iZ as l B a 10 11 & 15 l 16 a 20 l 21 & 25
Nombre de 301l 102 I 104 92 [ 41 I 33
copies
Notes 26 & 30 | 31 a 35 36 a 40
Nombre de 15 7
copies

Le lecteur aura certainement remarqué qu'il y a plus de la moitié de

copies méritant une note < 1, et parmi ces derniéres, nombre de copies blanches

(en fait 227). Et ce, malgré la relative facilité du probléme...

Certaines erreurs signalées 1'an passé ne son apparues que rarement

- . . *
cette année. C'est la preuve gue le rapport est lu par certains candidats. Cela
nous encourage & signaler une erreur tré&s couramment rencontrée cette année :

Si (R ,ip-l est un espace mesurable et siéi est une partie quelconque de GP(Q)

s
telle que o(a ) =4 alors deux probabilités sur (D f?r] qui coincident sur
éL coincident sur(g?.

En réegle générale les candidats semblent plus & 1'aise dans des rai-
sonnements de type "théorie de la mesure” que dans les arguments "probabilistes”.

Ce qui explique que les applications ont &été trop socuvent laissées de coté.

III.— Corrigé du probléme

Préliminaires :

1° En utilisant le théoréme de convergence dominée on voit que

éz:— {Aimﬂ.que E[1A.Z) = E(1A%)}, est une classe monotone. En prenant des. £
n
tions de la forme T 1 ol BfiﬁB CIRP) et par linéarité
i=1 i s
* Du moins ceux qui n'ont pas remis de copie blanche.



n
1'algébre engendrée par les emsembles A = () (xi e’Bi] est contenue danséﬁ;.donc P
i=1

y v
g—c %Let comme Z et Z sont g,mesurables on obtient 2 = Z P . p.s.

2° a) Pour 9} = { ¢, 2} E(Ffox |€}) = E(foX); l'indépendance conditionnelle, par
' n n
rapport a g}, des X, équivaut donc & I ,E(Ff,(X,)) = EC Il £,(X,)) pour toutes
i =1 i % joq 301

fonctions boréliennes bornées fi’ ce qui est encore équivalent a dire que les

{Xi}i=1...n sont indépendantes.

o
b) Pour g} -4 E(foX IEF.] = foX;ainsi 1'indépendance par rapport & la tribu
n n ‘
QF se traduit par 1I Fi[Xi) = I Fi[Xi] donc est toujours vérifiée.

i=1 i=1 :

I - 1° Notons LP: R ﬁ-RZ définie par‘{[x] = (x, -x) alors
P[u, 10 = LPDF'% = LPOP_LL = P(_u,u] ceaqui suffit a montrer que (7/(, -

E

est échangeable.
2° Soient f la densité de (X1...., Xn) et‘{ une fonction borélienne bornée.

n
Toute permutation I G-Zn se prolonge en une application unitaire 0 de R" dans

n n
R par x = (X,,.:., xn] + T{x} = (x

1 meqy2 " X H(n]];alora-a

v N
E(follox) = [Qx) dPy (x) = [YI(x)) £(x) dx. Comme le Jacobien de la
i

n : n
transformation Il est égal 3 +1,en faisant le changement de variable y = Il{x) il

v
vient E[LPOXH] f?[y) f( I 1[x]]dx,ce gui montre que XH est & densité.et

n
comme E(%’oxn] EP ) = EP Y - jL?(y) f(yldy, ona f = foll p.p. pour tout
. X X
1
I E—Zn i f est p.s. symétrique.

1

3°Notons que pour i # j U, est P p.s. différent de Uj'
Aussi pour tout f de R" dans R, mesurable, on a :

ECF(Yq,enns Y ) = ECFCY 0un Y ) 7 1

: )
el ‘r < Un Un

2 n
= ) ECF(U U )1 )
reln I I “n1 < Un2 < Up
= nl E(FUL... U 1,y )
1 2 n
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car (U1... Un) est échangeable.

n 3

1

N - |
La densité de (Y1... Yn] est donc n ! 1 1 0< v, <1

’ {... <y, i

Le changement de variables

(xqeee X))~ (x4, Xop™Xgsasas X - xn_1], dg Jjacobien 1 conduit &
la densité de (X1... Xn] :

qui est manifestement symétrique.

4° Soient fi(i = 1...n)des fonctions boréliennes bornées et II G.Xrlon a les
égalités :

n
EC T F,0 X
i

niy) TELECTF o HH|‘}1] E[T[E[f 0 Xpesy | G2

le dernier membre est égal 23 E L H E[f 0 Xil Q} )1 car les Xi ont
i=1

méme loi conditionnelle. gp réutilisant 1'indépendance conditionnelle on arrive

n » n

a ELECTfox, I(}]] qui est égale @ E LT £, o X,1 ce qui suffit a
i ' i

prouver que X = (X1,..., X ) est échangeable.

5° Spit J = {j,l,..., jp}; il existe neZn telle que I(i) = J; 1= 1...p

Comme X et XH ont méme loi, leurs lois marginales sur les p-premigéres coordon-

nées sont égales donc X, = (X, ,..., X, ) et (X,, ..., X ) ont méme loi . Ce qui

: J AP J 1 p
p

montre que Xy et XK ont méme loi si J et K ont méme cardinal.

6° Avec la guestion précédente on voit que Xi = X1 i=1...n et

(x1,x21¢Zf(xi,xj) pour tout couple(i,j]€£{1...n}2 avec i # j,

n

n

d’ol var( Z X, zn var (X ] o+ Z cov(X,,X,) = n 02(1 + (n=1)b) .

. i . i’
i=1 i=1 1<1#j<n

. . -1
ocomme la variance est 20 on voit que b > o

7° Pour tout wef : [Foxi[w) - foxj[w)] [goXi(w) - goxj[m]] > 0.
On en déduit par passage & 1'espérance que :

E [f[Xi] g(Xi]] + E [f(Xj] g[Xj]] > E EF(Xi) g(Xj]] + F [f(Xj) g(Xi]]
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et comme (X1,-.., Xn] est échangeable il reste aprés simplification

E[f(XiJ g[XjJ] < E[F[Xi) g(XiJ].

8° 0n a E(0%0x) = L. ¥ E(0oX) = 1 T E(0oX) - E(6oX)
- el - Nej

et ceci sous la condition que ®oX ait une espérance.

n

IT - 1° On a vu en~£;—\2° que l'application II induite par H«azn est

unitaire

donc tout vecteur & symétrie sphérique est échangeable.

La réciproque est fausse;par exemple dans le cas réel tout vecteur est échangea-

ble par contre, 1’application x + -x étant unitaire, X et -X n'ont pas toujours

méme loi (exemple X = 1)

2° si %7désigne la fonction caractéristique de X & symétrie sphérique on a ;

LFAX(U) = %&(tAu] = foul;donc X est & symétrie sphérique si et seulement si

LPDA ='{ pour tout A unitaire. Remarquons que cette condition est équivalente

a
Y(uw ne dépend que de [u]].

. . wh
Lf 11 u, X, 1), u.X,
3° MR Ele J I [Ee "+ JJ [ Vi
n i :
=E[LN E(e J7J | VI1 (avec 1'indépendance conditionnelle)
J=1
2 vV 2V
n -2 Y 1l 2 ¥
=E[T e 1= E(e ) ce qui, avec la question précé-
J=1

dente, montre que X est a symétrie sphérigue.

4°a) Une transformation unitaire laisse la mesure uniforme sur le cercle invariante,

donc Y est & symétrie sphérique.

b) Désignons par A 1a mesure de Lebesgue sur R ; alors PY est équivalente

1

(méme ensembles nuls) 2 la trace de la mesure de Lebesgue sur [-1, +1] donc

AeBRr) Py (A) = 0& AANT[-1, +17) = g,
1

Supposons les conditiions du 3° réalisges on aurait E[1A0Y1] = E [E(’IAOY,I [ V11

d’oul PY (A) = DS AA) = 0 ce qui est manifestement
1 .

1’expression précédente.

» en contradiction avec
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5° Le vecteur (V, Y,, ..., Y )a pour densité :
1 n

v+ 0 y2
- = ) m 4
1 e 20 v 2 1
(v 20) ,
n n
'@ (2007 t200)?
v F o Vs _
Effectuons le changement de variables v, = V, X, = dont la matrice jaco-
1 J Vave
bienne est triangulaire, de déterminant V-n/2- La densité de (V, X1""Xn] est
\Y n 2
-5z 1 +f. X, n+m
1 20 ‘1 7] —_— -1
donc s e v 2 1R+[v].
rdze) 2 02
La densité de (X1,..., Xn] s'obtient en intégrant par rapport & v ; ce gui méne a
r 1 ]
- 075 - g sur [R"'. Cette densité est invariante pour
e (1412 2
J=1 "3
tout opérateur unitaire . (X1,... Xn) est donc & symétrie sphérique.
6° En effectuant le changement de variables xi'= x; i< net uh=xn[1+zgﬁ1x§]"1/2
N1 2 -1/2
de jacobien (1 + ) Xj] on obtient la densité de (Xgseens Xn—1’ un] :
j=1' .
T'( n+m ) ' =~ n-m+1 _ h+m
-1 2
2 (1 + Zn 1x.] 2 (1+ u2] 2
n L J n
m, -2 =1
1"(-2—) I

Les vecteurs [Xq,...,Xn_1J et QLn sont indépendants et de lois respectives

gm et €:+m—’| .

n-1

III,- 1° On a montré en I - B° que b > EE} pour tout n 2 2, donc b = 0.

* *
2° Une probabilité définie sur [lﬁN ,g; (IQN }) est univoquement déte:

par ses projections fini - dimensionnelles (et non pas unidime

en résulte gue, pour tout IIE.Z', X et X
n
cation mesurable x = (x_) -+ hix)
n *
ne N



pour tout HEE' et tout n (lorsque 1'espérance existe). En particulier pour
n

I-= Hj on obtient le résultat cherché.

3° a) Par hypoth&se on peut écrire Y = goX ou gaxn p.s pour tout HGEXA donc

E[foXj.Y] = E(f[Xj].g(X]] = E(-F(Xj].g[xII )} pour tout j £ n, et avec III - 2°

. J
on obtient E(f[Xj].Y] = E(f[X1]Y] 3 d

. 1 n _ N .
D'od (1) E [+ }, FIXIY] = ECFIX).Y) = ECFIX).Y) 1 < <,

b} La fonction x +~%~ Zn f[xk) est évidemment n-symétrique et en prenant

k=1
1'espérance conditionnelle par rapport a SLn dans 1'égalité (1) on voit que :

n
1 KZ1 1°0Xk = E[f[Xj] | g}n] p.s pour tout 1 < 3 < n.

4° En utilisant le 7° des rappels, on peut écrire, pour tout j

n

\ _
lim — }  foX, = lim E(foX, | 9 ) = E(fox, | G
noeo D k=1 k [0 j n J g?
nzj nzj

ce qui montre que les v.a. Xj ont, conditionnellement & la tribu g:, méme loi.

5° En prenant comme permutation]TG}? : T(1) = ji i<k
n
< s 5¢K . . . o
ou (Ji)i=1 |<£ n on a, avec la relation établie en IITI - 2°,
E [F[Xq,...,Xk] g(X)] = E [f(Xj1,...,XjK] g(XH]ﬂ

De méme qu'au 3° on trouve pour Y n-symétrique bornée et F(X1,..., XKJ intégrable

1) '
E L : FIX, sevey, X, ) Y] = E [fIX., ,uee, X. 1 Y] ;
(j.)eﬂ: g Ik Jgo Iy I

A
n i
et comme -—%— flx, ,+..,x, )} est n-symétrique, on obtient pour tout
. stk j
An (Jile n

1 Ik

. . - 9
SIRTRE R PY INEI- (RO e %) 1§ 1 - Lk TU X -
n

(3,)€ 1 Ik
i n
8°Posons o, = Y (X X, ] = § E f X X )
/l- L k j:-'-; j HE O L ---._ j,---, j
(Jileﬁn 1 K =1 3 =1 1 k

et Oy, = @ = O, Remarquons que si |F(x]| < M pour tout x eJRk alors

o, (w) ak

|——7;——E— |est uniformément borné en w, n et ——{% »>1  pour n > =,

n -A ' n

n




k k
| 1 Ay % An O
En utilisant ces remarques et la relation — q = —— [ +(1- 3 ( )]
k k k k kK k
n n An n n —An

. 1 '
on voit que ;F_ o =+ E [f(xq,...,ka IQ} 1.

ou de méme —1K a =+ E[f(X,
J

seen, X, Jasene] *
3 _ Jk]]? ] pour tout k et tout [31 Jk]C“\l

1

7° Soient J = {j1,... jk} une partie finie de IN et fi i=1...k des fonctions

boréliennes bornées. "L'égalité” du B8° montre que :

n 1 K Kk
EM 000Gy =m0 P Y e e, )
. 1771 k . & . 1775 K™7j
i ne n 31—1 Jk=1 1 kK
k 1 n K 1 0
=lim T — J f(X)= 1 1lim — ¥ £, (X))
noe i=1 " j21 b i ne Mo J
k
= 1 E(fi[Xi) Ig} ] : Les (Xi] sont ‘donc indépendants
=1

conditionnellement a ﬁ, .

n n
IV - 1° E(exp(i X thjJ [31@) = I E[exp[itjxj] |:%§) avec 1'indépendance condi-
j:" =

n
tionnelle;ou encore avec iii) de A = I LR exp (itjx] Py

=1 i
comme les Xj ont méme loi conditionnelle, on obtient 1'égalité recherchée :

n
t,X,) I%J = 0
33 =1

(w, dx) p.s. Et,

n
Elexp(i f

; F(t, .) P p.s.
J=1 J

n
La fonction caractéristique de ) tj Xj est Pty = Elexp(i ) t tj Xj)].

J=1 J
n
En conditionnant par rapport éi%ﬁ LP[t] = E(IT F(tt.,w)).
3=1
2° si (X1,..., Xn] est & symétrie sphérique sa fonction caratéristique qui est
n n
d'aprés IV - 1°, E( I F[tj,w]] ne dépend gue de Z t? , d'aprés II - 2°,
J=1 J=1

3° Notons \?4 la fonction caractéristique de (X1,X2,X3,X4]. D’apres II- 2°,
3 2 2 2
et E(F(t,w) F-u,w) Fl-v,0)) = g (2t

de méme E(F(u,w). F(v,w).F(-u,0). F(-v,w)] = g (2t2).

D'od E [|F(t,w) - Flu,w) Flv,w1|?1 =0 pour tZ = u




Par conséquent 1'ensemble A, = WIF(t,w = Flu,w) Flv,w)} est de probabilité 1.

4° Soit (un, an une suite dense dans fR2 et A = n AU v alors P{A) = 1 et

neiN n n
comme F(t,w) est pour tout w fixé&, continue en t ; en prenant w € A :

F{ ur2]+VE.wJ = i_:(un,w]. F(vn,w) et par continuité, pour tout w & A

F{ ,/u2+\/2,m] = Flu,w). F(v,w). On en déduit (pour u=-v) gue F est réelle.
D'aprés la partie B, il existe pour tout w &A, un nombre (u(w], nécessairement

réel car F est réelle, tel que F(t,w) = exp (- —12— u(w)tzl. Posons u[w]=0 si w gﬁA,

5° L'expression ci-dessus définissant d (w), montre de manidre évidente, que si

F(t,.) est mesurable pour une certaine tribu, il en est de méme pour Z[[,] s ainsi
U est % -mesurable.

n -
En outre E(exp i )} t, X, 1%) =E(E[expiZt.X.|%] lu]
j2q 47 530
n utz n
=E(II F(t,, w) lﬂ)=E[Hexp [»——?g-)la)= I e
=1 o 3=1

2
mtj

2

Ce qui prouve gue, conditionnellement en IM, , les variables aléatoires (X X )

Xl
sont indépendantes et de fonctions caractéristiques (conditionnelles)

_ds?
Y @ "3

= e » donc de méme loi conditionnelle gui est d'ailleurs% .
Xi/'lL {w)

6° [Xn) est & symétrie sphérique si et seulement si il existe une V.a. 7,[ ,» telle
que conditionnellement & ’u,,les Xn sont indépendantes et de loi Wlﬁﬂ(m. La partie

ci-dessus montre le caractére nécessaire de cette assertion et la partie II- 3°

montre qu'elle est suffisante

&

7° La suite [Xi] est échangeable,(II - 1°), et comme E[X?] existe prenons comme
2 T 2
fonction f : f(x) = x° dans III - 4° : 1im — ) x5 = EWX I?J P.S.

Enfin, dans la partie IV, prenons %= 9-01‘ IV - 4° montre que la loi condition-

nelle de X’l par rapport é%est (’/Wu(w] donc E(Xf ﬁ:’g] = u Ps«S.

8° La condition est nécessaire : on prend pour g la loi de la v.a. i( obtenue en

IV - 4° . La fonction caractéristique de (X ,..., Xn] est :

1’

n ,

E [Elexp(i ) thj] I%)] = Elexp ——;- ) t? /S encore,
J=1
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2 % .2 2
avec t° = § tj s f[D’m[ exp(-xt“)du(t).

La condition est suffisante car alors (xq,...,xn) est & symétrie sphérique, II <« 2°,
pour tout n donc la suite est & symétrie sphérique.

Enfin le résultat est faux pour un vecteur : contre exemple IT - 4°,

Z,
—J
A

donc & symétrie sphérique : 1Zn =-%

9° La suite de v.a. Xj = est telle que (X1""’Xn] suit 1a lci‘tgﬁ, et est

I DN~10

X? converge donc, p.s,
j=1

Vers E[X? | V) = %-E[Z? | V) ou encore %~car Zj est indépendante de V.
10° On montre aisément, par récurrence, et en utilisant II - §°, que [X1,...,Xn]

n
. . m PR . P 1 2
suit la 10175{1. Nous sommes ramengs & la question précédente et Py Z X, converge

J=1
p.5. vers E[Xf I%} ) qui a méme loi que %u c'est-a-dire, de densité
: m
- -1
1 1 2
m exp( E;TJ' X 1R+[x]
m 2
P("Z*]Z

[ - caz . . PR
11° Lrégalité suivarite se prouve facilement par récurrence

n n
T(+y)=1+ 3 x2.
j=1 ’ j=1
n n
Afnsi  limT T (1« Y3 =1mt § x2 - E(X 195 b.s.
no j=1 e ™ g5




