COMPOSITION DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

Durée : 6-heures

ANALYSE NUMERIQUE

0. NOTATIONS ET DEFINITIONS

N est I’ensemble des entiers naturels.
d;,4 est le symbole de Kronecker défini pour (i,j) € N? par :
si_ 4 = 0 si i # j
8. =1
R est le corps des nombres réels, R* 1’ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Les espaces vectoriels introduits sont définis sur le corps R. Sauf dans Q. 3 a., les fonctions considérées
sont & valeurs dans R,

Soit 1’espace vectoriel R? muni du produit scalaire euclidien noté «<.,.> et de la norme associée,
notée ||.||. R* désigne aussi I'espace affine (muni de origine (0,0)) attaché a Pespace vectoriel R% L’angle des
-~
vecteurs x et ¥ appartenant & R? est noté (x R y).

On appelle triangle T ’enveloppe convexe de trois points non alignés A,, A;, A,, de R On rappelle
que si.M e R?, il existe des nombres réels 7\3(M) (i-= 1, 2, 3) définis de fagon unique par :

3
Do MA, = o

i=1

ixf(M) =1

P

appelés coordonnées harycentriques de M relativement & A,, A,, A,. L’indice T pourra étre omis s'il n’y a pas

d’ambiguité sur le triangle considéré. On désigne par & (T) le diamétre du triangle T et par § (T) le diamétre
du cercle inscrit dans le triangle T.

ESPACES C* (©); C*(O).
Pour tout ouvert © de R?, d’adhérence O, pour tout ke N, C* (O) est T’espace vectoriel des fonctions
définies et continues sur @ qui sont (lorsque & > 1) k fois continfiment _différentiables dans ©.

C*(O) est T’espace vectoriel des restrictions 3 © des fonctions de C*¥(R?. Si ve Ck(O) et si © est
borné, on note :

Pour Me©, ueCr(@), et 1< p < k, on note D;’au la dérivée d’ordre p en M de la fonction u,
considérée comme forme p-lindaire symétrique sur (R%?.
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— oy ay
ze® | 0%, dx,

v = su su
" “Ck@ a,+¢?=k< P

ot (o, ) € N2, x = (w,, #,).
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On pose

‘D;’{ul*=supHD:{u(x"), %@, ...,x"”)!, aWeR, 2P =1, 1<i<gp

Dl

& est noté Dy u.

ESPACES L? (U); L*® (U).
Les mesures et les intégrales considérées sont prises au sens de Lebesgue dans R2.

Soit U un ensemble mesurable de R? dont la mesure est notée mes U.

Dans tout le probléme, par commodité de langage, on désignera indifféremment par v une classe de

I3

fonctions (pour la relation d’équivalence définie par I'égalité presque partout) ou une fonction appartenant i la
classe de v. Si la classe de v contient une fonction continue, on la choisira systématiquement comme repré-
sentant de cette classe. '

Pour peR, p > 1, on note L?(U) I'espace de Banach des classes de fonctions v définies presque
partout (p. p.) sur U, mesurables, dont la valeur absolue est de puissance pi¢me intégrable, muni de la norme :

1

1
100 oy, = (flv(x)iv dx>'° - ([fmx“ 5|7 da, d)
U

U

L™ (U) est P’espace de Banach des classes de fonctions v définies et bornées p. p. sur U, mesurables, muni de
la norme :
le]

£ () =inf{a; a€R, |u(x)| < a p. p. dans U}.

ESPACE @ ().

Si © est un ouvert de R? on note (0 (9) Pespace vectoriel des fonctions définies sur ©, indéfiniment
différentiables sur © et & support compact dans ©.

On admettra que, pour tout p > 1, M (O) est dense dans L7 (O).
Si v est une fonction définie sur U et si V C U, on note v|y sa restriction & V.

Soit enfin P, Yespace vectoriel des fonctions polynémes & coefficients réels & deux variables réelles (x, , x,)

de degré < 1et P, (U) = {p|y;peP,}.

Dans Q. 1, Q. 2, Q. 3, et sauf précision contraire, les indices i, J utilisés prennent les valeurs 1, 2, 3.

Q. 1 Soit T un triangle de sommets A,, A, A,.

a. Montrer que si u e C°(R? la fonction uy définie sur R® par :

VMe R, ap (M) = Zm M) u (A)

est 'unique élément de P, vérifiant
ur(A) =u(A) (=123
b. Vérifier que Dy, A, est indépendant de M.
On pose alors Dy 3y = DA,

Démontrer que

VMEIRZ, D)\( (ﬁ) = 81_1' - 7\1(M)
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; 1 1
5 rm < IPM < 57
¢. Soit u € C*(T); montrer, en utilisant une formule de Taylor en M, que :
- 1
o — ]| emy < 5 K b*(T)
et
d - 3_ k(D)
—( - u S;Kwms 1<ig2
A P L T

o K, = sup‘D;u|*-
MeT

. VI
3 n 1dentifie D2, a ment de t{» — J» noté grad ;.
2 On identifie D3, & I'élément do R? ai‘ b:' s grad
1 2

On suppose qu'il existe o, € R tel que pour tout i # j :

(g n, guaih,)
(1) cos \grad A, grad;/ < ¢, < 0

a. Montrer qu'il existe b, > O tel que si & (T) €]0, h,], pour tout i # j :

f [ < gradd, gradd; > + A ()N (%) ]dx < O
T

b. Caractériser les angles du triangle T, lorsque I’hypothése (1) est vérifide.

5 Q. 3 Soient T et T deux triangles de sommets respectifs A, et K,.

@ Définir une application affine bijective de R* dans R? telle que T soit Pimage de T et A, soit Pimage
Tded,.

b. Soit v e P, vérifiant :

VxeT, v(x) 20
Montrer que pour tout p=z1l:

p Y
" 19 3o g, > ComesT X (0(A))2

T

S mes T v

T

) oll C1= 1Amiﬂ§f()\?(;;))p d;;i=19253.'

; Q. 4 Soit ® une fonction décroissante définie pour ¢t > k, > 0 (k, nombre réel donné) & valeurs dans R*
P telle que pour tout k et [ vérifiant [ > k > k, on ait :

C
o0 < T (@ W)

I| ‘ C, «, B étant des nombres réels positifs; B > 1.
! On définit d € R* par :

2f
A% = (D (k)P 2P
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Montrer que la suite (® (k) )yey 0N &y =k, + d — 2%, vérifie :

L
VseN, O (k) < 228 @ (k)
et en déduire que :

Vizk,+d , ®@) =0.

I

Soit © un ouvert de R® dont la frontitre est de mesure nulle; pour PER, p>1, on désigne
par W? (O) Vespace vectoriel des classes de fonctions u € L? (©) telles qu’il existe u, et u, appartenant  L? (©)

vérifiant :
) . cheGD(@),fu(x)g-%(x)dx':— fu,(x)cp(x)dx; i=1,2.

) N

Q. 5 a. Montrer que si © est borné et si ueC'(OQ) alors ue W» (©) et on peut choisir u, = au,

%"
i=1, 2,

b. Montrer que pour tout ouvert @ C R?, si u appartient & W*? (9), u, et u, vérifiant (2) sont définis
de mani¢re unique.

On dit alors que u, est la dérivée généralisée de u par rapport & x; et on la note ,u (i = 1, 2).
¢. Montrer que si © est borné, si p > ¢, alors W? (©) = W2 (9).
d. Montrer que pour tout ouvert @ C R?, W-? (©) muni de la norme :

2 ;
; p
® l g0 oy = ( Fe o + X T2l «»)

i=1

est un espace de Banach et que W*:2(©) que I'on notera H!(©®) est un espace de Hilbert, dont le produit
scalaire associé & la norme (3) est noté a (., .).

Q. 6 Soit W;’p (©) Vensemble des classes de fonctions de W' (©) dont le prolongement par 0 dans le
complémentaire de © (dans R®) appartient & W7 (R?),
. W;’z((")) est noté H; (9).

Montrer que pour p > 1, W:)' P(©) muni de la norme (3) est un sous-espace vectoriel fermé
de W17 (O).

m

Soient Q un ouvert borné convexe de R? de frontitre T' polygonale et &, € R (hy > 0). A tout 2 €10, k,]

on associe un recouvrement fini de Q par des triangles de diamétres < h contenus dans O, de sorte que
Pintersection de deux triangles du recouvrement, lorsqu’elle est non vide, soit un cté ou un sommet commun

aux deux triangles.
Un tel recouvrement est appelé triangulation de Q et noté %, (considéré comme un -ensemble

de triangles).
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On supposera dans toute la suite qu'il existe ¢ > 0 tel que :

‘ h(T)
4 Vhel0, h] 5 max —= < o
@ TGEAS(T)

On note b, (1 <i < N), (resp. by (N +1 < i < N + M)) les sommets des triangles de %, appar-

tenant 3 Q (resp. 4 I).
Soit W, ’espace vectoriel des fonctions w, ewC" (Q) telles que
VTe®, }, wy | e Py (T)
Soit V), le sous-espace de W, des fonctions de W, nulles en b, ; N+1<gig< N+ M.
Q. 7 a. Montrer que, pour 1 < i < N + M, il existe une fonction w, unique vérifiant :
w, e W,

w(®)=3; , 1<j<N+M

b. Montrer que
{wg 3 1<i< N+ M} est une base de W,.
En déduire une base de V.
¢. Montrer que
W, « W (Q)

v e W@

d. On admettra que si p > 2, pour tout élément u de W*? (Q), il existe un représentant de la classe

de u appartenant a C° (Q). Montrer alors que si ue W*?(Q) avec p > 2, il existe une fonction unique
ii, € W, vérifiant

ﬁh(b¢)=u(b!) H 1<i<N+M.
Q. 8 Montrer que, si ue C? (Q), pour tout p > 2 il existe K > 0 indépendant de A tel que

o= ] 10

Kh|

o < ul A@°

v

On donne pour p > 2

fielr(Q) 1=0,1,2
© 4o € W2 (Q)
On pose pour r > 2
. 2
(©) Voe W (Q), L(v) = f (fo () v(x) + Zf:(x) Dc?)(ﬂﬂ)) dx
Q i=1
N+M
(7) Upp = Z Uy (bt) wy
i=N+1

On considére pour tout he ]0, &,] le probléme :

Trouver u, € W), vérifiant.

2
(Pn) { Vo, Vs, aluy, va) =_f (un () v, () + Z 3y Uy (%) 0 vy, (x)) dx = L ()
Q

i=1
Up -~ u‘,,,evh
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"Q. 9 Montrer que (P,) admet une solution unique.

Q. 40 On pose, pour 1 <i,j < N+ M

ay; = a(wy, w)
‘par- h = max h(T)
Te@’h

o
6(T) = max |cos (;grad )\;r , grad X:) >

1<r<s<3

o (k) = max ¢ (T)
Teb,

On suppose dans toute la suite qu’il existe o, € R tel que

®) Yhe]O, h] o(h) <0,<0
a. Montrer qu’alors I'hypothése (4) est vérifide.
b. Montrer qu'il existe h (& > 0) tel que si hel0, B];

a1j<091<i<j<N+M’
5 N+ M
©) Za,,>0; 1<igN+M
i=1
1sse Q. 11 a. Soient ;{1 < i < N + M) des nombres réels donnés et y € R™T tels que
Jue ;
Y284 (N+1<i<N+M
On pose »; = min (y, &,); 1<i<N.+M.
Etablir que :

N+M N+M

Z Z ay; (€ —n)m; 2 0

i=1 j=1
b. Soit u, € W, et « € R* vérifiant :

x2u,(d), N+1<igN4+M

Soit uy, , 1a fonction de W, telle que
Upg (b)) =min{a, u,(B)} ;1 <ig< N+ M
On pose
Vho = Up — Up,o
Montrer que v, , € V, et que

@ (Vnos Vno) < @(uy, )
Q. 12 On pose
E() ={xeQ; v,,( >0}

a. Vérifier que E («) (adhérence de E (a)) est, soit vide, soit une réunion de triangles de B,.

b. uy, étant la solution de (P,), montrer que (v, étant construit comme dans Q. 11 b.) :

2 1 1
| 25,0 ||H1 @ S Z I fie ll o (Q)> (mes E(x))2 P

k=10

¢. En admettant que pour tout ¢ > 2, il existe C, > 0 tel que

1
Vove Ho €, " v"LQ(Q) <G, ” v”ﬂl(Q)
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montrer que si p > o il existe C, > 0 (indépendant de k) tel que :

I om.e I g @ > C, (B — «)?mesE (8)
En déduire (en utilisant Q. 4), qu'il existe C, > 0 (indépendant de k) tel que :

Vxeﬁ, u, (%) < mﬂxioa m:l’f;huon(x)‘ + C, (2 .S “LP(Q)>

k=0

En conclure que

l 2n e @y < ‘:‘:?‘uon(x)‘ + G, (kz—_o || fi “Lp(m>

Q. 13 On suppose (uniquement pour cette question) que :

fOSO, f1=fa=0-

Montrer que la solution du probléme (Pp) vérifie :

VxeQ, u, (@) < max((), maxuh(x)).

z€T

&

v

Soit le probléme

‘ Trouver u € H* (Q) tel que
!=fl‘: (P) VveH:(Q.), a(u, v) = L)
i U - U € H:) Q)
|

qi ot les données u, et L sont définies en (5) et (6)-
| Q. 14 a. Montrer que le probiéme (P) admet une solution unique.
b. Montrer que si v € H:) Q nG (Q) alors :
Vxel, v(® =0

c. Montrer que si f; =, =0, si f,eC Q), si u,€C* (Q) et si u solution de (P) appartient en outr
a C2(Q), alors u vérifie :

Pu Pu
(R)\u(x)-;?(x)_s-%(x)=fo(x) pour s€Q

u(x) = u, (%) pour xel

. ) Q. 15 On considére u solution du probléme (P) avec fo fi» fa dans L7 (Q), p > 2. On suppose pour cel
P iy question que u € C* (Q). Soit u, 1a solution de (Pp).

Montrer en calculant a (un — @, op) quil existe K > 0 indépendant de h tel que :

o - unfee i < Khjule@
Q. 16 u (resp. up) désigne la solution du probléme (P) (resp- (Pn))-
Montrer que si u€ W7 (Q) avec p > 2
|u— e < 2|2 = G lut@

Q. 17 Montrer que lorsque b tend vers 0, un tend vers u dans H* (Q).
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