écrit

MATHEMATIQUES GENERALES

Dugrée : 6 heures

INTRODUCTION

Dans tout le probléme, on considére un espace vectoriel euclidien E de
dimension finie n'> 2, un entier £ > 2 et un réel v€]0,1[. Les entiers n

et k et le réel y pourront &tre assujettis 4 des conditions supplémentaires qui
dépendront de la question traitée.

On se propose d’étudier certaines familles finies de vecteurs de E
(Partie II) et certains ensembles finis de droites vectorielles de E, appelés
épis (Partie III). La Partie I rassemble des résultats préliminaires. Dans la
Partie IV, on examine quelques propriétés d’un épi particulier.

NOTATIONS

Si v, appartiennent & E, leur produit scalaire est noté (v | ?'), et on

pose o] =\/(v|v). On note L(E) P'algtbre des endomorphismes de E,
L# (E) espace des endomorphismes symétriques de E et O (E) le groupe ortho-
gonal de E.

Pour tout v € E, on désigne par p, 'endomorphisme de E tel que
Py (@) = (@|v)v pour tout ¢ €E.

On définit une opération de O(E) sur P'ensemble E* en posant, si fe O(E)
etsi %= (% ,%,...,4)cE, fix={_fx), fO) - ... %))

Par abus de notation, x pourra aussi désigner 1a famille (x,) L<i<h

Si Y est un ensemble, on note Card (Y) le cardinal de Y, &(Y) le groupe
des permutations de Y et idy I'application identique de Y. Si de plus % est un
entier naturel, Y® désigne I’ensemble des parties de cardinal 4 de Y.

Si P est un polyndme non nul de C[X] et si AeC, on note m(r,P) le
plus grand entier naturel m tel que (X — A)™ divise P dans C[X].

On désigne par I, T'espace des matrices, 3 & lignes et k colonnes, a
termes réels; si A€ I, on note P, le polynéme caractéristique de A ;



Vespace des matrices symétriques de 910, est noté JNLZ; si Bedl;, AB)
désigne la plus petite valeur propre de B.

On note enfin I, la matrice unité de 910, et J;, la matrice de I, dont tous
les termes sont égaux i 1.

PARTIE 1

Les questions 1, 2, 3 sont indépgndariies les unes des autres. Les questions 4
et 5 sont indépendantes des précédenies. '

1. Déterminer le rang et la trace de J ; en déduire P; . Si a et  sont

des réels quelconques, former le polyndme caractéristique et calculer les valeurs
propres de la matrice aly + £ J.

2. a. Soit Q un polyndme irréductible de Q[X]. Démontrer que toute
racine complexe de Q est simple.

b. Soit P un polynéme non nul de Q[X]. Soit A une racine complexe

de P telle que m(»,P)> % degré (P). Montrer que A appartient a Q.

3. Si feL(E), Tr(f) désigne la trace de f. Démontrer que L5 (E), muni
de 1a forme bilindaire symétrique (f,f") —> < fo.f' > =Tr(fo f'), est
un espace vectoriel euclidien.

4. Atoutx = (x,,%,, ..., %) € E¥, on associe la matrice B, = (] %)),
8ément de NS ((x, | x;) est le terme de la i"me ligne et de la j#me colonne

de B,).

L'espace R* étant muni du produit scalaire usuel, noté (|)r*» pour
lequel la base canonique & = (g,,€,, - - - » €) st orthonormale, ¢, désigne
Papplication linéaire de R* dans 'E telle que ¢, (s} = =, pour 1 < i <k
On désigne par o P'unique application linéaire de E dans R¥ telle que, pour
tout v € E et tout w e R,

(] 9% @) ge = (P ) | 0)

a. Montrer que B, est la matrice de ¢ o ¢, dans la base e
En déduire les égalités rang(x) = rang(B;) =% — m (0, Pg ). Monirer
que A(B,) >0, et que Dégalité a liew si et seulement si la famille
X = (%,,%g, ..., %) est lide.

k
b. Pour 1 < i <k, on pose p; =p,,. Montrer que Pz 0@ = ZP"

i=1
k

En déduire que B, et Zp, ont les mémes valeurs propres non
i=1
nulles.

5. a. Soit Be9:. Montrer qu'il existe x€ E* tel que B =B, si et
seulement si A(B) > O et rang(B) < n.

b. Soient %, y des éléments de E¥. Montrer que B, = B, si et seule-
ment si x et y ont méme orbite sous laction de O (E).

PARTIE II

On note U Densemble des vecteurs unitaires de E. Une famille
w= (U ,Uy,...,u)c Uk est dite équiangulaire d’angle Arccos<y

ARV Y

si | (w|u)| =y pour 1<i<j<k.



¢ L’ensemble des familles équiangulaires u € U* d’angle Arc cos y est noté U¥,

On désigne par b, I’ensemble des matrices A = (ay, ;) de 9N telles
que a; ;=0 pour 1<i<k et a;,e{1,-1} pouri1<i<j<h

que A, €.

On dit qu'une famille équiangulaire u = (u,,u,,...,u,) est aigué

:

¢

:

g A tout ueU¥, on associe la matrice A, = '}(Bu ~ 1), de sorte

§ ; o8t

§ (resp. obtuse) si (u; | u;) > O (resp. (u;|u;) <0) pour 1 <i<j <k
3

6. a. Démontrer que toute famille équiangulaire aigu est libre.

b. Démontrer Vexistence d’une famille équiangulaire aigué u e U3,

7. a Soit u = (u;,8,, ..., u,) €Uk Démontrer que si la famille
o= (U, Uy, ..., U est lide,

1 .
MAY = ~ 7 et m(—— %1 PA“) = k — rang (u).

b. Démontrer I'existence d’une famille équiangulaire obtuse z € U “/+ .
ijn
Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose que U¥ n’est pas vide, et on

désigne par u = (u,,u,,...,u;) un éément de U¥; pourl < i <k,
on pdse p, =Py,

8. a. Démontrer que, pour 1 < i < k, p, appartient & Ls (E),
b. Calculer < py,p; > pour 1<i<j<k

BOf =~

¢. Démontrer que k < % n(n + 1).

9. On désigne par II le sous-espace vectoriel de L:(E) engendré par
k

(p1sPas - -+ s pr). Montrer que n > m{] » et que 1'égalité a lieu
si et seulement si idy appartient & IT; démontrer que idge II implique
k

kidg = n Z P+ (On pourra considérer 1a projection orthogonale de idg sur I).
i=1

Pour 1 <i<j<k on note d; ; le nombre d’entiers ¢ tels que
I<exk, t#6, t#], et (u|u)@|u) (s >0 On di
‘que la famille équiangulaire u est régulitre si d; ; est indépendant du
couple (i, j).

Si Ay = (), on pose A = (af ;).

s
§
$
|

10. a. Pour 1 < i <j <k, calculer «; ; en fonction de k, o, ; et d; ;.

b. Montrer que la famille u est régulidre si et seulement s’il existe
des réels p,, p, tels que (A, — p, I;) (A, — p, 1) = 0.

c. Démontrer que idy appartient & II si et seulement si la famille u
est lide, de rang n et régulidre ; montrer que, dans ce cas, les valeurs propres

1 k
de A, sont — - et 1—‘(; - 1) avec les multiplicités respectives &k — n et n.
Y Y
14. Cette question est indépéndante des questions 8, 9, 10. — On

suppose que la famille u = (u,,u,, ..., est liée et que « k est pair,
ou k — rang () > 2».

.1 . . N .
Démontrer que si — est entier, cet entier est impair. (On pourra considérer
Y
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le polynéme 4 coefficients dans Z/2 Z obtenu par réduction, modulo 2, du poly-
néme caractéristique de A}).

12. Démontrer que si idg appartient & IT et si k est distinct den+1et

1 NP
de 2n, Y est un entier impair.

13. a. Démontrer que si k > 2n, % est un entier impair. (On pourra
utiliser la question 2.).
b. Montrer que n = 6 implique k < 16.
1
14. On suppose que k = = n (n + 1). Montrer que n + 2 = 1. En

2 2
déduire que si n > 3, n + 2 est le carré d’un entier impair.

PARTIE III

: Si @) est un ensemble fini (Card @ > 2) de droites vectorielles de E,
on appelle repére de (@ toute famille (u[,)D c® telle que, pour toute droite

De®, up soit un vecteur unitaire de D; un tel repére est dit aigu
si (up | up’) > O pour tout couple (D, D’) de droites distinctes apparte-
nant 3 ®. On dit que @ est un épi d’angle Arccosy si @ posséde un
repére (uD)DE ® tel que | (up|up’) | = y pour tout couple (D, D)
de droites distinctes appartenant & . On appelle «base aigué» de E tout
épi de cardinal n possédant un repére aigu.

On considére dans toute cette partie une « base aigué» @ de E
e p gu
d’angle Arccosy et un repére aigu (up) Des de (@, et on suppose que

AN

k > n. On se propose d’étudier les épis @, de cardinal k, contenant G.
Pour toute partie S de (3, on pose eg = Z up, et on note vg "unique
Sément de E tel que, pour toute droite DDeEe 25, on ait
(vs|up) =—y i DeS, (v | up) =y si D¢gS.
1-v
2y
(® est donc un éément de C[X]); on considére la condition suivante :

On pose r = et O=X2—-nX+r2n+2r+1)
(%) les racines de @ sont entiéres.

Lorsque la condition () est satisfaite, on note % la plus petite racine
de O, et on pose .

AT TALAVIAATALIA S LEA VAR MAAVAY VAW

z=h—1r e 2Z=h~-r(r+1).

15. Soient S, T des parties de 5.
a. Calculer (eg|er), |es|? (e 3 | es) e ® |# en fonction de =, r,

Card(S), Card (T) et Card (S n T).

1
b. Montrer que v5 = wgeg — T s oll wg est un nombre réel que

Pon calculera en fonction de n, r et Card (S). Calculer |vg|? en fonction

de n,r et Card(S). Vérifier que |vg| =1 si et seulement si Card(S) est
racine de ®.

c. On suppose que Card(S) = Card(T) et que |vg| = 1. Calculer
(vs | vr — vg) puis (vg | vy) en fonction de r, Card(S) et Card (S N T). En
déduire que :

(wg|vp) =y siet seulement si Card (SN T) = Card (S) — 2,
(vs | vr) = — y si et seulement si Card (SNT) = Card (S) — r(r + 1).



6. Montrer qu'il existe un épi, de cardinal &, contenant (3 si et seulement
si la condition () est satisfaite et s’il existe une partie & de @B ™ satisfaisant
ia condition suivante :

( () Pour tout couple (S, T) d’éléments distincts de 8, Card (ST
(%) appartient & {z,2" }.
. (i) Card(8) =k — n.

¢ Jusqua la fin de cette partie, sauf dans la question 19, on suppose
{ que () est un épi, de cardinal k, conteriant @ ; h, 2,2z’ sont alors définis
§ comme il a été précisé plus haut.

17. a. Montrer que n > 2r (2r + 1).
b. Calculer z(n — b — 1) en fonction de r.

¢. On suppose que r = 1 (resp. 2). Démontrer que le couple (n,h)
appartient 3 un ensemble de cardinal 2 (resp. 5) que T’on précisera.

8. On suppose dans cette question que k > n + 2 et que r n'est pas
entier. Montrer que r n’appartient pas & Q. Soient

a=r(r+1) e b=rn+2r+1).

De PVégalité (n~2a—-r+b—aln—-1)=0, déduire que n =3
ety:——i—-

N

19. On suppose que n = 3. (resp. 6). Démontrer qu'il existe un épi de

cardinal 6 (resp. 16), et une famille équiangulaire réguliére appartenant
a U® (resp. U'®). '

1
20. Dans cette question on suppose que k = e (n+1) e n>3.

a. Démontrer que h* — (4r* + 4r — 1)k + 2r°(2r + 3) = 0.

b. On pose s = 2r — 1. Démontrer que ou bien s =1, ou bien il
existe deux entiers ¢, d tels que s = 3¢ et 3¢* + 5¢® + 1 = d2.

En déduire que si n < 104, ne {7, 23, 839}.

{  On note I le stabilisateur de @ dans O (E) et = ’homomorphisme de I'
{ dans & (() qui & tout fe ' associe la permutation de () induite par f.
§ On pose enfin G = 7 (I'). Préciser le noyau de m.

n
2

parties quelconques de (3™ satisfaisant la condition (*x) peuvent &tre
transformées ’une en ’autre par un élément de & (®).

21. On suppose que h est distinct de - . On suppose en _outre que deux

‘a. Montrer que G permute transitivement les « bases aigués » de E
contenues dans ().

b. Soit & une partie de 3™ satisfaisant la condition (x x). Montrer que
le stabilisateur de (3 dans G est isomorphe au stabilisateur de & dans & (G3).

1
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PARTIE 1V

Cette partie est indépendante de la PARTIE II
On suppose que n = 7, et I'on pose ¥ = {1,2,...,7}. On consi-
dére une cbase aigué» @ = {D,,D,, ..., D, } de E d’angle Arccos (-;—)»
et un repére aigu (uD)'DE s de ®. Si ieY, on pose u; = up,. Quel que
soit (2,/), élément de Y?, tel que’i < j, on pose
v, = %‘3 ( 2 ut> — 2(uy +uy)
teY, te¢{i,j}

Enfin on pose ® = {Dy; (ieY)} U | Dy ,; (G.f)eY et i <j)i.

et D"j = IR'ULI.

3

On conserve les notations I', 7, G introduites dans la partie III, et on
note Q Pensemble des «bases aigués» de E contenues dans ). Pour tout
L e, on désigne par Gp le stabilisateur de £ dans G, et par op

T’homomorphisme de G dans & (£) qui a tout g€ G associe la permu-

tation de £ induite par g.

22. Montrer que @ est un épi d’angle Arc cos (1) et de cardinal 28.

23. Démontrer que chacun des ensembles suivants appartient &4 Q :
L,={D,}u{D,;; C<j<D},
L, ={D; (1 <i<H}IU{D;q, Ds0y Do}y
L,={D,, D, } U {D,,} U {D;;(d<jg0},
Lo={D,}u{D, ;s 2<j<H} v {Ds,D5.,,D4,}.

24. Montrer que G permute transitivement les éléments de Q et que, pour

tout €¢ Q, gp est un isomorphisme.

25. a. Montrer que les orbites des £,(1 < i < 4) sous V'action de G%

forment une partition de Q — {® }. Montrer que Card (Q) = 288.

b. Caleuler le cardinal de G.

26. Vérifier que toute partie de cardinal 2 de (@ est contenue dans un
élément de Q. Montrer qu’étant donnés des couples (D,D’) et (A,A’) de
droites de ( tels que D # D’ et A # A/, il existe g G tel que g(D) = A
et g(D) = A"



RAPPORT SUR L’EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

1.- Théme du sujet

Le théme du probléme était ’étude des systémes de droites équiangulaires(nommés ici épis)
dans un espace euclidien. Etant donnés un espace euclidien E de dimension n > 2, un entier k 2> 2etun

réel y €10, 1 [, on appelait épi un ensemble D, de cardinal k, formé de droites vectorielles de E
faisant deux & deux ’angle Arc cos 7.

Le fait central dans cette étude est que les patamétres n, k et 7y ne peuvent étre choisis arbi-
trairement. En particulier, I’existence d’un épi implique :

a) k <-21—n (n+ 1),

k
>

b) n/1+(k_1)72,

e) si k> 2n,——i est un entier impair.

Ces résultats étaient obtenus dans la partie II, notamment au moyen de la matrice de Gram
d’une famille de vecteurs. La majoration a) conduit naturellement & la question suivante : n étant fixé,
quelle est la valeur maximale de k ? Pour quelques petites valeurs de n (n = 2, 3, 6, 7), les résultats des
parties IT, I1I, IV permettent de déterminer cette valeur maximale (k = 3, 6, 16, 28 respectivement).

Pour plus de renseignements sur ce sujet, voir : Lemmens and Seidel, «Equiangular lines», Journal of
Algebra, 24 (1973) pp. 494-512,

Une autre approche de I’étude des épis consiste & donner des méthodes de construction de
certains épis, valables en toute dimension n, quitte 4 imposer des restrictions aux épis considérés. Ainsi,
dans la partie III, on s’intéressait aux épis contenant une «base aiguén; on était ainsi amené a aborder

un probléme de nature combinatoire (cf. 16). La conjonction des conditions : «k = ; n(n+1)» et «D
contient une base aigué» aboutissait & la discussion d’une équation diophantienne (cf. 20).

Le troisiéme aspect du probléme était 1’étude des symétries d’un épi D, c’est-a-dire du groupe
G de D. Dans la partie IV, s’attachant & un épi particulier D — de cardinal k = 28 et en dimension
n = 7 — on déterminait le cardinal de G et on montrait que son opération est doublement transitive sur D,
Ce groupe est par ailleurs bien connu ; il est simple et isomorphe au groupe symplectique Sps (F,). De
plus, avec les notations de IV, on peut construire, dans E, un systéme de racines de type E; dont le
groupe de Weyl est égal al.

Signalons enfin, pour les amateurs d’érudition et en prolongement de la question 20.b, qu’il
existe, en dimension n = 23, un épi D, de cardinal k = 276, contenant une base aigué, et que le groupe
G correspondant est le groupe simple d’ordre 21, 37. 53. 7. 11. 23, découvert en 1969 par Conway.

IL.- Obsexvations

Le probléme demandait aux candidats de manifester une bonne connaissance de plusieurs
parties du programme. Citons, par exemple, ’ensemble des notions fondamentales de I’algébre linéaire
(rang, polyndme caractéristique et polyndme minimal, valeurs propres, trace, etc.), les espaces

euclidiens, la théorie des polyndmes, ’arithmétique, la combinatoire, et les groupes opérant sur un .
ensemble,

A quelques rares exceptions prés, les candidats n’ont abordé ni les questions 11 4 14 deIl, ni
les parties ITI et IV (sauf les calculs, assez longs il est vrai, des questions 15 et 22). Ceci s’explique, en
partie au moins, par la longueur du probléme ; cependant il est dommage de constater que de nombreux
candidats ont consacré I’essentiel de leurs efforts a la partie I, alors que 1’énoncé précisait que cette
partie rassemblait des résultats préliminaires.

11 est vrai que la partie I n’était pas «triviale» — ce qui permettait aux bons candidats d’expri-
mer rapidement leurs qualités —. Ainsi 2 b et 5 nécessitaient une certaine habileté technique. Peu de
candidats ont traité correctement 2 a, qui ne demandait pourtant que des connaissances élémentaires
sur les polyndmes. A ce sujet, il est inadmissible d’affirmer qu’un polyndme irréductible de Q [X] est
nécessairement de degré 1 ou 2.

13



Rappelons que si g est un endomorphisme symétrique de I’espace euclidien E, E posséde une
base orthonormée formée de vecteurs propres de g. Ce résultat servait tout au long du probléme, sous
diverses formes. I1 permettait notamment de traiter les questions 1, 3, 4 a (avec quelques connaissances
simples d’algébre linéaire). Signalons & ce propos deux erreurs fréquemment rencontrées : il ne faut pas
croire que la matrice d’un endomorphisme symétrique par rapport 3 une base quelconque est symé-
trique, ou encore la multiplicité d’une valeur propre d’un endomorphisme quelconque est toujours
égale 2 la dimension de I’espace propre correspondant.

La partie I rassemblant des préliminaires, il fallait bien penser que ces résultats servaient par
la suite : par exemple, & l'aide de 1, 4 et b, les questions 6 et 7 pouvaient étre traitées trés simplement,
sans perdre de temps & chercher des solutions détournées, souvent laborieuses.

D’une maniére générale rappelons, pour les candidats futurs, que Penchainement des qyestions
est important dans ce type de probléme. D’ailleurs cet enchainement peut déja étre entrevu apres une
lecture minutieuse de ’ensemble du sujet (lecture évidemment indispensable).

Pour terminer, il est clair qu'un candidat sérieux doit entrer dans le vif du sujet en traitant
quelques questions substantielles ; ceci implique que les questions plus simples soient traitées avec
concision. L’expérience a souvent montré, qu’au demeurant, concision et clarté vont de pair.

Répartition des notes
Notes Nombre de candidats
0 146
1— 4 472
5— 8 270
9—12 219
13—16 197
17—20 157
21 —24 116
25— 28 78
29 — 32 ’ 80
33— 36 45
37—40 25
41 —48 22
49 — 60 7
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