écrit

MATHEMATIQUES GENERALES

Sujet (durée : 6 heures)

La rigueur des démonstrations, le soin apporté & leur rédaction, seront des
éléments importants d’appréciation.

Les questions marquées d’une étoile % peuvent éire considérées comme
. s 3. s o .
« questions subsidiaires » et laissées de c6té dans un premier temps.

Les notations et certains résultats de la partie 1 sont utilisés dans les
parties 11.B et III.B. Les parties 11 et 1II sont indépendantes une de Pautre.

Dans tout le probléme, on désigne par « un entier strictement positif pair,
et par Q un ensemble de cardinal w.

Pour tout ensemble fini E, on note |E] son cardinal.
Pour tout entier n, on désigne par 7 son image modulo 2Z.

On note Z[X, Y] ’ensemble des polynémes & deux indéterminées & coefficients
dans Z.

"PARTIE 1

I.A. GENERALITES

I.A.1. Vérifier que ensemble des parties de €2, muni de Popération
« différence symétrique » définie par
@Gy r—x+y={teQ;;texuy) e (t¢gxny}
est un groupe abélien.

[.A.2. Démontrer que ’ensemble des parties de Q peut étre muni d’une
structure d’espace vectoriel sur le corps & deux éléments Z [ 2Z = {0, 1} dont
la loi de groupe additif est celle définie en I.A.1. Gréce & quelle propriété
particuliére de cette loi de groupe cela est-il possible?




t  On désigne par € (Q) V'espace vectoriel sur Z | 2Z ainsi défini.
I.A.3. Quelleestla dimension de & (2) ? Fournir une base de cet espace.

I.A.4. Vérifier que Vapplication « de @ (Q) x € (Q) dans Z|2Z
définie par
wx,y) = |x0y|
est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur € (Q) .

Dans tout ce qui suit, on suppose € (Q) muni de cette forme bilinéaire o
appelée forme bilinéaire naturelle sur € (Q) .

PEVETTY

"I.A.5. On désigne par ® () le sous-espace vectoriel de dimension 1 de
@ (Q) engendré par Q. On désigne par € () Porthogonal de () (Q). Décrire
cet orthogonal, et retrouver ainsi la formule

) 5 ) e (-

Quel est le noyau de la restriction de la forme bilinéaire naturelle & J¢€ (€2) ?

I.B. Cobpks ET POLYNOMES DES POIDS

Les sous-espaces vectoriels de & (Q) sont appelés les codes de € (Q2). Si
@ est un code de € (Q) , on désigne par B° son orthogonal. Pour toute permu-
tation s de Q , on désigne par 5 Iapplication linéaire de € () dans & Q)

définie par
w5 = {s@; Cen}.

AVAAMANAANN

On dit que deux codes G et ¢’ de € (Q) sont isomorphes s'll existe une
permutation s de Q telle que 5 (8) = €.

PEVVEUIVERYEY

[.B.1. Un code © de €€ (Q) est dit auto-orthogonal si €& = €°. Quelle est
la dimension d’un code auto-orthogonal ? Démontrer que si € est auto-orthogonal
ona®@(Q) « G < HK(Q).

Soit G un code de @ () . On appelle polynéme des poids de € et on note
Pe (X, Y) Pélément de Z [X, Y] défini par
Pe X, V) = ¥ Xllye-kl,
ze€

_AraasaasaAsy

1.B.2. On pose & = 2m et Q={1t,, by, eerbms Uys Uy oo Unm 1.
Construire un code auto-orthogonal dont le polyndme des poids est

P, (X, Y) = (X* + Y9m.




Soit I' (Q2) I’ensemble des codes auto-orthogonaux de € (Q) dont le polynéme
des poids est P, (X, Y). Démontrer que deux éléments quelconques de I' (Q)
sont isomorphes.

% I.B.3. Pour o« = 2m multiple de 4
et O = {8, 8y, e bmy Uy Ugy ees Uy }s
vérifier que le code B, engendré par {¢,, ..., bm}, {8y s Ui }s {8rstssthy, by}
pour hA#jetl<h<m, 1<j<m,

est un code auto-orthogonal dont le polyndme des poids est

Qu(X,Y) = %((xz £ Y 4 (XE = Y™ 4 (2XY) >

On dit qu’un code auto-orthogonal est pair si les cardinaux de tous ses éléments
sont multiples de 4. Vérifier que si « est multiple de 8 , le code B, défini ci-dessus
est pair. - )

Pour « = 16, mettre en évidence un code @), , non isomorphe i B,, , dont le
polyndme des poids est égal 3 Q. (X, Y).

1.B.4. Soit 6 un code de € (2) . On se propose de démontrer la « formule
de Mac-Wiiliams » :

9 aim (¥€) Pyo (X,Y) =P, (Y - X, X +Y).

I.B.4. a. Soit f : € (Q) > M une application & valeurs daus un groupe
abélien M dont la loi est notée additivement. On pose (— 1)° =1et(— 1)T = — 1,

et on note alors f :® (Q) -+ M la fonction définie par

fay = ¥ (1)),
ye®(@)
Démontrer que pour tout code 6 de € (Q) , on a

Y fla)y = 20m® ¥ f(y).
ze® yeeo

I.B.4. b. En prenant pour M le groupe additif de Z [X ,Y], et en choisis-
sant judicieusement la fonction f, démontrer la formule de Mac-Williams.




PARTIE 1I
II.A. INVARIANTS D'UN GROUPE FINI

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie.-n > 1. Si g est un endo-
morphisme de V, on note Tr(g) sa trace. On note I I’endomorphisme-identité
de V., ’

On désigne par G un sous-groupe fini du groupe des automorphismes de V.

II.A.4. On note V¢ le sous-espace vectoriel de V formé des v € V tels que

o (v) = v pour tout g appartenant & G . Démontrer que

e 4N
dim (VG,) = c] 2‘ Tr(g)-
geG
1

(On pourra utiliser I’endomorphisme pg = @ Z g et démontrer en
geG

particulier que V& = pg(V).)

On choisit une fois pour toutes une base (e, , ... , €,) de V. On note A Paigébre
C[X,,...,X,]; & tout élément g de G on associe Vapplication o, : A > A
définie de la maniére suivante

- Si, pour 1 <A< n,onagle) =

AATIAILAIAAAA

Ny one, et si PX,, .., X,) est

h_d
I<j<n

un polyndme, élément de A , on pose
0g(P) Xy X)) = P( N v, X, NV 40X
i<j<n 1<€j<n

Pour tout entier naturel k, on note A, 'espace vectoriel complexe des
polyndémes homogénes de degré k en n variables.

MM ABLIITARIAIRA Y

II.A.2. Vérifier que I'application g — o, est un homomorphisme de G dans
le groupe des automorphismes de 1’algébre A. Vérifier que pour tout g appartenant

a G Papplication 6, induit, pour tout entier naturel k , un automorphisme de 1’es-
pace vectoriel A,
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¢ On note AZ I’ensemble des P € A, tels que o, (P) = P pour tout g appar-
tenant i G.

II.A.3. On note a; (resp. a; (G)) la dimension de V’espace vectoriel A,

o0 0

{ . . Ql k
(resp. Af). Démontrer que les séries entiéres L a;pz® et E a,(G)z
k = 0 k=0
ont des rayons de convergence strictement positifs (on pourra vérifier que, pour
1 -
z|<1,ona ——— = Y a,cz".>
=l<ts (-2 2%
;’ On pose .
E (I)G(z) B Z ak(G)z".
E k=0

I.A.4. Pour tout geG, on désigne par g, I’automorphisme de A,
défini par g. Comparer la, trace de g, au coefficient de 2z* dans
le développement en série entiére de m - En déduire que pour

|z| <1,0na

: 1 1
== ¥ - .
o () G| Joor det (I — 2g)

I1.B. ALGEBRE ASSOCIEE AUX POLYNOMES DES POIDS

On utilise ici les notations, définitions et résultats des parties I.A. , I.B. , II.A.

On note G le groupe de matrices engendré par

_A-tty -0
\/"2'( 11) ° ( 01)

Si  P(XY)eC[X,Y] etsi g=<:fl>ec, on pose (voir TI.A.)
6, (P)(X,Y) = P@X + oY, bX + dY).

U.B.1. Soit 8 un code auto-orthogonal de @ (Q). Démontrer que
P (X, Y) est invariant par les transformations ¢, pour g € G.

II.B.2. Démontrer que le groupe monogéne H engendré par py est distin-
gué dans G . Quel est le cardinal de H ? Etudier le groupe quotient G/H, et en
déduire que G est de cardinal 16 . '

11




i On pose A =C [X,Y] et on utilise les notations de II.A. pour n = 2.
1
(1 -X7) (L -X)

Démontrer que pour |z| < 1 on a

I1.B.3. Décomposer

en éléments simples dans R (X).

1

®%@ = g a =

II.B.4. Si r est un réel, on note [r] sa partie entiére. Démontrer que la
dimension de 1’espace A des polyndmes homogénes & deux variables de degré k&
invariants par G est

a (G) = l:gjl 4+ 1 si k est pair,

R a,(G) =0 si k est impair. .

II.B.5: Démontrer que i’aigéb;e A% des polyndmes & deux variables, inva-
riants par G, est P'algébre ,
ClP.(X,Y),Q(X, Y)] = {P(P:(X,Y),Q(X,Y); P(X,Y)eC[X,Y])}
(les polyndmes P, et Q, sont définis respectivement en 1.B.2. et 1.B.3.).

II.B.6. On pose A (X,Y) = X?Y?(X? — Y?)2. Démontrer que si 6 esi
un code auto-orthogonal de € (£2) , le polyndme Py (X, Y) appartient & 1’algébre

Z[P,(X,Y),AX,Y)] = {PP.X,Y), AKX, V)); (P(X,Y) € Z[X,Y])}.

PARTIE III

§  Dans tout ce qui suit, on suppose que I’espace vectoriel Q® est muni du pro-
§ duit scalaire canonique (pour lequel la base canonique de Q® est orthonormale)
é noté

$ w,w) —v.weQ.

§  Soit L un sous-groupe du groupe additif de Q® . On dit que L est un réseau
de Q° ¢’il existe une base (e, , €, , ... , €,) de Q° telle que L soit ’ensemble
des combinaisons linéaires 4 coefficients entiers relatifs des vecteurs e, ,

§ On dit alors que (e, , ... , €,) est une Z - base de L.

R T

I1I.A. GENERALITES SUR LES RESEAUX

IMI.A.1. Soit L un réseau de Q. On appelle dual de L et on note L°
I'ensemble des v € Q® tels que v . w € Z pour tout w € L. Démontrer que le
dual d’un réseau est un réseau.

12




III.A.2. Soit L un réseau de Q®. Vérifier que la valeur absolue du déter-
minant d’une Z-base de L par rapport & une autre Z-base de L est égale & 1. En
déduire que la valeur absolue du déterminant d’une Z-base de L par rapport & une
base orthonormale de Q® ne dépend que de L. Cette valeur est appelée « volume
de L » et notée vol(L). Démontrer que vol(L)vol(L°) = 1.

HI.A.3. Soit M un sous-groupe du groupe additif de Q® qui est engendré
par un nombre fini d’éléments de Q®. Démontrer que si M contient un réseau de
Q®, alors M est lui-méme un réseau de Q.

(On pourra procéder ainsi :

a. Démontrer qu’il existe un réseau L contenant M.

b. Soit (e, , ..., €,) une Z-base de L. Pour tout k€ { 1, ..., ©» } désignons
par Ly le groupe engendré par e, , ..., ¢, . Démontrer par récurrence sur k que
M N L, est engendré par k vecteurs de Q©.)

G
HI.A.4. On suppose o multiple d¢ 4. Soit (w, , w,, ... , w,) une base ortho-
gonale de Q© telle que pour tout je {1, 2,...,w } ona w; . w; =1/4.
Soit A, I'ensemble des vecteurs v = E Mw; tels que
1<j<gw
(@) les A, sont entiers et tous de méme parité,

®) Z A; est multiple de 4.
1€j<ge
Démontrer que A,, est un réseau de Q®, et que A% = A, .

HI.A.5. Soit L un réseau de Q°. Démontrer qu’il existe des entiers
d > 1 tels que pour tout v dans L on ait d(v.v) € N . On note dy, le plus petit de ces
entiers. Pour tout entier naturel %, on note c;(L) le nombre de vecteurs de L de

o0
carré scalaire (k/d;). Démontrer que la série E cp(L)e™*2 est convergente
k=0
lorsque z appartient au demi-plan supérieur ouvert du plan de Cauchy (on

rappelle que si { = @ + ib est un nombre complexe, a et b étant réels, on
pose €* = e%(cosb + isinb)).

¢ On pose
: - thezld
nikz

; 0.(2) = ‘\_‘ cp(L)e L,
k=0

§ On a ainsi

¢

4

; BL(Z) - E ea\:i(u.v)z.

* vel
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I11.B. CobDEs ET RESEAUX

III.B.1. Démontrer qu’il existe une base orthogonale (v, v,, .., v,)
de Q° telle que pourtoutj e {1, 2,...,0 }onaitv, . v, =1/2.

On choisit une telle base, et on désigne dorénavant par R le réseau qu’elle
engendre.

III.B.2. Veérifier que les Z-bases orthogonales de R ont toutes méme ensemble
image par la surjection canonique de R sur R/ 2R .

§  On note Q ’ensemble image d’une Z-base orthogonale de R dans R / 2R.
II1.B.3. On désigne par # I'image de v € R dans R/2R. Le groupe R /2R
est muni d’une structure naturelle d’espace vectoriel sur le corps 4 deux éléments
Z[2Z . On munit cet espace de la forme bilinéaire syméirique @ définie par
B(P, w).= 2v.w. Vérifier que l'espace vectoriel R /2R muni de la forme

bilinéaire B est canoniquement isomorphe & ® () muni de la forme - bilinéaire

naturelle «. ;

§  On identifie dorénavant R | 2R et € (Q).

II1.B.4. Soit B un code de € (Q). On désigne par L(®6) I'image réciproque
de 6 par la surjection canonique de R sur R /2R = & (Q). Vérifier que L (8)
est un réseau de Q°. Démontrer que L (B)° = L (8°),

et que vol (L(B)) = 2 (*/2) — dim(€)
On dit que deux réseaux L et L' de Q® sont isomorphes s’il existe une iso-

métrie © de Q© telle que = (L) = L. Si deux codes 6 et €’ sont isomorphes,
les réseaux L (©) et L (8’) sont isomorphes.

II1.B.5. Soit &b un élément de Yensemble I'(Q) [voir I.B.2.]. Démontrer
que L (/b) est isomorphe & Z°.

% III.B.6. On suppose « multiple de 4. Démontrer que le réseau A,
défini en III.A.4. contient un réseau isomorphe & 2R. Démontrer que A,
est isomorphe a L(®,) , et que si & est multiple de 8 les carrés scalaires des vec-
teurs de A, sont tous pairs.

I11.B.7. Pour z parcourant le demi-plan supérieur ouvert du plan de Cau-
chy, on pose

® 2mi (k r é)“z e, 2mikls

P.(2) = 2 Z e et @,(z) =1+ 2 2‘ e
Soit € un code de & () . Démontrer que '
eL(‘e) (z) = P‘e (ch(z)’ CPa(z))'

14
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

Certains résultats fondamentaux de la «nouvelle» théorie des «codes linéaires correcteurs
d’erreursy ont servi de support a ce probléme, dont I'ambition était simplement de faire travailler les
candidats sur des parties variées du programme d’algébre : combinatoire et algébre linéaire élémentaire
en caractéristique 2 dans la premiére partie ; polyndmes, groupes finis et algébre linéaire pour la
démonstration, dans un cas concret, d'un résultat de la «vieille» théorie des invariants dans la seconde

partie ; résultats élémentaires sur les réseaux et étude de quelques exemples non triviaux dans la troi-
siéme partie.

. . . . n s 2
Un «code linéairen est tout simplement un sous-espace vectoriel de (Fq) «repéréy dans la
base canonique de (Fq) ; les questions sur les codes linéaires concernent essentiellement ce repérage,
~
et en particulier le nombre de coordonnées non nulles d’un vecteur du code. C'est pourquei on associe,

atout code Z de (Fq)n, le polyndme P, (X,Y) = Z ay, Xkyn-k oy a; désigne le nombre
0<k<n

de vecteurs de ¥ quiont k coordonnées non nulles sur la base canonique de (Fq)n.

La formule de Mac-Williams, reliant le polynéme Pz (X, Y) au polynéme P% (X,Y)
(cf. 1. B. 4) permet d’utiliser la théorie des invariants pour trouver des conditions nécessaires non

triviales afin qu’un polynéme homogene de Z [X, Y] puisse étre le polyndme associé & un code auto-
orthogonal (g@% I1. B. 6).

>
s

I est intéressant de noter les analogies entre cette partie de la théorie des codes et certains
aspects de la théorie des réseaux. En partant de da construction exposée en 111.B., on peut par exemple

interpréter le polyndme des poids comme la «traduction» de la fonction théta, et la formule de
Mac-Williams comme la «traduction» de la formule de Poisson.

Il ne peut évidemment étre question, dans le cadre d'un tel rapport, de donner une copie
«modeley. Essayons simplement de donner quelques conseils aux candidats futurs. Un coup d’ceil sur

les statistiques des notes indique que 20 % des concurrents ont une note n < 5 , et 40 % une note

< Jé% . Ces résultats sont frappants, surtout si I'on remarque que le probiéme de 1978 était plus facile
que les précédents.

Il faut donc faire comprendre que le grappillage de points, véritable miroir aux alouettes, se
révéle toujours peu payant. Des questions trés simples ne figuraient dans I'énoncé qu’a titre d'indica-
tions conduisant aux véritables problémes (par exemple 1.A.1 & .LA.3, l1.A.1 et 11.B.1). La résolution
correcte de ces exercices faciles, méme remplissant une ou deux copies, ne donnait guére de points. |
va de soi, au contraire, que les démonstrations demandées en |.B.4., 11.A.4 ou l11.A.3., qui pouvaient
étre conduites aprés une étude rapide des questions faciles qui les entouraient, étaient beaucoup plus
rentables. || semble donc raisonnable de conseiller aux agrégatifs, aprés une lecture soignée de |’'ensem-
ble du sujet pendant une dizaine de minutes (ce qui éclaire souvent le sens des premiéres questions}, de
préparer briévement la résolution des parties qui leur paraissent accessibles et de consacrer, par exemple,
la deuxiéme et la troisiéme heure de |'épreuve & essayer de résoudre quelques questions visiblement
plus intéressantes. La seconde partie des six heures commengant par une rédaction aussi précise que
possible des résultats déja acquis, pourra se terminer par de nouvelles tentatives sur des points diffi-
ciles. Une organisation rationnelle du temps, faisant alterner les périodes de recherche tendue et les
«reposy relatifs (mises au point), permet de mieux utiliser un capital en réalité assez court : tous ceux
qui s'acharnent de maniére désordonnée, qui écrivent au fil de la plume sans méthode, le savent bien

qui se retrouvent épuisés, plus par leur débauche d’énergie incontrdlée que par les difficultés réelles
du probléme...
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Ajoutons deux remarques complémentaires. Si les résultats démontrés dans d’autres parties
non triviales montrent une capacité technique honorable, il est parfaitement permis & un candidat de
se contenter d’énoncer, dans les questions de routine, ceux des résultats qui lui paraissent évidents
— par exemple du niveau d’une terminale — et de prouver uniquement les points qui exigent un peu
plus qu’une vérification mécanique ( Par exemple, dans le 1.A.1., seule I'associativité faisait réellement
probléme si I’on attaquait la question «a la mainy ; autre exemple : I'isomorphisme de la fin du 1.B.2
ne pouvait étre simplement qualifié d’«évident» ; mais une remarque simple sur le cardinal de |'ensem-
ble des paires et |'affirmation du caractére disjoint de celles-ci suffisait, dans une copie convenable par

ailleurs, pour obtenir le maximum pour ce point). Le jury est toujours sensible & une concision de bon
aloi qui prouve que |'on sait aller a I’essentiel.

Enfin il reste & attirer vigoureusement 1'attention des candidats sur une notion morale :
I’'honnéteté intellectuelle. Certains comptent visiblement sur la lassitude des correcteurs pour bluffer de
maniére inadmissible, écrivant a peu prés n'importe quel calcul qui se termine de maniére abrupte par ...
le bon résultat. 1l est certain qu’un petit nombre d’entre eux peuvent, par chance, tromper ainsi le jury
et voler quelques points. |1 faut quand méme savoir que la probabilité en est faible ; la double correction
élimine la plus grande partie des coups de bluff qui auraient échappé au premier examinateur ; il faut
également savoir que le poker est un art difficile, car de multiples indices (symétrie, homogénéité entre
autres) permettent souvent de repérer le caractére frauduleux d’'un «calcul» sans en avoir nécessaire-
ment testé chaque ligne. Enfin, la copie d’un candidat convaincu de malhonnéteté en un endroit sera
évidemment lue par ailleurs avec une rigueur maximum et des points seront refusés systématiquement

si le texte risque de présenter des obscurités ou des négligences. Le jeu n'en vaut donc pas la'chandelle.
Espérons donc voir régresser de telles pratiques.

Pour conclure, c’est avec quelque pessimisme que le jury se croit obligé de signaler, encore
une fois, toujours en vain semble-t-il, que I’ Agrégation est aussi un concours pédagogique ; redisons
donc trés vite que le respect des marges, 1’encadrement des résultats, la séparation des étapes d'un
raisonnement, des différentes questions d’une partie, sont toujours souhaitables, & défaut de néces-
saires... A fortiori, faut-il encore réclamer une,écriture lisible, des ratures franches plutdt que des mots
surchargés, une orthographe correcte dans les mots usuels ? S'il est vrai que tout ceci peut paraitre du
détail et n'est pas officiellement comptabilisé dans la note, les candidats doivent savoir qu’il en résulte
une impression d’ensemble qui, dans les cas de doute ou il faut trancher un dilemne, peut servir un

candidat qui, au moins, sait faire preuve ainsi d’un esprit clair et méthodique. L'utilité de cette qualité
pour un mathématicien n’est évidemment pas & démontrer.

Répartition des notes

Notes Nombre de candidats
0 42
1— 4 359
5~ 8 309
9 —12 364
13 — 16 316
17 — 20 256
21 — 24 178
2b — 28 103
29 — 32 40
33 ~ 36 46
37 — 40 ' 22 .
41 — 48 15
49 — 60 7
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