MECANIQUE GENERALE

N. B. — Ce probléme comprend trois parties; I'étude de chacune d’elles
est indépendante des deux autres.

On se propose d’étudier e mouvement d’un solide rigide S suspendu
par I'un de ses points O, fixe dans un repére galiléen qu’on pourra rap-
porter au systéme orthonormé Oxyz, et soumis i des forces dont le
moment en O est représenté par :

T =Af () E+Ag(t)n+Ch(HT

olt ., 7, sont les vecteurs formant systéme orthonormé, portés par
les axes principaux d’inertie de Sen O et1iésa S; A, A, Cles moments
d’inertie correspondants; f(t), g(¢), h(t) des fonctions données du temps
t, localement intégrables.

10 m&.ﬁa les m@smno:m du mouvement et montrer qu’avec les nota-

" tions : o= =p m + ms + wnu vecteur rotation instantanée de S par rapport
au repére Oxyz, p + ig = =, f + ig = 0, i désignant I"unité complexe

(2= — 1), a= Ww.m » on est conduit au systéme différentiel :
) Wuis , .Mﬂi&auia

20 Expliciter la solution du systéme (1) qui, pour ¢ = ¢,, prend la
valeur r =r1,, ® = x,.
Examiner le cas ot £, g, & sont constants.

30 On suppose désormais, dans la suite de cette partie I mz probléme,
que le solide S, outre les forces déja considérées, est soumis a des forces
d’amortissement de type visqueux dont le moment en O peut étre repré-
senté par :

~vAPE~vAqy — uCrg
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v et u désignant des constantes positives.

Ecrire le systéme différentiel (2) auquel obéissent r et 7. On suppose
Jf> & h constants; montrer qu’il existe une solution stationnaire; quelle
est, dans ce cas, la nature du mouvement du solide par rapport aux
axes de référence ?

Exprimer la solution de (2) pour des conditions initiales quelconques;
montrer qu’elle tend vers la solution stationnaire quand ¢ tend vers
-+ ©0.

. e

40 Supposant que f(), g(t), h(f) sont des fonctions définies pour
tout ¢ réel, localement intégrables, et bornées, expliciter la solution
de (2), définie pour ¢ > ¢,, qui, pour t=%,, prend la valeur (r,, m,),
et qu’on notera :

T3, Tos T)y T3 b, 1oy o)

Montrer que :
mAnv“ lim ﬂAnmnc« To .Hcv
to—>=—®
ﬂ?vl ﬂ..@m by Tos qnov
- n.lv -0

existent, sont indépendantes de r,, 7, , et constituent une solution de
(2), définie et bornée sur la droite réelle (— oo, + o0).
Etablir T'unicité de la solution ayant ces caractéres.

50 Etablir que :
: lim [r(ts 2, 1o, ﬂovlm@_ﬂc

t—> + @

lim |75 2y 7oy mo| —m ()| =0

t—> 4+

pour des conditions initiales #,, 7,, w, quelconques; quelle est P’inter-
prétation mécanique de ce résultat ?

6° Notant Eg, Eg 1'espace vectoriel des fonctions u(f) & valeurs

réelles, complexes respectivement, définies et bornées sur la droite

réelle, normé par || u || = sup | u(z) |, on considére ’application de (E)®
t

dans (E¢)? qui 4 tout élément (f, g, k) € (ER)? associe (r, ©) € (E)?,
o1 r(t), w(t) est la solution bornée de (2) mise en évidence au § 4°.

Etablir que cette application est continue; quelle est la signification
mécanique de cette propriété ?

Montrer que ce résultat demeure vrai quand on considére

(f, & B) — (1, ™)

comme une application de (Fy)® dans (Eg)3, ot Fy est I'espace vec-
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toriel des fonctions 3 valeurs réelles” u (¢), définies et intégrables sur la
droite réelle, normé par

:g__u%; |us) | ds.

-— 00

70 On suppose que f, g, k sont des fonctions périodiques de #, de méme
période T, localement intégrables et bornées.

Montrer que la solution r(f), w(f) prévue au §4° est périodique de
période T.

Montrer que, si 1’excitation périodique (f, g, h) prend naissance &
partir d’un instant ¢,, la solution 7(¢; &, , 7, ™), (5 205 75 7,) du
systéme (2) tend asymptotiquement, quand ¢ tend vers + c0, vers une
solution périodique, c’est-3-dire que toute solution est asymptotiquement
périodique.

8° Une fonction v(t) sera dite quasi périodique réelle, complexe, si elle
peut &tre définie par v(B)=V(t, ..., ¢, ..., 8) ot V(&,, 2 ..., ty)
est fonction continue 3 valeurs réelles, complexes respectivement, de
m variables réelles indépendantes ¢,, ¢,, ..., t, , périodique par
rapport & chacune d’elles, de périodes T,, T,, ..., T, Cest-d-dire :
V(8ystgs eers by F Ty ensbin )= V(Bis Bay vosbysves bm) 5 YV iy B2y ees Iy

De cette définition il résulte, en particulier, que toute fonction quasi
périodique v(t) est continue et bornée.

On suppose que f(£), g(t), k(f) sont fonctions quasi périodiques réelles
de t; montrer que la solution (r, w) du systéme (2) est quasi périodique
et a les mémes périodes fondamentales. .

Montrer que toute solution de (2) est asymptotiquement quasi pério-
dique quand ¢ tend vers + oo0.

Soit Gy, Gg I'espace vectoriel engendré par des fonctions v(t) quasi
périodiques réelles, complexes respectivement, et leurs limites uni-
formes sur la droite réelle.

. Montrer que si (f, g k) € (Gg)®, la solution (r, 7) prévue au
§ 4° appartient 3 (G¢)*.

I

10 Considérant de nouveau le systéme étudié dans la partie I, Ton
modifie les notations de sorte que £,, &, &, désignent désormais le
systéme orthonormé d’axes principaux d’inertie en O 1iés 4 5; #, , %, , %,
sont les axes orthonormés du systéme galiléen de référence, et
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o=p,E;+PaEa+Paks
est la rotation instantanée du solide par rapport & Ox, x, %,

> - - —
Avec ¢ =cos (E;, x;) , tels que &y= M ¢yx; , montrer que
1<j<3
X = {c;; }, matrice carrée {3 X 3 } d’éléments c,; , est solution d’une
équation différentielle

@ mw.wu Q@)X

oit Q) = { @y (£) } est la matrice carrée {3 X 3}, d’éléments

Wiy = M CykPr>
1<k<3

avec ey, = + 1, — 18l (@, j» k) est une permutation paire, impaire res-
pectivement de (1, 2, 3), et e, =0 si (@, j, k) n’est pas une permuta-
tion de (1, 2, 3). On supposera que les fonctions p; ont été calculées
comme indiqué dans la partie I, de sorte que Q(?) est une fonction con-
tinue de ¢, supposée connue.

Par le théoréme d’existence et d’unicité pour une équation différen-
tielle linéaire, justifier que I’équation (3) et la condition initiale
@ X(©) = I, I matrice identité,

définissént de maniére unique la matrice X(¢).

Observant que Q + Q% =0 (Q* matrice transposée de ), montrer
que la solution unique de (3), (4) satisfait a X.Xtr=XX=1, Viréel
On suppose désormais dans ce paragraphe que Q(t) est périodique en ¢
de période T. Etablir que :
X + T) = X(¢).X(T), et qu'il existe une matrice constante K, d’éé-
ments réels ou complexes, inversible, telle que :

t 0 0
K-1.XT).K={ 0 &*™ 0
0 0 e

avec A réel, e = £ 1.

En déduire, pour X(z), la représentation X(t) = Q@) Y() ou Q(z) est
une matrice périodique de période T et

v@® 0 0

Ye)=K. [ o e o |.K-Université de Nancy I
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avec Y(t)=exp iplmkumw @@= —-1).

Quelle est Iinterprétation mécanique de ce résultat ?

20 On suppose le corps solide S muni d’une cavité U, de frontiére U,
assez régulitre pour garantir la validité, pour toute fonction vectorielle

E.s &5 &) = (fus fon fo) = \, continfiment différentiable dans U,

de 1a formule :
.\ X Mg [ 7.fie

1<js8 oE, U

ol d&, do désignent H.mmm.mnma.ogoun 1’8lément de volume dans U, 1’élé-

‘ment d’aire sur 3 U, et 7 est le vecteur unité normal 2 3U au point courant
et dirigé vers P'extérieur de U.

Y

Les coordonnées %, , E,, &, sont relatives & un repére orthonormé
0%,£,%, 1ié au corps solide et dont le mouvement par rapport & Ox,%,%,
est supposé connu.

On suppose que la cavité U est totalement remplie d’un liquide homo-

geéne de densité p et I’on admet que la vitesse v, relativement & Ox, %%, ,
de 1a particule fluide qui & V’instant ¢ se trouve au point M de coordon-
nées x,x,%, peut étre représentée par :

dx, %t S A7, %+ A%,

P} —
Av.ﬁm.

- S
v=gradp=
le potentiel ¢(x, , %, , %, , £) satisfaisant en tout point M € U i 1’équation :

32 a2 02
) Aro=s2 4+ %4+ % —0
H

Ax,2 T dx,?

.
?

en outre il y a glissement du fluide sur la paroi U, c’est-d-dire que :

& - A
©) m.mu?> r)on, YMedU
&ﬁ - —— - — - . .
avec —— = n.grade , r=0M, « rotation instantanée de S.

dn

a. Etablir qu’il existe, pour chaque instant £, au plus une solution ¢
-du systéme (5), (6); on admettra dans la suite qu’il y a existence.

54

b. Justifier que la solution unique de (5), (6) satisfait dans U a
Péquation :
& vne
i g

_ 2%
A=t 5E

ol ¢ est exprimé & Paide des variables &, , &;, &5, 8,

via §= M ¢y (D)x; m&ﬁ rappelé que les coefficients ¢,; {f) sont
1<€j<3 .

des fonctions connues de t.

Avec o= M Py 'mg , montrer que @ peut &tre représentée dans U
1<j<3
par : R
= 0.4 = pdy + Pabs + Pat

ou la fonction <moﬁod.o=m A,«S , Eos Eg) > (Pys Yoy ba) = e ne dépend
que des variables £, , &, , &, et est définie uniquement par :

Ag;=0, VMeU, j=1,23

m@ (FAn).E;, ¥YMeal, j=1,2,3
n

&?

avec — = =n. mnmm ¢y .
¢. Montrer que les potentiels ¢; définis a P’alinéa précédent sont
tels que :

d . .
.,F.&,F do= ,F. ,F ds , Vi,j.
oU

d. Calculer le moment gmﬁ&:m en O du liquide enfermé dans U

dans son mouvement par rapport i O, %%, , ¢’est-3-dire :

—

m.hﬁ .Ollyﬂmv>m|~.w.avw6&m
U

et montrer que :
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avec :

.4 dy
m:..n|ml,\uc ?.%W+f&l~m &q.

Calculer Pénergie cinétique du liquide par rapport a4 Oxx.x;, soit :

2T=p | (grad ¢ )t

et établir que :
2T= M Lpip; -

15i,j<3

Ainsi, du point de vue dynamique, le liquide enfermé dans U se com-
porte comme un corps solide dont le tenseur d’inertie relativement aux

-

—
axes &, est I;, et la rotation est o.

e. Notant ﬂmu , £2» 4 5 1) 1a vitesse, relativement aux axes O, 8,8, ,
de 1a particule fluide qui & I'instant ¢ se trouve en E,, &, E,, justifier
les formules :

- _ — v
€>x..umwummme|= et M MWWHQ. VYVMeU
1<is3 &4

- ~
avec u; composante de u sur ;.

En déduire que :

» L]

o | (@n7)dE>p | (grad o) ak .

" Quelle est Pinterprétation mécanique de cette inégalité ?

I

On considére de nouveau un solide rigide S suspendu par 1'un de ses
points O, fixe dans le repére galiléen rapporté au systéme orthonormé
Oxyz, et soumis 3 des forces dont le mouvement en O est représenté

par :

IM = (Am + >?€JM
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ol £, n, { sont les vecteurs unité portés par les axes principaux d’inertie
de Sen O, A, B, C désignant les moments d’inertie correspondants, tels
que A>B>C, m et (. sont des constantes positives, et o est la mesure

du vecteur rotation instantanée w de S par rapport & Oxyz, qu’on pourra
représenter dans ce qui suit par :

w=pE+gn+r{ .

40 Utilisant les notations a = me y b= >H|w.o ) C= A-B
écrire le systéme différentiel auquel obéit (p, g, ). Introduisant la variablep
définie par d ¢ = pdi montrer qu’on peut exprimer q et r en fonction de
o sous la forme :

9= 3V cos (VEE.g4 )
r=38y/c sin (Voc .9 +6,)
3 et o, désignant des constantes d’intégration.

20 Etudier le mouvement dans le cas ot § = 0.

3° On suppose désormais § # 0; écrire 1’équation différentielle du
second ordre qui régit la fonction ¢f(z),

4¢ Par une suite de transformations simples qu’on explicitera, on peut
transformer P’équation obtenue i I’alinéa précédent en :

@

d20 a6 \? ]
AN N

avec 0=2\bc.9+20,+20,, s=V2DVbe.t, u = —_
2v/be

@lﬂ — 2 2 2 2 w\N
tg NQ~|FM||/\|~H~Imu =3 _Ht, (b—c) +~»an
_m 32(b+c)
b=pte—3p

5¢ Ecrire ’équation différentielle linéaire du 1¢* ordre 3 laquelle satisfait

do \? .y, . .
u HA;I , considérée comme fonction de 6. Exprimer la solution

dt

générale de cette équation.
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Déterminer les solutions stationnaires de (7) ; en exprimer

d’existence et de stabilité (en particulier on précisera
d’existence indépendante des conditions initiales de g et'v). : .

Etablir I’existence de solutions périodiques; calculer les.périodes.

6° Montrer que I’étude des mouvements voisins de celui qui corres-
pond 3 une solution stationnaire stable revient i rechercher les solutions
périodiques d’une équation différentielle :

ax

® o U= () +F)

dr*

ot F(X) est fonction holomorphe de X dans un voisinage de 0, et peut
étre représentée par la série convergente :

F(X) = B, X2 + BX* + ...
Interpréter o, , B, , B, au moyen de 0, , valeur stationnaire de 6.

On cherche a représenter les solutions périodiques de (8) en fonction
d’un paramétre A tel que :

©) X(0) =2, MIM ©)=0.

Dire pourquoi les conditions (9) ne sont pas incompatibles et expliquer

la signification de ), paramétre qui mesure en quelque sorte amplitude
du mouvement périodique.

On s’attend que la période du mouvement, inconnue a priori, dépende
de A; c’est pourquoi on fait dans (8) le changement de variable © —» s
défini par :

(10) r= .M (U + hr+ b2+ ..0)

0
ok, h,, ... sont des quantités numériques qu’on précisera ultérieure-
ment.

On écrira P’équation transformée de (8) par (10) et on en cherchera
des solutions représentables par la série :

X == A cos s + AA,(s) + R*A, () + ... +A7A0) + ...
ot X,(s), X4(s), - - -, X;(s), . . . sont périodiques de période 2w et satisfont
d%,(0)

i

‘aux conditions initiales : ¥;(0) =

Ecrire 1’équation vérifiée par X,(s); montrer que cette équation ne
peut admettre de solution périodique de période 2 = que si k, est conve-
nablement choisi; déterminer X ,(s).

58

Ecrire ensuite 1’équation vérifiée par X ,(s); on montrera que h, est
déterminé par la condition d’existence de solution périodique; expliciter
L o(s) .

Indiquer comment 1’on pourrait calculer successivement Ay, ... et
ey ..., etc.

RAPPORT SUR L'EFREUVE DE MECANIQUE GENERALE

1. Théme du sujet

L'orientation d’un véhicule spatial par rapport aux étoiles est, on le sait, com-
mandée par la mise en ceuvre de moteurs fusée qui, solidaires du véhicule, exercent
sur celui-ci et relativement 2 des axes liés, des efforts connus en fonction du temps.
Inspiré trés schématiquement de ce probléme de mécanique spatiale, le texte propo-
sait 4 I'attention des candidats I'étude de certaines propriétés du mouvement autour
de son centre d'inertie d’un corps solide ou d’un systdme solide liquide, soumis a des
forces données par référence a celui-ci.

2. Solution du probléme

1 — Les équations d’ Euler du mouvement deviennent, avec les notations du texte :

wm —n(y, Mh tiarm=0(1) 1)
t dm _
2—-0Ona r(t)=ro + [ m\u\&,ucmmmw,l +iar(t)jn=0(t),
to

équation linéaire qu’on intégre par la méthode usuelle, d’ol :

t T t
m(t) = T.c +\ mqu.Q\. l&&_.m\i&; mxllwx\ r(s)ds]
. to ) o

3 — Dans e cas de I'amortissement visqueux, les équations du mouvement sont :

d
mlw ~ agr=f(t)-vp W, v>0 2)
dq
— 4+ arp =g(t)-vq (3)
dt
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dr
— =h(t)j-pur
i (t)-

Cas ol1 f, g, h sont constants : le systéme {2), (3), (4) a une solution stationnaire unique

(4)

définie par :
vp—-oaqr=f,vq +oapr=g,ur=nh
Si les valeurs initiales de p, g, r sont prises égales 2 la solution de ce systéme,
la rotation Qr solide demeurera constante par rapport aux axes liés et, par conséquent,
le sera aussi par rapport aux axes de référence.

. . . irec-
Le mouvement sera dans ce cas une rotation uniforme autour d’'un axe de dire

tion invariable.

Cas de conditions initiales quelconques : la solution s'écrit :
: t
w\n\umlt?lwo\\o+ e~ H(t=5)p g (5)

fo
t

q
mmxnm\ (v+iar(s))dsldriexp[—| (v+iar(s)ds)]

to to to

. t
q_.\Q" Mo +

On peut vérifier & partir de ces formules que r(¢) et T(t) ont pour limites
h Ou

quand ¢t - +oo, — et

——— respectivement.
u uvtiah

4 — Dans lecas ol f(2), g(t), h(t) sont localement intégrables on obtient :

t
rit)=r(t;ty, ro Mol =e Kt to) ro + \ e~ Hlt— Q:E% (6)
L)

t
t T -
m(t)= iﬁ?\o.ﬂo\HTo+\ 0(71)exp| \ \e+~.le:%_§.Txll\ (v+iar(sjds]

to No to
ou t . t £
(t)=m, %T\ ?igl&&i\ 21%7\ (v+iar(sjas)dr (7)
to No T
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Faisant tendre to vers — °, on obtient formellement :
t

F(t) = e~ Bt=5) o) gs (8)
- t t
ift) = 0(1)exp[ -

— o T

(v+ioar(s)ds 1dr (9)

On justifie ces résultats dans le cas ol 2 (t),0 (t) sont bornées sur la droite réelle,
en notant que

1y t 1 t
O(t)exp[—[ (v+iar (s)dsldT, O(1)exp [~ (v +iar(s)ds}dr,
o T — oo T
N—. Nu
majorés par |6 __.\» alv?li&ﬁ gl mlﬁ?li&.
N.O — o0

avec 10 II: Sup 16 (s) _~ Peuvent étre rendus arbitrairement petits pour tout ¢, te!

seR

quety Sty < t, avec Z1 convenablement choisi, et que, de I"estimation
Ir(s) = F(s) I < (lrg 4 =1 1n l)e— s - to) s =¢, (10)

I'on peut conclure que r(s) — 7(s) tend vers 0 quand o ~>— o0, uniformément par

rapport & s appartenant a tout intervalle compact.

On vérifie facilement que (1), 7(t) définis par (8), (9) sont bornées sur la
droite réelle et solution de (2), (3), (4). 1y a unicité d’une telle solution ainsi qu’on
le voit en raisonnant d’abord sur (2) puis sur {3), (4).

6.— Il est évident que  Iim |r (t)—F(t) l=0. 11 s’agit ensuite de comparer
[—>4+00

w(t) et 7(t).

- Notant que :

o

-

t to
0(7) mxum\k (v +ior(s)dsldr | <l ='\. alw?|1&ﬂn__|wi=mr vit—t,)
T — o0

- 00
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tend vers 0 quand ¢ —=>-+°°, I'on voit qu'il est suffisant d'établir que :

t
(v+iaf(s)dsl} dT

t

_ oo T

t
o(r) mxumlx\\ (v+iar(s)ds]—exp[—
T

tend vers 0 quand ¢ —> +°°. Or cette différence est majorée par :

t t
M_S__.\ ml_iTi mim‘\. (rs)—F (s))ds]d
-— OO T

+oo t
o
nm__m__.\. e VO sin[—
0

(r(s)—r(s)})ds ld o
t—0

expression qui tend vers 0 quand ¢ —> -+, car I'intégrale intérieure tend vers 0 quand

2

t = +co, uniformément par rapport a 0 appartenant & tout intervalle compact, en

raison de (10).

6 — Stabilité de la solution bornée relativement au moment (f, & h)

Soient (7, ), (F1, ;) les solutions bornées qui correspondent aux données

\.\“ 8, Nﬁ\. \.\.“— » 81 N\hm\. De Amv on déduit :

t .
{Fo 7, _n_‘\\ alt?lu\??\lal@t&iAw m_mu_iu\lfa_

dou: IF -7, __AH I —nyll, et de (9) :
M

t t
aulmuuu\\ (6-06,) mxum.m\\ (v+iar(s))dsldr
— o T

t t t
+1 0, iexp[— ) (v+iaF(s))ds] Imx_umlu\\ (v+iar(s))ds];dr
oo T T

d'ol : t
[7(t)— 74 () ~A-\s l0(7)-0,(t)exp[—v(t—7)1dT

t t t
+ 10, (1) lexp[—v(t— 7)1 lexp (=] ioF(s)ds)—exp(— i aFy(s) ds)ldr

—_ T T
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Compte tenu de lef€_ 1 [<lel, e réel, il vient :
t-1 t
|6y(7) le™(* -Q&é% [0y(T)ldnllF -7, |
NI

J (11)

17— < 16— 0,142

ou:
1 2
h7— 1< 5 oo, =+=|@|E__mH T+a2 16,117 -7, 1

formule d’aprés laquelle s'établit aisément la propriété de continuité.

On considére maintenant le cas oli f; g, 2 sont telles que

il 7 ___u\ F(s) lds < + o ete,

11 convient de remarquer que les formules (8), (9) ont un sens et définissent une

solution de (2), (3), (4) bornée sur la droite réelle.

Partant de (8) ona:
t + 00

e HE=S) thfs)— myfs)as 1<[ Infs)=hy () las=1lln— n, I

— 0 + OO

lF= 7, =1

dot: 7 -7 I<llln—nlll
et de (9) I'on obtient, en suivant le raisonnement qui aconduita (11) :

ld—mm 1< o—0,0l +2¢— V! o, M+az g, - 17— 7 |
d’ol la conclusion.

7 — On peut représenter

0
‘.Su.\ efO nit+o)do (12)

o 0
m\QH‘\\ 3~,+q\mx1|‘\. (v+iar(t+s))dsld o
- 00 g

d’oli il suit quesi 2 et 8 sont périodiques en ¢ de période T, F(2) et T(t) seront

aussi périodiques de méme période.
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i1 est clair que si I'excitation périodique prend naissance & partir d'un instant ¢,
la solution r (1 ; g, ro, Mo). W[t ; tg, Fe, M) du systéme (2), (3), (4) tend, lorsque
t = 4o, d'aprés les conclusions antérieures, vers la solution 7 (2}, @ (t) du méme
systéme, qu’on peut définir aprés qu’on a prolongé dans le sens des ¢ négatifs, par
périodicité, les termes qui définissent I'excitation c’est-a-dire & et 6.

8.—Si f, g, h, c'est-a-dire 1 et 0 sont quasi périodiques, on peut écrire & =H(z,..., t),
iodi 2y Lz ivement

0 =0/(t..,t),Hity, t;... @\. O (t1,ees NQ\ périodiques en 7;, ; respectivem :

de période .HN. , A:\. . H est clair qu’on peut toujours, par un jeu d'écriture, ne consi-

=1 btient :
dérer que le cas ot p =g =m et T;=T"; . Des formules (12) et (13) on obti

F(t) HHM?.... L t), w(t) Hm.:n.:: t) avec:

0
R (1,0 Ns\u% eMO Hit, +0,t,+0,..., 1, +0/do
— 00

° -
H,:D t ) u\\.o 0(t, +0,..., t,, +0)exp T&. (v+iaR(ty+s,...t, +s))dsldo
doer by
— 00 o

d’oli il suit que 7 () et m\ t) sont quasi périodiques avec les mémes fréquences fonda-
mentales. . .

Si(f,g h)E Qmu. il est clair que {7, Eon en vertu des propriétés de
continuité établiesau § 6.

P ¢, ,ded aniéres, on obtient :
1. Calculant la vitesse de &; = ; ¢; % +dedeuxm 2
Py —_ = -> - _ -> _ -
% -3 &y ww = WAL T W PréA S |mM~ €wiPiy Imw. €,1,iP1%%,; 5
dt joodr 2 o

. mne.
d'ol : M.l Hwa m.:m.N p, qf.
dX (14)

Cestadire: T = Q)X
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ij

avec X=lc.! K, Q= W €20 (15)

L’équation (14) et la condition initiale X(0) =1 (qui postule qu’on a choisi

pour systéme de référence x;, x,, x5 le systéme &1 & & dans sa position 3 I'ins-

tant 0) définissent de maniére unique la matrice X(z).
iy - ) tr —
1l est évident de € k] = — €z que: 4+ 8 0.

D’autre part, on peut écrire :

ir ir :
2 X _ X7 xaxtr AX _xororygyx—g
dt dt dr

et par conséquent X7 X =1, puisque X7 (0)= X (0) = 1.

De ce résultat on déduit que |dét X | = 1 et puisque X[t/ est a
réelles, continue et X(0) =1, on peut assurer que dét X(t)= 1.

valeurs

La matrice  X(t) est inversible ; muitipliant 3 gauche X X=1 par X,
onobtient (XX¥ _T) X =0 et par multiplication & droite par X! : XX =].

Aussi la matrice X(t) est unitaire (résultat auquel on s'attendait compte tenu
de sa définition géométrique).

On suppose désormais que $2(t) est périodique en ¢ de période T (ce qui sera
le cas pour la solution asymptotique, si I’excitation est périodique).

La relation : X/t + T) = X(1) X(T) (16)

résulte du fait que X (7 + T), X(z) X(T) sont solutions de (14) et prennent

pour £ = 0 méme valeur ; I'égalité suit du théoréme d’unicité.

La matrice X (T') étant unitaire, réelle et de déterminant égal 3

+ 1, a pour
valeurs propres 1, e } Qa.. e 10T

» avec O réel et peut &tre rendue diagonale ; c’est
dire qu'il existe une matrice K, inversible, 2 éléments complexes telle que :
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1 0 0
j 17)
. 0 0 mlmqe
1 0 0
Avec
i - 18
Yiy=K [o €% o K (18)
0 0 mL.S.

Onnoteque:Y 1 (t)=Y(-1t),Y(t +s) =Y (t).Y (s) et avec :m-_wa:m“ ,

X(t+T)Y"! (¢ + T)=X(1) X(T)Y(- ¢ - T)=X(t) X(T)Y(- )Y/~ 2).
Mais par (17) et (18 ona: X(T)Y(-T) = I, desorte que :
X(t+T)Y ! ¢+ T)=X ()Y (1), vt

La matrice Q(z)=X(t) .Y }(t) est donc périodique de période T etlon
= Qrt) Y (1)

obtient la représentation : X(t)

27 L
iodi éri st constante si ¢ =0 ).
D’aprés (18),Y () est périodique de période 5 (Y e
La matrice X(t) est donc quasi périodique avec deux périodes fondamentales
27
Tet 5 (0 #0).

2. a) Il existe au plus une fonction @ {x1,x2, X3 t) satisfaisant a :
0%¢p 0%¢ + 2y
D L Ox w + wkun wan

0,V (xy, %y x3)EU (19)

29 Aomv.?lwvv o .V (X1,%,%3) €00 (20)
&:

do
Il suffit de montrer que A, ¢ = 0 dans U et an

$ = const. ; partant de :

0 o
Ry = — (¢ — ) dx
QA , dx + (grad ¢ )% dx = w 57 Asmx\.v
U U U
0¢ ; 49 do=0
= j — n;do = ¢ — .
@cws ox; T oy dn

G L e e

=0 sur 9 U, implique

H reste :

- U

@ = const.

-
(grad , @) 2dx =0 quientraine grad . @ = 0 dans U et

b) Puisque la transformation de coordonnées x —> £ est orthogonale, il y a

invariance du Laplacien de sorte que, @ exprimé a I'aide des coordonnées £, 85, 55,1

0? 02 02
<m1mm“>mﬁn mm+wwm+mnﬁﬂo.
£ 1 £ 2 ¢ 3
- -
Avec w = m » on cherche une représentation de @ sous la forme :
\.
> =

=W Y =pi Y +py ¥, +p3 s, avec % (&1, &, £3), ne dépendant que
des variables £, £,, &5 etnonde ¢

¢
&GIV&S
w

> -
: dn (

- L,
=w.(rAn), Vonvoitquon

Interprétant .Mg :

satisfait & (19) et (20) en définissant ﬁ (81 . & . £3) comme la solution unique
de:

DG\.HO dans U (21)
Q&. > > >
— =(rAn ) §. sur dU (22)
dt Y
- -
c) ><mo=|l.Mv~ m-o:m“
l
dy. oY, 0 w%
¥; — gdo= 2 Y. —L pdo= (¢, —La
oU | dn sy 1 ﬁ?m ! mmN FmMN ¢
0V, 3y,
= W % —2L 4§, enraison de Dﬁ\.n
U l wm~
d’ou la relation de symétrie :
dy . dy,
.\\u. n&l..\' do = ﬁ\ &Ih do
n
AU " oU
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d) On calcule le moment cinétique du fluide :

- - -
H=p OMA grad 9 d & ;
U
on peut écrire :
oy 0
- =
H.¢= €, £, — dE=p z — Am..»m.ﬁv&m
1 p .G.\..w ijk °F wmw .G.\.Na d ' ij j
- - >
=p .MNU«@.:.Nﬂ m\ v, do=p (rAn) . §pdo
aU” oU
c’est-a-dire, d'aprés {22) :
dy. dy;
H.H.MN.Hb |GI~ pdo=2 (p M:IN %.,. &QZ&.
ou * T AU
, P dy; ay,
ou avec : H:.HM A%_.MN.I +$h. ” ) do,
oU .
-> =
= (23)
m.mmlw H@.,mg.

L'énergie cinétique est :

Sub\m:mﬁﬁsmnb ;w&mvéﬁ.:?@mé%m
U

- - .
=X ppp; grad Y. grad Y d &.
o !

U
En outre :
R dy, By, 2 1 Y
. = (2% |Lu\MT (W —L)—y, —1)dE
3 ay,
u\. z &.I,f un.\ Y — do=p7',
AU k o, AU dn
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dotu: 2T H\.MN H: p; b (24)

Les formules {23) et {24) montrent que du point de vue dynamique, le liquide
enfermé dans la cavité U se comporte comme un corps solide dont le tenseur d'inertie

. . pe —>
relativement aux axes £ est H@. et la rotation par rapport aux axes de référence est .

e) Par le théoréme de composition des vitesses i} est clair que :
- B

grad¢g =u + wAr, u désignant la vitesse, par rapport au systéme £, de la parti-
cule fluide qui & I'instant ¢ esten (&, &, , &)

De cette formule on déduit :

—y
0 HDmﬁHa?mu_‘mamGHazm u -+ E<.m|nvo>m.v

-> -
Mais dive (wAr)=0,dou 2 L =0.

> > - -
Partant de wAr = grad @ —u, on obtient :

- - - > -
bAS?.vamn\\\baaaﬁvunm +.\.bm3mmlm parad p. ud§.
U U U

U
> - oy 0 (pu.)
Mais gradp.udfé = z — :..&mn\\;M ||ﬁ.|~ df
U u' % v’ %
-> =
= ¢.(u.n)do
oU
- >
et, puisqu’en raison de {20}, ona u.n = 0 sur 0U, il vient :

RN.\VI‘J”&M"\‘ :@Masvnmm+ uwnam
U

U U

lvlv Iv
adc_ u\ bA8>wvu&mV-\ bﬁm_.maﬁvn&m.
U U

Ainsi I'énergie cinétique du fluide est inférieure & celle qu’aurait un corps

solide homogéne de méme densité remplissant la cavité.
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1. Utilisant les équations d’Euler on obtient :

dp
— _ aqr=m + pw? : (25)
dt
dq
— +®\ﬁ”0 (26)
dt
dar
— —¢cpg =0 (27)
dt

- > o> -
avec a, b,c, m, M positifset w=pE+ gn+r¢.

Introduisant la variable ¢ définie par d ¢ = pdt , (26) et (27) deviennent :

dq

— +br=0 2

id d’oti a1 + bcqg =0, bc>0
dr dp?

— —c¢q=0

dy

et les représentations :

q = 0+/b cos (\/bcy + 0y)
r = 084/csin W/ bcy +ap).
dp s
2. Danslecasoll 6=0,0onag=+r=0, — =m+up-.
‘ - a -
- dw dw dw
Ainsi WA (—) = 0 et puisque (—) =(—) ,
dt MSW dt MSW dt xyz
—
- dw ]
fonvoit que w A {(— ) = 0, d’ou il suit que la direction du vecteur rotation,
dt xyz

identique a celle de I'axe principal £, est invariable par rapport aux axes de référence.
Le solide exécute ainsi un mouvement de rotation autour d'un axe n_m mm_.mozo: inva-
riable. La mesure de cette rotation s’obtient en intégrant I'équation ar=m +up?,
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/m
dont la solution généraleest : p =/ — g [\/um(t —t,)].
M

3. On suppose désormais & = 0.
dp d do

Partant de (26) avec — = — —— , on obtient :
dt dt dt
d%yp dp 2 82a+/bc
—_— —-pu(—=)=m+ —— sin(24/bcyp + 20,)
dr? dt 2
+ ub2[bcos?/bcy + 0o )+csin? (\/Bey + 6,)] (28)

4. Compte tenu des notations du texte on transforme aisément {28) en :

d*0 do?
~pi(—)F=k +sin6 (29)
dr? dr
dd 2 du d?6
5.Avec #u =(— ) , — =2 —— , onobtient & partir de (29) I'équation
dr deé dr?
linéaire :
du
— —2pniu =2k 4+ 2sinf (30)
do

dont la solution générale est :
u=G(0)=f(6)—g(0), avec f(0) = Ce 2H10

k 2cos § 4u,sinf
glhy=— + 4 .
Ky 14+4u,? 1+4u,?

On détermine ensuite 8 ( 7) au moyen de :
2

do
(—) =G(o).
dT

Les valeurs admissibles pour § sont tellesque G(8)=f(0)—g(0)>0;

On les déterminera aisément, considérant les représentations de \.wmﬁ £, respectivement
fonction exponentielle, fonction sinusoidale de valeur moyenne — > 0.
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Plusieurs cas peuvent étre considérés, qui dépendent des conditions initiales,
mais sans entrer dans une discussion compléte on peut prévoir la possibilité de mou-
vements oscillatoires si G(60) > 0 pour 0€]8, , 6,] et change de signe dés que

0 sort de cet intervalle.

6,
do

6, VG(9)

On obtient une solution stationnaire & = 0 ; en exprimant que G(6,) = 0;
G’ (o) =0 ; en outre la condition de stabilité est: G7 (8,) <0. Ainsi I'on écrit :

La période de mouvement estalors: T =2 [

k 2cos @ 4u,sinf
Gg)=Ce2Mibo — [ 4+ — "2 4 “T1° Ty
My 1+4u,? 1+4u°
2sin 0 44, cosf
G’ (00)= 24 Ce100 [~ oy LT %0

1+4pu,? 14+4pu,?

2 cos mo A.tu sin Qo
G (0= au,2CE 2100 4 + ] <o.
1+4u,2 1+4pu

Eliminant C entre les deux premiéres équationsona: k +sin0,=0, (31)
qui définit 0y sous réserve que k<1, résultat conforme a ce qu’on aurait pu obtenir

directement de (29).

D'autre part, éliminant C avec I'aide de G(f,) =0, la condition de stabilité
devient: 4y k + 2cos0y + 4 14 sin By < 0, c'est-3-dire compte tenu de (31) :
cos By <0 (32).

6. Revenant & (29}, on se propose d'étudier quantitativement les mouvements voisins
d’une position d’équilibre.
Acette finonpose 8 =0, + x ,doli :

2

d?x dx .
-y (—) = k + sin0g cosx + cos By sinX
ar

d7?
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qu’on peut écrire, notant €o~ = —¢cos 0, :

wa awx 2

— +welx=u, (—) +F(x) (33)
dr? ar

avec: F(x) =k + sin0y cosX + cos 8y sinX —cos Oy. X

dou: F(x)=8,%x* +B3x3>+ .. avec

sin 0, cos ¢

By=— —— , B3 =— —— ,etc.
2 6

Pour représenter les solutions périodiques de (33) voisines de X = 0, on intro-
duit un paramétre 7 , qui mesure en quelque sorte leur amplitude et sert & définir

la condition initiale:

x{0) =n .
(34).
dx{0) _

do

0.

L'équation (33) étant autonome, on peut choisir arbitrairement I’origine des

temps, en particulier 3 un instant ol X atteint un maximum.

La période du mouvement est inconnue a priori ; pour le calculer, on fait le

§ 2
changement de variable 7—>5: 7= -~ (1+hrn+h,n2+.)
0

ol hy , h,, ... sont des inconnues que le calcul devra permettre de déterminer, la

solution recherchée étant périodique en s de période 2 7.

11 vient ainsi :

+(1+hn+h,? +.0%x =

ax )2 b8y X2 85 ¥+
[ |Q|h|\ +Aa +N~3+NN4~N ...v Auu X mw ...v

et on en cherche la solution vérifiant (34) sous la forme :

x=ncoss +N2xs(s) +n3xals)+..
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X2.X3, .. €tant périodiques en s de période 2 T et satisfaisant aux conditions initiales :
dx i (0)
x\..QH ———=0,j=2.
ds
Au premier ordre en 77, I'équation obtenue est identiquement vérifiée. Au second
ordre en M on trouve :

d*x Myt Ba—uy
2 +x, = ot Illmw — 2h; coss + —

—_— cos2s.
ds? 2 2

Pour que cette équation ait une solution X 5 (s/ , périodique en s de période
2w, il faut que le terme en cos s du second membre disparaisse, ce qui oblige de

prendre 7 ; = 0.

On obtient alors :
M+ B2 Ba—u1

X2 = -
2 2

cos2s +a, coss + by sins

ol a , ét b, sont des constantes qu’on détermine par :

QXN (0
X2 (0) = —— = 0.
ds
ou: a,+p; =0
b,= 0.
Finalement on obtient :
Ntmlmmﬂ.%c sin Qon_lwtw
X2 (s) = ) + cos2s— My COSS
12

et I'on peut poursuivre le calcul aux ordres supérieurs de la méme fagon.

3. Observations des correcteurs

Les résultats sont médiocres ; il est surprenant qu’aient été si nombreux les
candidats qui, incapables d'exprimer correctement la solution d’une équation diffé-
rentielle linéaire du premier ordre avec condition initiale, n’ont pu avancer si peu
que ce soit dans I"analyse du probléme.
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T TERERE
i g

Le mouvement discuté dans la partie | était régi par un systéme d’équations
non linéaire, assez simple en vérité puisque le calcul de ses solutions pouvait étre
réduit a V'intégration successive de deux équations différentielles linéaires ; mais
faute d'avoir reconnu le caractére non linéaire de ce systéme, beaucoup de candidats
ont abordé I’analyse des propriétés de continuité des applications définies au 8§ 1,6
en considérant celles-ci comme linéaires et ont été ainsi conduits 2 des calculs complé-
tement inexacts ; par ailleurs les quelques copies dont les auteurs ont compris le sens
de la question posée, présentent des développements maladroits et incomplets qui
jamais n’ont permis d’obtenir une réponse satisfaisante.

Les propriétés de périodicité ou de quasi périodicité du mouvement énoncées
aux 1.7, 8 ettl.'1 ont été assez généralement incomprises ; les calculs proposés au
11 2 en vue d’exprimer le moment et I’énergie cinétique du liquide remplissant la
cavité U ont été effleurds par certains candidats sans qu’ait été expliqué pourquoi
du point de vue dynamique, I'on pouvait substituer au liquide un solide fictif ayant
des propriétés inertielles convenables.

Quant & la partie HI ¥on peut signaler quelgues tentatives, souvent infructueuses,
pour intégrer |'équation différentielle du mouvement qui, d’ailleurs, était donnée dans
le texte ; mais les questions de stabilité et de calcul asymptotique des solutions
périodiques ont totalement échappé 3 I'attention des candidats.

4. Les notes (sur 40)

Nombre de copies corrigées : 230
Moyenne : 7,32 (en excluant les copies nulles : 9,98)

Répartition des notes :

0 125 6210 11415 16220 21 2 40°
60 44 54 42 19 11
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