programme, enfi ' : i
gl , enfin que I'on a renoncé & dénombrer les points de vue ou formules

concernant les polyndmes de Tchebycheff, de sorte que tout candidat les a entendu

m:on:m— U_Cm_wc_w _O—m au _O—_Q Qm sa MQO—N_ ité. _ orce est QO—_n Qm Oo__mnmnm_ DC —_ ne

reste pas grand chose d’un tel enseignement.

4. Les notes (sur 60)

Nombre de copies corrigées : 2231
Répartition des notes :

0 13,19 %

13 4 29,33 %

5a4 8 16,22 %
9a12 12,25 %

, 13a1e 8,81 %
/ 17320 6,37 %
21324 4,56 %
25428 312%
29332 2,58 %

) 33436 1,40 %
37340 0,72%

41 3 48 0,86 %

49 3 60 0,59 %

ANALYSE NUMERIQUE

AVERTISSEMENT
Les candidats sont priés de respecter les notations et la numérotation

de Pénoncé. Les notations ou abréviations abusives risquent de ne pas

étre comprises.
Les démontrations et présentations concises, claires et soignées seront

particuliérement bien appréciées.

NOTATIONS

Tous les espaces vectoriels considérés sont réels.

Si X est un espace normé, £ (X) désigne 'espace vectoriel des appli-
cations linéaires continues de X dans lui-m&me, muni de la norme usuelle.

Soit O un ouvert de R*; B° (0; X) (resp. 8% (0 ; X)) désigne

Vespace des fonctions continues (resp. & fois continfiment différentiables)

de O dans X..

Si K est un compact de R*, 8° (K ; X) (resp. 8% (K ; X) est I’espace
des restrictions K des fonctions de 6° (R” ; X) (resp. de 8* (R"; X))
muni (3 Pexception de certains cas signalés) de la topologie usuelle de la
convergence uniforme (resp. de la convergence uniforme pour Pensemble

des dérivées d’ordre < k) sur K.
Si X =R, on notera 8% (0) (resp. 8* (K)) au lieu de 6* (0 ; R)

(resp. 6% (K ; R)).

ParTIE I
On considére Q =10, 1. Soit L? (2) P’espace de Hilbert des (classes
de) fonctions de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur Q.

On note
(u, v)y= ,\MM u(xyo(x)dx , __=__QHA ,hu _:Aa:m&av Yo

le produit scalaire et la norme dans L? ().
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e

o

On introduit 'espace H™ (Q), complété de €™ (Q) pour 1a norme

o — lolla= (3 poorys)*

ol ¢ ) désigne pourj =1, ..., mla dérivée d’ordrejde get g () = o,

On rappelle que toute forme linéaire continue sur un espace de Hilbert
se représente 4 I’aide d’un produit scalaire de maniére unique.

Soit
BT(Q)={pe8m(Q); ¢®O)=g®1)=0, O<ksm—1}.

On rappelle que cet espace est dense dans L2 €2 .

On dira que u € L*(Q) admet une dérivée Saible dordre k, kx1,
dans L*(Q) si la forme ¢ — (- 1)k ,\nw u(x) @ *)(x)dx définie sur
85 (Q) est continue pour la topologie induite par celle de L2 (Q) .

Ainsi, il existe v, € L*(Q), telle que pour tout ¢ € 65 (Q), onait:

(=2 [ s@e @ @de= [ 0,0

et I’on note :

vy =D¥u  (dérivée faible d’ordrek, & > 1, de ).

Q. 1 a. Vérifier que toute fonction ¢ € G™ (Q) a des dérivées faibles -

dans L2 (Q) jusqu’a P’ordre m inclus et quelona:
1) Dfp=0o®, 1<k<gsm.

b. Montrer que tout z € H™(Q) est dans L? (Q) et admet des
dérivées faibles jusqu’a ordre m dans L2 .

On admettra pour la suite que H™(Q) est exactement 1’espace des
(classes de) fonctions u € L? (Q) ayant des dérivées faibles jusqu’a I’ordre

Smgmﬁ»Abv,omvmoommmmgn pour la norme associée au produit
sealaire

(@ ))m= 3 (Diu, D),, u, veHm(Q).

Q. 2 Soit ¢ € ) . Montrer qu’il existe une constante C, > 0 (indé-
pendante de ¢) telle que 1’on ait :
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©) [l llo< vz

‘@ lo@®)| < Collpll »  pour tout € € Q) -

En déduire que pour tout u € H*(Q), on peut définir u (t) etquel'ona:

(3) H(Q) G 6°(Q) (ot C)- désigne Pinjection continue).
On définit :

) HI(Q)={ueH' (Q); v@=u()=0}

qui est un sous-espace fermé de H* (). k ~
On admettra, pour la suite, que H{(Q) est I'adhérence de 81 (Q)

pour la norme z —— __=_T ‘

Etablir :
1 [|Du|l, pour tout z € H{ (Q)
(avec D = D*). _
En déduire que u — [|u||=|Dzl|, est une norme sur H;(Q),
équivalente 3 1a norme u — [ju); -

On notera :

© A? , evv H,hy Du (%) Dv (x) dx , pour u, ve Hy(Q).

Q.3 Soit B un borné de H* (Q)) . o
Ftablir que si ¢ €B il existe une. constante Cz> 0 telle que woblm:
@ |e@®—o@)|< Cy t—t|"* pourtoutp eBettouts, ¢’ € Q.

En déduire que B est relativement compact dans L* (Q) .
Etendre les résultats de Q. 2 et Q. 3 4 H™ ().

Q.4 Soitp > 0 et f € L? () donnés.
On considére le probléme
Trouver u € H} (Q) vérifiant :
® ((,v)+e,0=(f2),, pourtoutve H}(Q) .

i i e-ci est unique et que
Montrer que si (P,) admet une solution u, cell qu
Tona:

©) u e mw (Q) nH (Q) .

(o)
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Observant que Papplication ¢ s (fs ®)o est continue sur
1
Hj (Q) muni de la norme 5 ., TE? R v\N,
établir T’existence d’une solution de (P,) .

Q.5 On pose ;: V= H}(Q) nH? (Q) et on définit P’opérateur A,
par : .

(10) >me"lU»e+veu pourtoutv € V.

Montrer que v +— lellv=]| A, » |lo est une norme sur V et que A,
est une bijection bicontinue de V ainsi normé sur 1?2 Q).

A o ! désignant Popérateur inverse de A,, montrer que Pimage d’un
borné de 17 (Q) par A " ! est un ensemble relativement compact de
L2 (Q) .

ParTiE 11

Si 3¢ est un espace de Hilbert ?nom:w scalaire (, ) #e» norme || :%mv
et b € £ (4€), on dira que &b est de classe (X) si I'image par % d’un
borné de 9€ est un ensembie relativement compact dans J¢ .

On rappelle que # est un opérateur autoadjoint de © () si
A.»u:, V)ye = Aa,b@evmmg pourtoutu, v e €.
On utilisera, sans démonstration, le résultat suivant :

Q.6 a. On considere encore & € £ (%) , autoadjoint, de classe (K)
et on suppose que les valeurs absolues de toutes les valeurs propres dis.
tinctes A, de & constituent une suite.
Soit
E,, le sous-espace propre associé 4 A, et G = Ker %e» m_m.uom Ay
4
Montrer que G est dense dans J€ .

b. Application : Montrer que A, [défini dans I-Q. 5] admet une
suite p. (p), n>1 strictement croissante de valeurs propres, avec
im p, (p)= + o et déterminer les vecteurs propres correspondants,

n-—> o

®,, normés dans L2 Q).
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Vérifier que @, et -, n # n', sont orthogonaux dans L? (Q) et dans
Ho(Q) . : .
Stabli t e base
Enfin (en utilisant >m|_v établir que { @, },»; constitue un

hilbertienne de "L?(Q) . .
Dans 1a suite, on se limitera au cas p=0, et on posera p, (0)=p,, .

Q. 7 T étant un réel positif, on pose Qp =10, T x Q.
On se donne :
e fel?(Q) f= M S ®; (convergence dans L? (Q)) ,

k=1
o

S constantes telles que : M [fe|?< + ©

k=1
@
e u,el?(Q), u,= Msew ®,,
k=1
o
oo constantes telles que : M (oor)?< + 0 .
k=1

Soit V,, le sous-espace de V engendré par (®,,®@,, ..., Pp).

On considére e probléme :
Soit a, >0 donné ;

m
Trouver u,, : t——>u,(t)= M x)®Pre V, ,
* k=1

telo, 17, vérifiant le systtme différentiel :

Oy,
A ! %o Al&ﬁl&sh& ’ ewv +Q=§A«v ’ euvv.ﬂﬁ.\.' D) -
(Sm) S 1<j<m
Ubn(0)=v,m= M dor P
k=1
Montrer que :

— (I1,,) admet une solution unique z, € 6? ([ 0, T]; V,,) pour

toutp > 0 .
m~| uy converge dans 6° ([ 0, T} ; L* (Q)) vers une fonction

u, avec u(0) = u, et que z € 6® (]0, T[; L* (Q)).
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Etablir ensuite que, pourtout €0, T[, u(t) e V.

mw H.Mm H”\—obﬁmn que la fonction u obtenue en Q. 7 est.solution du pro-

Trouver u € € (10, T[; L*(Q))n B° ([0, T] ; L*(Q))
tel que :

i) Pourtoutze]0, T[, u() eV;
ii) Pour tout ¢ € ]0, T :

d
w(G 0. 2) + (0, )= ok
pour tout ¢ € H(Q) ;

iii) u(0)=u, ;

et satisfait &

(IT)

2

a0 3 1s@i2- 5 luli + [ la@Pde= [*(f, ue)de.

Etablir que (1) a au plus une solution et vérifier que «erreur de
troncature » :

T
msn% lem@®—u@)|2ds, i=0,1

satisfait 3

(12) €im

I
o
N
[N
.
w
]
B
(="
3
¥
.'_
&
I
2
[N

Q.9 w. Etablir que pour £ €] 0, T [,u(@) :x—u(,x) admet une
dérivée faible d’ordre 2 dans L? (Q) vérifiant :

(13) —-D*u(t) =f—a, .MNMM @ .

b.

)2 ) . «
37 &mm_m_umﬁn,u ‘0p
rapport a la varial

v t€]0,T[ ona:

U&

2 —_
(14) Du(t) = ~— u(®)
et que, si
2 2
i r Ak S TR

. Lu(t)= —f, pour tout ¢t €0, T[;
va ic_avthavw.w.auamb.

¢. A quelle condition portant sur la suite {&ox} xen+ at-on
u, € Hy (Q) ? b

Comment sont modifiés les résultats de Q. 7 & Q.- 9 dans ce cas ?

Partie III

On considére Iopérateur différentiel & coefficients réels constants /b de
nature « parabolique » défini pour » suffisamment régulier par

) n . Jan—ky
Fou = M (=1)*ay 352 (A-F) gk
k=0

E(e)= Y (=DFaear, et Ton

auquel on associe le polyndme
. k=0

suppose que les coefficients a;, sont tels que E (o) = 0 admet n racines
distinctes strictement positives o, , 06z, ... 5 %y .

Pour i=1,2,...,n, on introduit I'opérateur
9% P
L= —y —
= T e

et ’on note que b se factorise sous la forme du produit d’opérateurs :

=L .L . ...L,.
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On se donne 5 fonctions ¢,

i=1

— On note :
mwaualuﬁlnv Abvu "Hv...uNNQn . P 1=1 vee Ty Nn"a.w ...oS'ﬁw
Pon pose 1e probiéme : ‘ Qin={Puc . 1 r, k=0,1, ..., m}.
={Pi; 1=0,1, ..., r, k=0, 1,
Trouver U vérifiant - Qun={Pu imation de U (,, %) od U est
v On désigne par uy; une approximation
(17) HU=0 dans O, , une solution du probléme (P).
N ’opérateur fb définie par :
J2t~-a Jai-2 . 1 roximation #.:— de womv
(18) o U, 0)= 2 S UGs, 1)= =0, On considére 1’app ) Az g
(P) _ —1)va, c————
pour tout ¢ & [0, T, i = 225 vii, g .»::IM:A ) I b
di~1 - ' . finies» :
TV =00, pow tour s e o Af et:3; sont les opératours do « difrences
i=1, ..., n. 4 , =1,2, ....
= aa Al uy= M (=07(7) Besrog > 7=1,2
Q- 10 a. Noter que si U, varige L(U)=0, alors y= Y i i=0
: o E=1 DM U= Uy » Dn">~
vérifie (17). En déduire une solution dy Probléme (P) sous la forme 1,2,
explicite : m 5 1y M (- »v j+s ~+~v Ui kyss S=
Ut, D= 3 A4 0, ()
k=1 ww U= Uy,
Awov n k2qrag
>NA“V" M n~ e - ag ﬁcﬂ OHHU A,

Br2
%y
\ ot Pon déterminers les C,.

Vérifier que 4 ¢ g (Qy).

b. Etablir

que le probléme P
dans @% (Qr).

admet une solution et upe seule

Q.11 On se propose d’a
de différences finies,

A cet effet, on se don

approcher le probléme (P) a Taide

une méthode (Pr.n)

ne deux entiers positifs m et r destinés 3

a tendre
Vers + oo et I’on pose :
\w"’ﬂl y N"H .
m r
— 0”&«05,@0@0
On définit Py e Qp de coordonnées (g, , X)) = (il , kh)
i =0, 1,...,r
kE=0,1 R
42

A () est le coefficient du bindme C7') .
m

On pose alors le probléme approché en dimension finie :

ANA.V bﬁ:& Nw;“"c nwgm b:— .
[ UWo=U n=0
' Uy, g= — Uy
22
UW,omsk™= — Ui, m-k > .
Vi=0,1, ..., 7, k=1, ...,m—1.

AT _
Amwv .l&ﬂ.”llnvu?nwv .
s=1, ..., n, k=1, ..., m~—
: ] A . |
muHWlf\ j=1, ..., n




Mont & i i
par rer que le probléme (P, ,) admet une solution unique donnée

Uy = M M Bos (Y15)' Dy (%)

(24) p=1 j=t
41 B
4 == H L, n 2 ‘ﬁ K
i m\»ﬂu sin 3

ol les B, sont & déterminer.

Q. 12 Pour approcher la soluti e
T’algorithme suivant : otution du_probéme (Pr.p) on utilise
On pose &, (ufi ™) =uff™*Y, jo1,2, ..., 0

avec ufy =0, on prend u,, = uf)

et Pon résout alternativement les 7 problémes & un pas :
(e s
L(uf M =ult-+10 gang Q.

(F) 2l’e ) = w7 <0

i=1,2, ..., n i=j-1, ..., r—(n—j)
ul®7) =F
j=1,k :lwAva« Nﬂ"a.o “eey m—1
ol T'on a posé :
\®u+u ...\waAg\Iu.a\.Vu si N."a.u ceey n—-1

@5) § Fo_s(m)= { "&
LMa Aamnv A GaiwA.aaVu si j=n.
1 ?"

Introduisant dans R™-* les vecteurs :

-
(n-j) -
U, de composantes u{";" , k=1, ..., m—1
N
F(n_5y de composantes Fo_j(%), k=1, .. , m—1,

on notera que Awmv s’écrit sous la forme :

i+1
(26) %y

-

d.?.ld "wuﬂmali _ rn_.l m.m—l::
ulr-i

-1 =Lm-pn

- 44

o1t B est une matrice iridiagonale symétrique.

On utilisera les normes

. m-1
wllo = max Jual, [Alle=[{a}llo= max 3 eyl
1sk<m-1 1gism—-1 i=1

ol u, est le vecteur de composantes uy, k=1, 2..., m—1.

a. Montrer que le schéma (26) est stable si, et seulement si, [ et A
vérifient :
va
o

ot o= max (a;, ++-» %p)e

@7 I<

b. On introduit les vecteurs de R™~1,
o i=1,2, ...,
de composantes :
{ up—U(L, RE) }, k=1, ..., m—1

et on suppose la condition (27) satisfaite.

h—>+0
l>+40"

Montrer mzmwoumazaw _M.=8ﬂ02+§nv, i=1, ...,

Q. 13 a. Comment se trouve modifiée (20) lorsque 1’équation
E(x)=0 admet :

i. Une seule racine d’ordren : o =17

]
ii. v racines oy d’ordre n;, j=1,...,v, MEHaM
i=1

b. Reprendre les questions Q. 14, Q. 12 dans les deux cas
considérés en Q. 13.-a.
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RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE NUMERIQUE

1. Théme du sujet

Le sujet de cette année portait sur I'étude de |'approximation des solutions de
certains problémes paraboliques d’'évolution {méthodes de Fourier — Galerkin et de
différences finies). Il attirait I'attention sur d’importantes applications de I'analyse
qui sont couramment utilisées pour la résolution de problémes pratiques dans des
disciplines trés variées {physique, mécanique, biologie, ...)

2. Olsservations générales

zes 2

Comme cela a déja été signalé dans des rapports antérieurs, cette année encore,
la premiére impression qui se dégage de la lecture des copies est que, pratiquement,
aucun candidat n'a la moindre idée des utilisations de I’analyse mathématique, alors
que ce sont justement elles qui ont motivé le développement des grandes théories,
notamment hilbertiennes.

Fait des plus curieux, pour cette matiére optionnelle — sans programme précis
il est vrai ! — on a le sentiment que les candidats répugnent & se placer dans des situa-
tions concrétes en se désintéressant totalement du moindre calcul, fut-il élémentaire,
au profit de bavardages totalement inutiles ! .

En fait les copies révélent que la plupart de leurs auteurs n’avait aucune motiva-
tion particuliére pour I'analyse numérique, plus de la moitié d’entre eux accusant par
ailleurs une trés grande faiblesse en analyse.

- Nous ne pouvons gue conseiller 3 ceux des candidats qui opteront & I"avenir pour
cette épreuve de se motiver, en suivant par exemple un cours de maitrise d’analyse
numérique.

3. Observations détaillées
La premiére partie du probléme introduit le cadre fonctionnel des espaces de

Sobolev, en dimension d'espace égale a 1, pour rester élémentaire. Elle met en évidence

les principales propriétés des Espaces «d’Energie» H! (Q)en H () (Q2=j0,1[);

le but de cette partie est d'établir que I'opérateur auto-adjoint A 0 défini par

>b gHUnz+b=mE. UTva HmmAvamuAbvuommwamciséam
continusur L2 (£ ) et compact.

Bien entendu, aucune connaissance sur la théorie des distributions,les espaces
de Sobolev et les opérateurs compacts n’est requise.

Toutes les démonstrations des propriétés demandées sont élémentaires 3 partir
des définitions ou des résultats admis dans {'énoncé; elles ne nécessitent que |'utilisation
de la densité d’espaces de fonctions réguliéres dans H;n (£2), la technique d’intégra-
tion par parties, I'inégalité de Schwarz et la théorie du prolongement des applications

linéaires continues dans un espace normeé.

Les correcteurs ont été trés surpris de constater que trés peu de candidats savent tirer
partie des raisonnements de densité. En particulier la quasi totalité des copies (y ’
compris fes meilleures!) montre que la notion de complétion d’un espace normé n’a

pas été assimilée.’

C’est ainsi que :

— Dans[Q; —a ] la majorité des candidats se contente d'affirmer que D¥ Q= ﬁ:ﬁ

1<k <m pour pe Cm(Q).

~ Dans [ Q{ — b ] la presque totalité des solutions commence ainsi :

«Soit pe H™ () complétéde C™( umv pour la norme
m : 1/2
e (2 1p™13)
j=0
alors il existe AIL n€Ne cm ( Q ) suite de Cauchy pour cette norme et

donc vérifiant :

m
Ve>0, mZm telque n>N_=> X |l u
j=0

(i)

m _d7 13<e»

Que signifie donc t\\.\ pour ue H? () ?

Dans [ Q, ] une multitude de candidats trouve dans I'inégalité (2), une constante
Oo dépendantde ¢! _
Trop peu se donnent la peine de montrer que I'injection de Cl( Q )= C%Q)
se prolonge en une injectionde H! (2)->C°%(Q)

L'inégalité (3) a arrété bon nombre de candidats ; il suffisait pourtant de noter
que pour tout e CL () ona:

xe€lo1[ u(x)=fo* ploldo

I'inégalité de Schwarz conduisant au résultat pour les fonctionsde C! ( Wlwv :la
densité de cet espace dans mw { £2) permettait d’achever la démonstration de cette
inégalité.

Notons cependant que les questions Q3 — Q4 — Qs ont été généralement

assez bien traitées lorsqu’elles ont été abordées.

La deuxiéme partie étudiait une formulation faible du probléme de la «Chaleury
en dimension d'espace 1 par la méthode de Fourrier—Galerkin.
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4. Les notes (sur 40)
Nombre de copies corrigées : 1064

Moyenne : 7,42 . .
100 copies ont atteint la moyenne ; plus de la moitié des notes sont inférieures a 4.

Pour cela le but de la question [ Q¢ ] était d'établir que les factions propres

>

* @, x>/, sinn axv de I'opérateur A, («Laplacien 3 une dimension») for-
mait une base hilbertienne de L2 (10, 1[), ce qui résulte du fait (cf. Q5! que
Ag ! estcontinue sur L2 () autoadjoint et compact Répartition des notes :

0a4 539 ,do»?_ 156319 | 20324 | 25329 /30434 | 35440
541 204 138 81 46 28 17 9

Aprés avoir donné la définition des opérateurs compacts (de classe (K ) dans le

texte) et autoadjoints dans un espace de Hilbert, on demandait, afin d"alléger la tiche
des candidats, d’admettre une propriété classique des opérateurs autoadjoints compacts
dontl'énoncé s'est trouvé, dans la rédaction définitive du sujet, entaché d’un lapsus
qui n'a géné personne, (deux candidats ont dailleurs rectifié d’eux-mémes).

Il convient donc de lire :
«Soit s autoadjoint de classe (K). Si F est un sous-espace fermé de ¥( , stable
pour st etdifférentde A! ﬁow , alors la restriction de /& a F admet

un vecteur propre dans F relatif 3 une valeur propre non nulle |

[ Q6 — 2 ] adonc été bien traitée lorsqu'elle a 6t abordée ; mais il nen a pas été
de méme de I'application [ Q4 — 5]

11 §’agissait pourtant de se rendre compte que ® p, était donnée par I'équation
différentielle lindaire du second ordre & ceefficients constants ¥ — Ay =0 avec les
conditions aux limites ¥ (0) =y (1)=0.

Il est inquiétant de constater que le résultat exact ne se trouve que dans une

infime minorité de copies !

Les questions Q 7 & Q4 ont été abordées avec des fortunes diverses unique-

ment dans les meilleures copies. Aucune parmi elles ne traite de maniére trés satisfai-

sante la question [ Q¢ ] un peu plus délicate.

La troisiéme partie proposait I'approximation par une méthode de discrétisation
(différences finies) d’un probléme de type parabolique dont on obtenait d’abord une
représentation explicite de la solution, I'opérateur 7t se factorisant en produit

d’opérateurs du type étudiée dans 1.

Aucune copie n’a sans doute par manque de temps, abordé sérieusement cette

partie qui a ainsi été pratiquement exclue du baréme.
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