COMPOSITION D’ANALYSE
Sujet : (durée : 6 heures)

Préliminaires

1° K désigne R ou C. Si Q est un o i
A és . uvert non vide de R?, et
MW_MQ Mmm:.&. (neN),on note 6" (Q, K) P’ensemble des mﬁ@&nm%ouw MM
se C* (en tant que fonctions de deusx variables réelles) de Q dans K

En particulier 8° ’ .
&EW N.oz er 8° (Q, K) est 'ensemble des applications continues de Q

On note 8 (Q, K) P’ensemble [ ] @» Q, K).

neN
Lorsque la premiére (resp. seconde) variable est notée x (resp. %)
. ?

u u
o A uomv. wﬂv désigne P’opérateur de dérivation partielle par rapport &

la premiére (resp. seconde) variable, et A désigne alors Iopérateur
A T .
Au v + Avlv = 33 + el mmbamngonadﬁucbimmmmw»uwn.Nn
un entier positif, on note J¢* (Q, K) ’ensemble d 3
’ es &l
MM mmw , _wm w@mm que >M wa =0.Onaainsi J¢°(Q, K) = (0. uumwm_wzﬂm
*Q, pius specialement de 38! (Q, K)) est dit « polyharmoni
mon&d k, de Q dans K] (plus spécialement « F:.BQEM:W » HHO.W MMMM
. On admet sans démonstration que K (Q,K) est fermé dans

’espace 8° (Q,K i .
e tont oo H_Mw»& wmaBmM: de 1a topologie de Ia convergence uniforme

2° On identifiera parfois R® et C en utili
¢ l . n utilisant 1a variabl
%+ 1y. Sicelleci estnotée z [x=Re (z) ; y=Im ()], ouﬂmmwwﬂwwm

2 d
5 resp. ulmv

Popérateur de dérivation 1 A,w - 2 v A 179 .2
N.Omw. MAI.. +N 'vv .

2\x Ny ox xy
On rappelle alors les formules -
d 2 b} 9
awnm+~v.a®"auln +m.lemm c=a -+ ib;
2 0 2 2 1 of
—_— - — e — . — W 5
52° 55 wMouNINPD' df == dz 4 2L dz, et le résultat suivant .

Si f est une fonction holomorphe d’un ouvert non vide Q de € dansC,
on a m, 2)=0 e f[f@= wPM (z) pour tout z dans Q.

30 Si a est un complexe, p un réel strictement positif, D (a,p)
(resp. D (a, p)) désigne le disque ouvert (resp. fermé) de C de centre @,
de rayon p. Pour Q disque ouvert non vide de C, on admet sans
démonstration que les éléments de J*(Q, R) (resp. 5€*(Q,C)) sont

exactement les parties réelles des fonctions holomorphes de Q dans C
(vesp. les fonctions f+ g, ou f, g sont des fonctions holomorphes

de Q dans €).

40 On désigne par A la mesure de Lebesgue de R? (ou C). Les locutions
« Mintégrable », « A-mesurable », « A-presque partout », etc. sont usuelles.
On désigne par £ I’ensemble des fonctions & valeurs complexes, définies

A

Apresque partout dans C, et intégrables. Si f appartient 3 £, son
intégrale est notée indifféremment

[raae ., [roaw . [[fendd o

Si K est un compact de C, £x désigne Pensemble des éléments de £
qui sont nuls A-presque partout dans C\K. On note plus spécialement,
R étant un réel strictement positif, £ pour L5 - Enfin £, désigne

50 Si U est une partie de G, si f est une application de U dans K,
onnote P[f] P’application de C dans K telle que

(VzeD)(PIfl@D=/@) e (VzeQ)E¢U=>P[f]()=0.

6° Toute définition ou résultat intervenant dans le texte est réputé
acquis pour toute la suite. Les parties II et III sont indépendantes de
1a partie I. On peut aborder la partie III en admettant les résultats sur

les fonctions normales de la partie II.

1. Fonctions polyharmoniques sur un disque ouvert

Dans cette partie, R désigne un réel strictement positif.

10 8i a = (a,,,) est une suite double de complexes, montrer
m,n, (m,n) e N2

Péquivalence des énoncés :

(i) La série double de terme général a,, ,z™z" converge absolument
pour tout z élément de D (0, R).
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(i) Pour tout réel o &g » s
complexes g, . osfw amnuﬁ“,.n%m Pintervalle [0, R[, Pensemble des

Dans 1a sui ’ i
uite, on note by P’ensemble des suites doubles a qui vérifient

(%) ou (ii).

20 Si g appartient 4 Jb e e .
définie par F,(z) = S ,dmz nore Mn-m application de D (0, R) dans €
e\ = L 2 %m,n2" 2", Montrer que F, appartient

g
2¢~(D (0, R), C) et expliciter ulm ’ nﬁ« y AF
oz Az e

3° Montrer que I"applicati :
o o ppilcation @ — F; de sy dans 6= (D (0, R
Injective; on note dans ce qui suit Fg 'image de aonaAmwMummommeMv o

Montzer : J¢* (D (0, R), C) < Fx .
4 Mont .o - I
i, ntrer que A induit une application surjective de F; dans lui-

En déduir ’ . gek ;
rieur 3 1. ° que fona : 3¢ (D ©, R), ) = Fx pour k entier supé-

Caractériser les &lé ,
i Qu o, B, nv . ciements a de Sy tels que F, appartienne i

9° Soit A un réel. Montrer que les éléments de ek (D (0, R), C) sont

l—1
exactement 1 N )
es sommes ) (A* — 17 4, on
IR Eca...ugwlu appar-
i=0

tiennent & J€* (D (0, R), C \ . . L
[On pourra faire m.m_uouw_ %% oﬁw n..z 7 désigne Papplication z —» [2].

6° Soient k un entier supérieur 3 ] i
¢ perieur i 1 et £, une suite d k
ME %og,mwmm, lorsque 7 tend vers -+ oouazummS.EMEMn“mmw RA..N G
e D(0, R), vers une fonction f. compact
ma. momw » réel tel que 0 < A < R. Montrer qu’il existe une suite
&x» dans 3¢~ (D (0, R), €) , une suite h, dans 3¢* (D (0, R) C) tell
que A<amZVA\=HA>»l~uvw=+3v. e
Montrer que la suite 4, ¢
n converge, lorsque n tend vers ifor-
mément sur tout compact de D (0, A), vers une ».onomob.._\w Mmmmu”n“mmn.
de+(D (0, A), C). ‘ n

b. Déduire de ce qui précéde que f appartient & J¢*(D (0, R) C)
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1. Transformation .~ et fonctions normales

Si f est un élément de £, z un complexe, et si la fonction

¢ — Log A_Imﬂv £©

/N
est A-intégrable, on note f(2) le scalaire

Jroe ( m%mvza ne-.

On dit alors nﬁm.\\/g « existe » (ou « est défini »). On admettra le résultat

suivant : ~
Si f est de plus de classe C*® sur un ouvert » de G, f(2) existe pour
tout z élément de w, et définit sur w une fonction de classe C* qui

vérifie DW/ANV = — 2n f(2) .
10 Soient r un réel strictement positif, z un complexe. Calculer

2 7 Q-
.\ Log A_.m“mwl_v de pour lz| > r

[on pourra utiliser le développement de Log (1 — u) pour |u| < 1],
puis pour |z| < r. Que se passe-t-il pour |z| = r?

20 Soient r un réel strictement positif, et %, P’application de C dans R
égale 3 1 sur D (0, R), & O ailleurs. Ainsi X, appartient 3 £.

Montrer que \w.. (2) existe pour tout complexe z, et expliciter sa valeur.

3¢ a. Soient R et r des réels strictement positifs, f un élément de £y .

En remarquant que (z, {) — Log Aﬂnlwﬂv est minorée sur les compacts

de G x €, .montrer que 'application

(& O — Log _Imﬂ_ ) %0

est intégrable pour la mesure de Lebesgue de € X €. En déduire
N e
que f(z) est. défini pour A-presque tout z, que f est A-mesurable,
N\

que X, . f appartient & 2.
b. Plus généralement, soient f, g des éléments de £5. On suppose
g borné.
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Montrer que f.g et f. M appartiennent 3 £ et que
J70 8010 = (1050 0.

4° Soient K un com
pact de €, Q un ouvert de C
élément de £x, ¢ une application continue de DQMMMSM tE Sun

Montrer P [¢l. fe 2.
On appelle Jonction normale tout élément £ de Lo & valeurs réelles

qui vérifie
Se@r@ae <o
quelle que soit 1a fonetion holomorphe @ de C dans C

5° Soient R . ..
"y un réel strictement positif, et fun élément de £x, 4 valeurs

a. Montrer Péquivalence des énoncés :
@) JS est normale,

@  (YneN) A,\%\@ dAz) = cv,

()  Quels que soient J’ u
fonction harmonique ¢ de bc%“mnnhw oﬂww wn contenant D (0, R), et 1a

SPEE @n@ 0.

b. Montr £(2) exi
ot P Mm oamu..u M“o S (2) existe pour tout complexe # vérifiant _i > R
~\
Z — D
S + A,\'\.AG R»AOV Log |z| de C\D(O,R) dans R est la

partie réelle d’une fonet; )
pement en série de H.mzw.““. olomorphe dont on précisera le dévelop-

6° Soit £ un &ément de £, 2 valeurs réelles,

~

Montrer : f est normale < f ¢ £Ls.

70 Sof . .
_ olent o un réel strictement Positif, & un ouvert de C contenant

D, ), S une foneti . .
€ (0, . On normale élément de \mmu u un élément de
Montrer

P =17
JPHEr@aw - 2 J7O P ) an g,
[On pourra utiliser en particulier les questions II. 3° () et II. 50,]
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II1. Exemples de fonctions normales

On note B I’ensemble des complexes { tels que 0 < Re @ < m,et
v Papplication { — cos { de B dans C.

1° a. Montrer que v est injective, et déterminer I'image ' = v (B)
de B par v.
b. On note 5 I'application de I' dans C telle que
VeeB) (e =1).
Montrer que 3 est holomorphe, et préciser la valeur de § (%) si x réel
appartient 3 1’intervalle ] - 1, 1].
¢. Si n appartient 3 N, montrer que I’application
Q. : z+— cos(n8(z)) de I" dans C

.

est une fonction polyndme de degré n, i coefficients réels, de méme parité

que n.
Jusqu’dlafin de cette partie, a désigne un réel strictement positif.

20 On note E, ’ensemble des complexes z tels que

[(Re(2)* | [Im ()
1+ o? + o t
et ’on pose, pour n élément de N, A (n, o) = Q.(2)dr(2), ot la
HR

fonction & intégrer est définie A-presque partout dans E, .
Calculer A (0, «) (on a ainsi A (0, «) > 0);
— montrer A(0, &) +2A (2, a) =0

— montrer A (n, o) =0 pour n =1, ou n entier > 3.

T . 1
3° On note ¢, ’application de € dans R égale a 0.9 sur E,,

4 ( ailleurs (on a ainsi ¢, € £). Si B est un réel strictement positif, mon-
trer que @, — @y est une fonction normale.

4° On note ., la mesure de Radon ¢,.A. Si a, est une suite de réels
strictement positifs telle que lim «, = 0, montrer que la suite Ho

n—> 4+ o
converge vaguement, lorsque n tend vers 4 o0, vers une mesure de
Radon u que Pon déterminera. )

h

IV. Fonctions associées

Si f est un élément de £, i valeurs réelles, w un ouvert non vide
de €, z un élément de 6°(w, C), on dit que f est associé 3 u s'il existe

un disque fermé D de C tel que
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® - fegy.
(@) Pour toute similitude directe (bijective) S vérifiant SD)cew

P @) @) dre =o.

v\‘
A. mOHOHHH une *OH—OHNQHH NHQHEN.wQu @ un ouvert non FHQQ AMQ o s> 4 un
mwmsmwﬂﬂ mmm Mm AS ? nv- HﬁDﬁHﬁHmH Q_Hm _\. est associe 2u.

90
wmn:ﬂwMoMoS n, ﬁoE.onEm des fonctions normales, et ’on définit par
» pour z entier > 2, 9, comme ’ensembie des éléments \.@ma

£¢, 2 valeurs réelles, tels que m./mwvﬁ.mmbba aJ
a. Si f appartient 3 N, , montrer

[[#rre. ) dedy~o

pour p, g entiers vérifiant 0 < p ; .
[On pourra utiliser II. 7] . P U<

n—y

P+qg<2n -1,

b. En déduire que, si f appartient 3 D n,,
2 s neN*
olent o un ouvert non vide de C élé
o oin ° . » wun élément de B> (¢, ,
ent de £¢, A valeurs réelles. On suppose f associé i =A. 9

a. Soit n un entier positif tel que ,\, 2" f(2) d\ (2) # 0
U n b n
Montrer { — = (2
nmnﬁunv :lAwl.v u=0,

[On pourra utiliser un dével
quelconque de ol. veloppement de Taylor au voisinage d’un point

b. On suppose que f n’ . :
polyharmonique mmsmz 8.\. 7%t pas A-négligeable. Montrer que u est

S est A-négligeable.

4° Soient ® un ouvert non vide d

A uver e €, uun élément 0
mw, 1 HMbmaEE@ des similitudes directes (bijectives) S <M-MmMMﬂ MQW% .nmw .
o i D
w“wm oMMn le disque ».Mumn& D@ 1),s Pensemble, lorsque S déerit 8 mom,

ons zw—sy u
e . S (2)) de D dans R. Montrer Péquivalence des
() uest polyharmonique (de ¢ mmSm,u& .

(i) L’espace vectoriel en :
vect: gendré par & n’est s
MH@AU » R) des applications continues de D mmummﬁwmwn MMMmM mm-um womwmmm
e la convergence uniforme. ? € ia topologie

[On pourra, par des procédés de régularisation, se ramener an cas ol u

est de classe C, et aussi
éments 1o o, ssi woSEmmo&. des mesures de Radon par des
6

it

RAPPORT SUR L’EPREUVE D'ANALYSE

1. Théme du sujet
L'idée centrale du probléme est une propriété générale de moyenne, caractéris-

tique des fonctions polyharmoniques dans le disque unité ouvert D du plan R? :
pour qu’une fonction f continue réelle dans D soit polyharmonique, il faut et il
suffit qu’il existe une mesure de Radon réelle non nulle y a support compact
associée 3 f au sens suivant : pour toute similitude directe 0 vérifiant
o (supp i) CD,ona ffd(ou)=0 (supp udésigne le support de it et G (I'image de
U par 0). :
Ce résultat peut s’étendre au cas de n dimensions, mais le cas # = 2 est plus
facile  traiter que le cas n == 3, car on peut alors utiliser les éléments de la théorie

des fonctions analytiques d'une variabie complexe. Le cas 7= 1 est beaucoup plus

simple.

Si on prend pour U la mesure réelle constituée par la masse — 1 en un point No
et par la répartition homogéne de la masse + 1 sur un cercle de centre z4 on obtient
la propriété de moyenne de Gauss qui est, comme on sait, caractéristique des fonctions
harmoniques. Si on prend pour U la mesure constituée par la répartition homogéne
de lamasse + 1 sur I'intérieur d’une ellipse E et la répartition homogéne de la
masse — 1 sur I'intérieur d’une seconde ellipse homofocale 2 E, on obtient une

propriété beaucoup moins connue des fonctions harmoniques (voir par exemple
I'ouvrage classique de COURANT et HILBERT).

Dans I'énoncé de la propriété générale on peut supposer que la mesure U est
absolument continue, autrement dit on peut remplacer «mesure associée & f» par
«fonction {intégrable au sens de Lebesgue, presque partout nulle hors d’'un compact)
associée & f ». On se limitait & ce cas dans I"énoncé du probléme, car la notion de
mesure de Radon non positive ne figure pas explicitement au programme de {'agréga-

tion.

Le résultat en vue s’ obtient en utilisant des développements de Taylor pour f
lorsque cette fonction est supposée indéfiniment dérivable. Quelques préliminaires
. concernant les fonctions harmoniques et le potentiel logarithmique sont nécessaires.
_Lecasou f est seulement supposée continue s'obtient par régularisation, en utilisant
le *m:. que toute limite uniforme de fonctions polyharmoniques d’ordre <X k dans un

ouvert £ est polyharmonique d’ordre <X k dans £2 .
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Le probléme était divisé en quatre parties :
fonctions uo_<:m_‘30:5=ma avait pour but d'éty

polyharmoniques d’ordre k& dans un disque ouvert (théoréme d’Almansi) et d’en
C) est fermé dans

déduire que Jek AUAOS.WV,

partie était I'étude des fonctions «normalesy, i e,

tiel logarithmique est identiquement ny| hors d’un Compact ; ce sont aussi les fone-

2. Observations générales
Sans doute le probléme était-il un peu trop

gence uniforme, dérivation terme a terme, développements de Taylor {pour fonctions
de plusieurs variables), etc. D'autre part, une lecture attentive du
questions qu’on pourrait
par exemple les questions | 1°%1 1°,11 1°, etc. Le baréme était te| qu’un

repérer un certain nombre de
de coursy,
candidat qui se serajt limité a les traiter a fond au

. éventuelle admissibilité. Comme il a déja été dit d
textes proposés sont longs (mais certains candidat;
partie) il est en fait surtoyt demandé d’
une partie limitée.

les rapports précédents concernant la présentation des copies et ce au’on peut appeler
: «doncy abusifs oy intempestifs, «on sait bien...» quelque

resultat commode localement mais faux, sans oub
magiques : «d’aprés LEB

A V'inverse les correcteurs ont ey le plaisir de
trois d’entre elles, particuliérement brillantes, ont
maximum,
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une variable complexe, intégrale de Lebesgue, etc.) et

en traiter sol idement, sans bluff nj fébrilite,

ESGUE», «daprés FUBINIy, etc,
pas la distinction entre une démonstration et un galimatias desting 3 duper le correc-

la premigre (préliminaires syr les
dier la structure locale des fonctions

C (D(o, R), C). La seconde

des fonctions réelles dans le poten-

long, mais il ne comportait pas de

texte permettait de
Presque qualifier de «questions

rait été fort bien placé pour une

ans des rapports précédents, si les
s brillants en traitent la plus large

lier les classiques invocations
Trop de candidats ne font

lire quelques tras bonnes copies ;
obtenu des notes voisines du

3. Remarques particuliéres

REMIERE PARTIE . -
’ Le but de cette partie est de donner la structure locale des fonctions poly

harmoniques {ici dans un disque ouvert centré en O) et de %:%:Mu«ﬂ\ wucm %oﬁmc_ﬁmﬁ
k entier > 1, JE¥(D(O,R),C) estfermédans C,(D(O,R),C),

que les préliminaires rappelaient pour k égal 4 1. e

1° Cette «question de cours» est en général fort &m_ traitée. Dans _m.mﬂ._m M.Nm\zzm ii

il suffisait évidemment de dire que, pour une famille woaam.c_w aw _‘mmm umm mim.m o
chaque terme est majoré par la somme de la dite famille. _<_m=wﬂ il :m““ <n0ﬂ?mmo= o
la plupart des copies ! : raisonnemehts par 'absurde des plus fumeux,

i ilisation de ce
«fini en tout point» et «borné» (ce qui est proprement scandaleux), 5__. v
A | p m+n = 0, et de ce que le complémentaire dans N

mn

lim | a
m, n

> l§ T T I 1 i6 rreu
’

o (o]
i ...} etc. Pour
des plus vulgaires, est reproduite par trop de copiesau | 4" et 1 5° ...)
X oM K 4 o pour g réel
m,n

que l'ona:

(ii) = (i) , on se ramenait immédiatement 2 :
i i 8.
dans [0, 1[, mais méme ce dernier point est souvent fort mal prouvi

u m
— our HQ:_::Q_~ _— n etait —_F_— Ummo_z vo_..__ etre m_—_ﬂwom Q Cn_—_w@— —N notion QW ____”—m
Qm sections ou Qmm _MMC tats O—NU _mw concernant _mm _ _ es MO—_-:_N_U_mm —.
_ 0 a ami —

s signalées
2° Cette question était I'occasion révée pour accumuler toutes les erreur . N p
i i t a ce sujet quel-
dans les remarques générales ; les trop rares copies qui noB_uo:m:. __mﬁm -
é i com
que chose de sensé et d’honnéte, sans méme parvenir 3 une solution pléte,
g ges. .
été fortement récompensé e
Voici ce que le jury pouvait, en gros, attendre comme solution : mr cn_vu et
& édente, et les suites doubles
i "aprés une remarque précédente,
3 kmm. F 4 st continue d'apr

=(m+1) a ot Cm, n =TV ap poq

de complexes définies par : vS.: m+1,n

\ u a U ._ r
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linéaires ; de la, I3 wm a
x
0y \nsv n?

convergent uniformément s
ur tout compact de D ; ainsi, d”
(O, R) ; ainsi, d"une part F est

r Ol
', a ’ u

m, —n
\ns.x z My etaussi I m,

part, par recombinaison linéaire, on a bien - 9 Fa (z)=3ZT b mg,—n
(de méme pour 9 ). Onache 8z S
) acheve par une récurrence immédi i
culier A m.n AR opP+q . late, qui donne en part
2’9 - » wNI q a etc...

Citons les erreurs relevées le plus fréquemment :

@ nce no 3m-m~ ou —.—:m (o)1 .— H _
me, voi i
7

Q:m —N Mme -
Q 1
Q:n_m—:m SO est 3 et _ on Um—._ﬁ Q°=Q~ en outy e, Qm_ iver Hm_ me W nm_:—m

_ C—mn:m Z et 4 mo_-r Q_Omﬁo _-°ﬁ°~ Qmm «var _Nc—mm —-Qmum_—ﬂm:nmmv

exclusivement des opérateurs 9 et 9
dz 0z

(ceci malgré les
on peut donc se préoccuper

sans revenir un instant aux variables

xety:

Lexi L. .
existence de dérivées partielles de toys ordresen x et ¥ (voir
e
049,
Py

e méme seulement
des dérivées partielles de la forme

) suffit 3 assurer le

L
x7

caractere C *° .

— a ' ~:~

lorsque cela est bien utile...

de . . . p

e 'agrégation, ajoutons : «la famiile (2 z 7 i ‘ol

| {m, n) e N2 estlibre, d’ofi le résultaty ;
i Xxa, M

n =0 dans D :
(O,R),ona: 4 =0, par prolongement analytique
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Linclusion #! (D(O,R),C)C Fg ne demandait qu’un peu de soin & partir
du résultat cité au 3° des préliminaires. Encore convenait-il d’expliquer pourquoi la

suite double, qui s'imposait alors, était dans .\mw. ce que peu de candidats ont su bien

faire.

4° Quitte a paraitre insister lourdement, ¢« A induit une surjection de mdm sur lui-
mémep signifie, et dans cet ordre : « Dadw ) C Fg» et «pourtout f élément de
mdw. il existe g dans F R qui vérifie : Ag =f ». 1| suffisait bien entendu, en transmuant

par la bijectiona = m._h det R Sur Q...@ de raisonner en termes am,\mw.

Pour Vinclusion uﬁw C Qw (briévement écrite), o1 I'on souhaitait voir appa-
rm#«m le mot «récurrence», suivi d'une démonstration (au lieu de I'expression «et ainsi
de suitey, suivie d’aucune} 'essentiel des erreurs rencontrées consistait 3 penser que le
caractére surjectif précédemment dévoilé signifiait en fait : bijectif ! Enfin, pour la
caractérisation des éléments a de &mw tels que A kg 2~ 0, onapu assister 8
une lutte sévére entre «et» et «ouy qu’il s'agit de glisser entre : «pour tout m 2 k »,
gpour tout n = k »..., la version défectueuse faisant jeu égal avec la correcte. Comme
il a été dit plus haut, ceci n'est pas sans lien avec I"emploi non maitrisé des quantifica-

teurs, et la croyance que N2 est la réunion disjointede [ 0,N]2 et |N,~>[2.

5° Certains candidats n"ont pas saisi I'importance du mot «exactement» {égalité
d’ensembles, i-e double inclusion). Une inclusion était évidente avec 4°. Pour I'autre,
il sagissait de sommer «habilement» pour faire apparaitre les puissances de zz ;
mais, en fait, un dessin aidait puissamment, si besoin, la formulation théorique ;

ce dessin bien simple n'a été apergu que dans de trop rares copies. Pour passer enfin

au cas A quelconque, que de difficultés dans les copies, alors qu'il ny en a 13 vraiment

aucune.

6° Un nombre infime de copies voit qu'il suffit de montrer (pour a.) que w: est uni-
formément de Cauchy sur les compacts de D (O, A) et, pour ce faire, de mettre en

ceuvre le principe du maximum {ou un quelconque succédané).
Pour b. il est bien rare qu'une fois mis en place les débuts d’une nécessaire récurrence,

on indique clairement qu'il 'agit d’abord de choisir un compact K de D(O, R),
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puis A tel que
que O< A<R et KCD(0, A), puis, donc, g, & telles
pour aboutir 3 la conclusi Le j e e
: uston. Le jury a toutefois peu tenu compte des rédactions
légérement défectueuses a ce sujet.

DEUXIEME PARTIE
Si ‘ ificati
gnalons d'abord deux rectifications typographiques & apporter au texte (ces
erreurs n’ i éné i
" n'ont en fait pas géné les candidats) : il convient de glisser un indice ¢
au li
c ! ieude L) dansle «chapeauy, et de remplacerun R intempestif par r
dans 2°. Le ¢ i '
- o:mvmm: demandait donc d’admettre la formule de Poisson (A .wHI 27 fsi...)
utile pou ; i . S
iy Pour 77 ; cette partie était, il convient de le souligner, rédigée en termes de den
sités, en ce sens que les foncti 6lé -
ctions f, éléments ici
Pt que | 1 de L, remplacent ici les mesures
. Qu'un cas particulier des mesures de Radon complexes sur C 3
support com . isait étudi
pact. On faisait étudier quelques propriétés élémentaires du potentiel f
en particulier le principe de étrie (3° W
o symétrie (3~ b), la caractérisation des fonctions normales
) :— .. Y
qui remplacent donc ici les mesures & Support compact, réelles, dont tous les
moments co ° a (i . .
ment mplexes sont nuls (5° a (ji)). Bref, cette partie servait 3 entasser tous les
outils nécessaires 3 la partie |V, |

o
dt Que d’erreurs ! Certains candidats mal inspirés ne suivent pas 'indication de
| m:o\:ﬁ."m. et .m.m:..co:_&mzﬂ dans des valeurs moyennes donnant lieu & des résultats
_.d.:_:.wq..ncmm incongrus. Un rapide test concernant le Comportement asymptotique a
I'infini aurait pourtant permis d'éliminer les formules les plus folkioriques.

_rm. plupart des candidats ont de trés grosses difficultés avec les déterminations
.ac _om_mw_.;:sm complexe, ou de I'argument. Il ne s'agissait ici, aprés une réduction
immédiate (elle-méme déja source d’erreurs 1), que de Ia détermination principale ;
encore convenait-il de ne pas faire semblant de confondre Log (1 — u)etlogl1 l.a }

,

d
e connaitre le développement en série entidre de Log {1 — u) dans D(0,1) [dont le

. +00 oo
jury souligne qu’il nestni X o + n+l
= _ n
n=k n i anMw .'c:l: +quek ou /

’

H t = 2 d o 1 t ~._ ..ﬁ m t .— s —U o ﬂ 1
soien m@m:x a ou 5 € QC I ne DO_—(Q.@Q UNM unirorm men an. A 4 v * u
m___:_ Q m___U_O(m_ a UQ: escient une inter version QQM M_Q—ﬂmw M Qn .\. QN:% un cas

.
’

N

Le jury se doit d'insister sur le fait qu'il tient pour inquiétant qu’un trés grand
nombre de candidats ne traite pas correctement cette partie de la question.

Enfin, pour 1z I=r, une ou deux copies seulement utilisent les résultats précé-
dents, et, par exemple, le théoréme de convergence monotone ; on trouve par contre
quelques démonstrations mm_.‘mmcmmm (mais assez longues) qui montrent a la main que

.— N
Log ( 7 ) donne lieu pour |z |=r 2 une intégrale impropre de Riemann
lz—ret|

convergente, puis calculent des intégrales de Log (sin 0) etc. pour aboutir au résuitat

souhaité. Evidemment, un grand nombre fait la remarque curieuse que I'intégrale
«n"existe pas», puisque la fonction & intégrer «n’est pas toujours définie» ou «devient

infinie» etc., ce qui ne I'empéchera pas de disserter doctement sur le «presque partout»

dans les questions suivantes !

2°,3°, 4 °. Sauf rares exceptions les candidats ne connaissent pas ou ne savent pas
utiliser les théorémes de Fubini (Fubini—Lebesgue, Fubini—Fatou ou Tonelli).

Il est de la sorte & peu prés vain de commenter trés & fond ces questions, qui
demanderaient, outre une vigilante honnéteté sur I'emploi du mot «doncy, quelque
habileté. Trés peu de candidats ont en fait compris I'utilité de la remarque sur la

d ¥
mémoration locale de Log { P 7l , qui permettait de se ramener au cas des

fonctions positives... ; trés peu de candidats également ont vu que I'essentiel du 4°

était la A-mesurabilité de P[ ¢ 1. f, ou encore de P[] (le reste étant enfantin) ;

mais il convenait encore pour ce dernier point d'étre rigoureux et il n"est peut-étre pas

inutile de rappeler ici que la frontiére d’un ouvert n’est pas toujours A-négligeable...

TROISIEME ET QUATRIEME PARTIE
Des candidats en trés petit nombre abordent la quatriéme partie ; la plupart

fournissent des copies brillantes, et donnent, en partie ou totalité, la solution des

questions qu’ils traitent.
En ce qui concerne la partie 111, le jury s'alarme de la masse écrasante d'erreurs,

d’approximations, de médiocrités dont les rédactions du 111 1° sont en général parse-
mées. 1! convient sans doute de rappeler que le cosinus complexe, usuellement restreint,
fournit I'un des premiers exemples de transformation conforme, que les théorémes
.am la transformation conforme peuvent étre considérés comme faisant partie du
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programme, enfi ’ : é i
gl , enfin que I'on a renoncé & dénombrer les points de vue ou formules

concernant les polyndmes de Tchebycheff, de sorte que tout candidat les a entendu

évoquer plusieurs fois au long de sa scolarité. Force est donc de constater qu'ii ne

reste pas grand chose d'un tel enseignement.

4. Les notes (sur 60)

Nombre de copies corrigées : 2231
Répartition des notes :

0 13,19 %
1a 4 29,33 %
5a 8 16,22 %
9312 12,25 %

13316 8,81 %
/172320 6,37 %
21324 4,56 %
25328 3,12%
29 3 32 2,58 %
33336 1,40 %
" 37340 0,72 %
41348 0,86 %
49 3 60 0,59 %

ANALYSE NUMERIQUE

AVERTISSEMENT
Les candidats sont priés de respecter les notations et la numérotation

de Pénoncé. Les notations ou abréviations abusives risquent de ne pas

étre comprises.
Les démontrations et présentations concises, claires et soignées seront

particuliérement bien appréciées.

NOTATIONS

Tous les espaces vectoriels considérés sont réels.

Si X est un espace normé, £ (X) désigne 1'espace vectoriel des appli-
cations linéaires continues de X dans lui-méme, muni de la norme usuelle.

Soit O un ouvert de R*; 8° (0 ; X) (resp. 8% (0 ; X)) désigne
V’espace des fonctions continues (resp. k fois continfiment différentiables)

de O dans X..

Si K est un compact de R*, 8° (K ; X) (resp. 6% (K ; X) est I'espace
des restrictions & K des fonctions de 8° (R ; X) (resp. de 8% (R"; X))
muni (& "exception de certains cas signalés) de la topologie usuelle de la
convergence uniforme (resp. de la convergence uniforme pour Pensemble

des dérivées d’ordre < k) sur K.
Si X =R, on notera ¥ (0) (resp. 6* (K)) au lieu de €* (O ; R)
(resp. 6% (K ; R)).

Partie 1
On considére Q =10, 1] . Soit L? (Q) P’espace de Hilbert des (classes
de) fonctions de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur Q.
On note

(&, v)o= ‘\MN u(x)v(x)dx , ::FHA hw _z@“v_n&avH\m

le produit scalaire et la norme dans L ().
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