\ I
Aoa%mmﬁaw%moamamsa%a%maga.z.m.m..c.o.m.m.:.. mnﬂ.—.ﬂ
1 sera nommé ingénieur-éléve d’une Grande Ecole ;

2 ont été maintenus dans I'enseignement supérieur privé.

3.7. Influence de la mixité du concours

La mixité des concours de recrutement d’enseignants a gagné peu a peu les
diverses disciplines : elle est le lot commun depuis cette année. En ce qui concerne
I'agrégation de mathématiques, alors qu'il y avait jusqu’ici un concours féminin et
un concours masculin (avec jurys séparés, mais mémes sujets d'épreuves écrites), le
concours de 1976 était pour la premiére fois commun aux candidats des deux sexes.

Le tableau suivant permet de comparer les situations de 1975 et 1976 (F et H
S rapportent respectivement aux hommes et aux femmes ; T désigne

100 F . . .
; 0n atenu compte des candidats francais et &tran ers) :
F+H ’ ’ MATHEMATIQUES GENERALES
“ jet : (durée : 6 heures)
1976 1975 1973 Sujet: {
F H T F H T T
Inscrits 1052 | 1768 37 1044 | 1858 36 36
Admissibles 116 359 24 176 316 36 33
" _ INTRODUCTION
Admis 60 159 28 . 87 129 40 36
On se fixe pour tout le probléme un espace <MM~S.§. Mnowm”&m:m w_wa ﬁw
. : ément de E ».

Si I'on ajoute qu’en 1976 les cing premires candidates ont obtenu les numéros dimension finie > 4. Par « ea&mw:. »on w%ﬂw-%o%&%h@& est un nombre
de classement 6, 19, 24, 35 et 41, il semble que la mixité ait été assez nettement y sont deux vecteurs, on note xy leur produ — Six et v sont deux
favorable aux candidats hommes, et ceci malgré la persistance d’un meilleur compor- réel). Si x ¢st un vecteur, on note _ % _ sa norme /\aa ixety

’ VA . 1 ) :
tement des femmes & I'oral. vecteurs non nuls, on note x4y leur angle, c'est-d-dire I"uniquenombre

Il peut d'ailleurs s'agir 12 d’un fait accidentel (la comparaison est déja moins 0 — .
défavorabie aux candidates si I'on prend 1973 pour année de référence de I'ancien réel O tel que 0 < § < 7 et que cos _ % : ¥ _
régime) et une seule expérience ne suffit pas pour porter un jugement définitif. o . ale
Attendons dong, fes résultats de 1977. On convient d’appeler réflexion une symétrie hyperplane orthogon

de E, c’est-i-dire un élément p du groupe oﬁwomc.b& O(E) Mo E SWQMM
p? = 1g et que I’ensemble Ker (p — 1g) des points %wa. ep .mmwumo:
hyperplan de E. Si x est un vecteur non E.n.. p, désigne chme n@m exdon
telle que p, (x) = — x. On appelle 23&&:&” le aoEm.Om?w._EA trans
formation orthogonale (élément de O(E)) et msﬂo roE.Mﬁ mno on nirée
en Vorigine de E) de rapport # 0. Deux parties A et B M son
semblables ¢'il existe une similitude ¢ telle que o(A) = B.

Un cristal est une partie non-vide X de E telle que pour tout couple

(x, y) d’ééments de X (éventuellement égaux), on ait :

xy X .
y#0, y#2s, 2.5€Z o p@e
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PREMIERE PARTIE

10 Soient x et y deux vecteurs, avec ¥y # 0. On pose alors :
xy
¥y

n(x,y) = 2

Démontrer 1a formule :
pr(@)=2x—n(xy)y.

2° Démontrer que si deux
: vecteurs x et y appartiennent 3
cristal, on a les inégalités : 7o o méme

OKn®xy)n(ys) <4 et -3<n(xy <3.

3° Démontrer P’existence d’une partie Q de R¢, de cardinal 12, telle

@_.H |4 11 AMQ.—.HM cteu mvmu enant a un meme
eslxet sont vecte I'S non or Hmﬂo onaux a art
m

P
Aa?& » n(y, %) V_IM.“ ’ X, ¥ v e Q.
, Am.n,w m.&mmh&.oau il est nécessaire de traiter complétement cette questio
_ Cest-a-dire &m disposer d’un tel ensemble Q par la liste de ses 12 Mwmsgh.
pour pouvoir résoudre la suite du probléme. En régle générale, il ..E‘%mm
en m.%.mn. pour pouvoir répondre & une question, d’admettre les vxa..w. 1t
énoncés dans les questions qui la précédent.) s

49 On dit que deux vect .
On m.a eurs non nuis % et y forment un angle aigu si
0 < xy < 5"
X Umwﬁobﬁm& que si deux vecteurs x et y appartiennent 3 un méme cristal
et forment un angle aigu, alors leur différence y—x appartient 4 X

o. .
X 5 mo“Mwn N‘wﬁ Y deux cristaux, F un sous-espace vectoriel de E
un nombre réel > 0, S, 1a «sphére » formée des vecteurs de norme v,,

, P
G@ﬁuozﬁnan que X ¢ Y Y X NnF et X (] m sont, o i i i
. : s 5 sont, ou bien Smwmu ou u.uumb.

i 60 Soient X, , .. x N,w @ 2 2) une famille finie de cristaux deux &
eux .,im.cmdgga. c’est-d-dire tels que tout vecteur de X; soit ortho-
gonal 3 tout vecteur de X;, pour 1 < i Spy1<<j<sp,i#j

Démontrer que la réunion X = X

) réun = A, U ... U X, est un cristal
dira que X est la réunion orthogonale des cristaux X, Nwon

s eees Xp)

%\No Un cristal Y est dit indécomposable il n’existe pas de cristaux

1 et Y, tels que Y soit la réunion orthogonale de Y, et de Y,

’ . ) - 2
Démontrer que tout cristal non indécomposable X est réunion ortho-

T —

gonale d’une famille finie X,, ..., X, de cristaux indécomposables,
et que ces cristaux X,, ..., X, sont parfaitement déterminés par X,

a Pordre prés.

80 Si P est un ensemble formé de vecteurs non nuls, on note W(P)
le sous-groupe du groupe orthogonal O(E) engendré par {es réflexions
ps» lorsque x déerit P.

Démontrer que si un vecteur x appartient a un cristal indécomposable
X, alors, d’une part Torbite de x sous I'action de W (X) et d’autre part
’ensemble X engendrent le méme sous-espace vectoriel de E.

Q0 Si P est une partie de E, on note | P | ’ensemble des normes | % |

lorsque x décrit P.
Démontrer que si X est un cristal indécomposable, I’ensemble | X |

posséde 1 ou 2 éléments.

100 Soit X un cristal indécomposable, et soit A le plus petit élément
de | X |. Démontrer que si % et y sont deux vecteurs distincts de X, on a :
jz=y| =2 M

110 Démontrer que tout cristal est fini.
120 Démontrer que si X est un cristal, le groupe W(X) est fini.

13¢ On appelle rang d’un cristal X la dimension du sous-espace vecto-
riel RX engendré par X.

Démontrer qu’a similitude prés il n’existe qu’un seul cristal de rang 1,
noté A,, et quil est indécomposable,

DEUXIEME PARTIE

Les résultats de cette deuxiéme partie
ne sont pas indispensables par la suite

10 Démontrer qu’a similitude prés, il n’existe qu'un seul cristal de
rang 2, noté S, , qui ne soit pas indécomposable et dont tous les vecteurs
aient méme norme. Dessiner S, (dans le plan euclidien RS,).

20 Démontrer que dans un cristal X indécomposable de rang 2, on

peut trouver deux.vecteurs x et y formant un angle aigu. Si de plus
| X | posséde deux éléments, démontrer qu’on peut imposer la condition

supplémentaire : |y | > |x]| .

B

dei

10 11
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3¢ Démontrer qu’a similitude
rang 2, noté A,, qui soit indéco
méme norme. Dessiner A, .

prés, il n’existe qu'un seul cristal de
mposable et dont tous les vecteurs ajent

4° Démontrer qu’a similitude prés, il n’existe, outre le cristal A,
que deux autres cristaux indécomposab
de cardinaux respectifs 8 et 12,

Dessiner ces deux cristaux.

TROISIEME PARTIE

1° Démontrer 1a non-vacuité de Yensemble © (X) des vecteurs ¢ qui
ne sont orthogonaux & aucun des vecteurs d’un cristal donné¢ X,

2° Soit X un cristal et ¢ & G (X) . Notons X Tensemble des vecteurs

de X qui forment un angle aigu ou nul avec ¢, Notons enfin B¥’ensemble

des vecteurs de X7 qui ne peuvent pas s’écrire comme somme de deux

éléments de X* . Démontrer que tout élément de XI est combinaison
lindaire d’éléments de B¥ a coefficients entiers > 0 .

3° On dit que deux vecteurs non nuls % et y forment un angle obtus
LT
sic <

g < %y < . Soit X un cristal et t € B (X) ; démontrer que les élé-

ments de BY forment entre eux des angles obtus ou droits.

4° On appelle demi-espace (sous-entendu : strict) 1’image réciproque
de Pintervalle ouvert 10, 4+ o[ par une forme linéaire non nulle E » R.
Démontrer que si des vecteurs sont situés
et forment entre eux, deux

forment une famille libre.

dans un méme demi-espace
i deux, des angles droits on obtus, alors ils

5¢ Une partie B = {b,, ..., b} d&
cristalline de X si c’est une famille libre, et si pour tout x dans X, il
existe un élément (e, v, , ... » V) dansle produit cartésien

{—1,+1} xNr tel que x = e (v, b, + ... + v b)) .

nw:mmmmamozmnmﬁ posée, soit X un cristal et ¢ € B (X) ; démontrer
que B est une base cristalline de X.

un cristal X est dite une base

6° Soit B une base cristafline d’un cristal X.

Démontrer qu’il existe un vecteur ¢t € B (X) tel que tb = 1 pour tout
b € B, et que, pour un tel vecteur Poauw“ww.

12

les de rang 2, notés B, et G,,

70 Soit B une base cristalline d’un cristal X. On note alors X*(B)

27 i & "est-3-dire
I’ensemble des vecteurs positifs de X relativement a B, clest-a

1y

i inai inéaires a coefhi-
‘I’ensemble des vecteurs x € X qui sont combinaisons linéair

cients > 0 des éléments de B. o
Démontrer que si b€ B, la réflexion p, laisse globalement invariant
Pensemble X*+(B) privé de b.
8° Soit B une base cristalline d’un owmm._“& X. Zm;ozm s3 la demi-somme
des vecteurs de X qui sont positifs relativement a B.

X _
Démontrer que pour tout b dans B, on a : p, (s3) = s§ — b .

9o Soit x un vecteur d’un cristal X de rang > 2.
N s —
Démontrer qu’il existe un vecteur u orthogonal i x, et donc & s
mais non orthogonal aux autres vecteurs de X.

»comomauna.Nmﬁ:acBanwmazmmmcnvnmommmaﬁmnmo#e:n
vecteur tel que v > 0. Posons :

€
c = min _gulw M = max vy , nH.J‘:uTNIge.

yeX,y # t % v.M X
Démontrer que ¢t € B (X), et que x € BT .
i istalline d istal X, et soit £ € B (X) . Soit
10 Soit B une base cristalline d un cristal X, ! .
] M w A.wv tel que le produit scalaire s§ @ (#) soit maximal (lorsque ¢
décrit le groupe W (B)).

Démontrer que o (£) forme un angle aigu ou nul avec tous les vecteurs
de B.

120 Soient A et B deux bases cristallines dun méme cristal.
Démontrer qu'il existe ¢ dans W(B) tel que p(A) = B.

130 Soit B une base cristalline d’un cristal X. )
Démontrer que W(B) = W(X).

i i istalline en com-
14° Démontrer que si deux cristaux ont une base cristalline
inun, alors ils sont égaux.

15¢ Démontrer qu’d similitude prés, il n’existe qu'un nombre fini
de cristaux indécomposables.
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QUATRIEME PARTIE

Dans cette i
partie on se fixe une
base orthonormale e, ,

(N > 4) de Pespace euclidien E. -

. Awo+mo»~v~ “ MM@MW&M. Hm M:m 1<r<N-1,etsoi A, Pensemble des
s de _ . . .
»M\.Mw.Ta. oHSmS‘&Jm?do«mm\.pM«Mw.T»,

Démontrer que A, est un cristal.

N H mNHHmmHHmH Q;W mmm ? .mﬁﬂmznm mu mu 2 mN m& ?

constituent une base cristalline de A TS T G
‘-

3° Trouver le nombre d’ééments du groupe W(A,) .

40 S .

5 <mwnﬁ”_”~. r .“.b entier 8% que 2 < 7 < N. On considére d’une part les

L) yocten mﬁl Aﬁ .ﬁ < ¢ < 7), et d’autre part les 2 (r — 1) vecteurs

x m % TS i<j<g 1), ol les signes + sont choisis indépendam-
nt. Soit B, 1’ensemble de ces 2,2 vecteurs.

Démontrer que B, est un cristal,

o Tz
5° Démontrer que les r vecteurs
1" €y 6 e, e, — e, e

constituent une base cristalline de B,.

60 Soit 5 1': . ..
Soit d I’inversion de centre Porigine de E et de puissance 2, c’est-3
A A

Démontrer que si X est un cristal, alors J (X) est un eristal

7° Démontrer i i .
que si B est une base cristalline du crj
est une base cristalline du cristal inverse 3 (5.4] v oristal X, alors 3 (B)

m” U@HﬂHQH—.HH@H Qﬂﬂ@ Mmm OHHWS.:N ? ’ wﬂ GH nﬂ == Au Awﬂv sont Ho_hm -H&®O°S|

9° Démontrer que, pour 1 < r < N
23 < < —_ H . 20 Sy o _
et que les deux cristaux B, et C, sont moEEmawwmw.m Salité I (4) = Ars

10° Démontrer que les cristaux A 1<
€Sr<N—1 _
C, (8 <7 < N) sont deux a deux M:..E semblables. Bl

11° Trouver deux cristaux indécomposables non semblables X et Y

tels que W(X) = W(Y).

14

CINQUIEME PARTIE

Les questions 20, 30, 4° et 5° de cette cinquiéme partie
sont indépendantes des deuxiéme, troisiéme et quatriéme parties

10 Un groupe G est dit cristallographique si c’est un sous-groupe fini
du groupe orthogonal O(E), s’il n’est pas réduit i son élément neutre,
si en outre il est engendré par des réflexions, et si enfin il existe une base
de rationnalité pour G, c’est-d-dire une base de E (non nécessairement
orthogonale) telle que les matrices des éléments de G par rapport & ceite
base soient toutes & coeflicients rationnels.

Démontrer que si X est un cristal, le groupe W(X) est cristallo-
graphique.

20 Soit A une base de rationnalité pour un groupe cristallographique G.
Soit T le sous-groupe du groupe additif de E engendré par la réunion
D= u ¢4).

peG

Démontrer qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que le seul vecteur
de T de norme < ¢ soit le vecteur nul. (On conserve ces notations dans
les questions 30, 40 et 5° ci-dessous).

3¢ Démontrer que si y est un vecteur non nul tel que la réflexion p,
appartienne & G, alors le groupe T N Ry (formé des vecteurs de T coli-
néaires i y) est cyclique.

40 Soit X 1’ensemble des vecteurs non nuls « tels que p, € G et que x
soit un générateur du groupe cyclique T N Rx.

Démontrer que X est un cristal,

50 Démontrer que G = W(X).

6° Soient p et ¢ deux réflexions appartenant 3 un méme groupe cristal-
lographique.

Démontrer que (p o 6)** = 1.

70 Soit @ un élément d’un groupe cristallographique. Considérant ¢
comme un endomorphisme de 1’espace vectoriel E, démontrer que son
polyndme caractéristique est & coefficients entiers.

8° Donner un exemple de sous-groupe fini de O(E), non réduit a I'élé-
ment neutre, engendré par des réflexions, mais qui ne soit pas cristal-
lographique.

90 Démontrer qu’a isomorphie prés, il n’y a qu'un nombre fini ‘de
groupes cristallographiques.

15




SIXIEME PARTIE

, ..mae\, pour sa derniére question,
cette partie est indépendante de lg cinquiéme partie

1° Soit B une base cristalli k i i
. ¢ . ne d’un cristal indécom osable X
tions des questions 1, 2 et 3 se suivent), ’ - (s note

2° Désormais, X est de rang 3.

Démontrer que B =

a, b, c}, avec N
orthogonal  ¢. {a, b, c}, avec @ non orthogonal 35 et b non

3° Posons ot = -2 b e .
S T«“_.@ 5] xlE.m=oxv55mﬁmzmmmomﬂm

scalaire de chacun des trojs vecteurs o 4 8 + y, o4 4 V28 + T et

w9+w , . .. .
\/ m +\/ xmma Mﬁnﬁozﬂgﬁ positif, démontrer que le triplet

(cos a,8, cos By, cos v,x) ne peut prendre que trois valeurs,

N.nb U 3 ir T ue HQW ﬁN-Oum T Hm.; > w i A 8 .ﬂ MREHumH ﬁm
emontre; Q Cris X 39 3 € 3 on P : 1 ude
M“_ mmu Hmm 8 m_.——m CIis nm:.—uﬁ Hnﬂmm mnnﬂﬂmu mmmwuﬁmmm n_.m Hmnwm. m

@
m m°~®=ﬂ > G et T HHOHW HQMM@.EQHHW ﬂvmugnmuwmnu—” 4 un ~Hﬂm~H~O o:v@
m-.—..

Démontrer que (Poconr)®e = 1g
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RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MATHEMATIQUES GENERALES

1. Théme du sujet

® Ce probléme est une introduction  la théorie des systémes de racines réduits,
appelés ici cristaux, & leur classification et aux groupes qui leur sont associés. Pour
les tenants et aboutissants de ces questions, se reporter a la notice historique des
chapitres 4, 5 et 6 de Groupes et Algébres de Lie de Nicolas BOURBAKI {pages 234
a 240).

® Voici quelques indications sur les questions les plus difficiles :

Question 1—8 : la méthode la plus naturelle est d’observer que les sous-espaces vecto-
riels engendrés par les diverses orbites déterminées dans X par I'action de W(X)
sont orthogonaux et intersectent donc X en une réunion orthogonale de cristaux.

Question [—9 : étant donnés deux vecteurs x et ¥ de X, on peut, d'aprés la
question précédente, trouver ¥’ dans I'orbite de y tel que x et ¥’ ne soient pas ortho-
gonaux. On n‘utilise ensuite que:/y’/ égale /y/. 4

Question Hi—1 : le probléme était de montrer que E ne peut &tre réunion d'un
nombre fini d’hyperplans. Cela se voit bien, mais le jury chagrin ne se contenta pas

de cette affirmation exacte. On peut invogquer le théoréme de Baire : dans un espace
métrique complet, toute réunion dénombrable de fermés d'intérieurs vides est d'inté-
rieur vide. Utilisant le principe des tiroirs on peut prouver que si un_espace vectoriel
F sur un corps K est réunion d’un nombre fini n de sous-espaces vectoriels stricts,
c’est que le corps K est fini, de cardinal < #. Enfin on peut appliquer la décompo-
sition des variétés algébriques en sous-variétés irréductibles (I’espace affine est irréduc-
tible), ou plus simplement, I'intégrité de I'anneau R [ X, , ..., Xy 11 un produit

de formes linéaires non nulles sur E est non nulle. Ces remarques s’appliquent aussi
a la question HI—9.

Question I11—4 : I'idée «a avoir» est que toute relation de dépendance linéaire peut

s'écrire 2 ?. x; = Wu K.y, ,avecles N et pu_ positifs. On dit ensuite que
! ' 717 1 7

le produit scalaire du membre de gauche et de celui de droite est 3 la fois positif et

négatif.

Question I11—6 : Cette question n’est facile qu'a la lumiére de I'isomorphisme cano- )
nique entre un espace vectoriel euclidien et son dual.

Question 111-15 : un cristal indécomposable, de base cristalline A by e F. v est
déterminé, & similitude prés, par les nombres n(b ,b )€ AI 3,-2,-1,0,1,2,3 *
t g

Question 1V—7 : c’est peut-étre la question la plus difficile du probléme. Le plus
élégant est de remarquer que la réunion des demi-droites portées par les éléments
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G

de B constitue les points extrémaux du cdne convexe engendré par X* (B), lequel

cone est invariant par l'inversion.

Les cinquiéme et sixiéme parties, plus faciles que Jes deux précédentes, n‘ont
presque pas été traitées.

Pour la derniére question, le candidat idéal aurait prouvé ceci : soit G le groupe
engendré par les trois réflexions P,0et7; soit pe Get Hun sous-groupe de G.
Alors on a Ga =1 E ou ﬁm = dm . et lordre de H divise 48.

2. Observations des correcteurs

® | e texte était long. Mais le candidat qui aurait traité complétement la seule premiére
partie aurait obtenu |a note totale de 40 sur 60

he constituaient quune simple mise en condition (la premiére difficulté était de
prouver I'unicité dans la septiéme question). La plupart des candidats n'ont donc

traité que quelques-unes de ces six premigres questions, ainsi que les premiéres ques-
tions de la lointaine quatriéme partie.

® Analysons quelques fautes courantes dans ces copies «faiblesy. Pour montrer,
dans la quatriéme question, que y — x appartient 3 X, onse donne un z dans X
et on établit plus ou moins que Y=—xF+2z,n(y-xz)e Zet P (y—x)eX.
.Om_m ne prouve rien, I'idée sous-jacente étant probablement de montrer que la réunion
XU {y-=x }  estun cristal. Ceci ne serait probant que si les cristaux étaient
«maximauxy : cette antinomie si déroutante et si répandue pourrait vouloir dire que

la structure de cristal — sj «pleine» 3 défaut d'stre ¢maximale» — est dans I'incons-
cient collectif dy peuple étudiant !

Voici une autre faute usuelle, qui étonne en notre époque d’ensemblisme
scholastique : dans Ia cinquiéme question, pour vérifier y # 2x , pour les éléments
* et y d’un certain ensemble (XN Y par exemple ), on se croit obligé de démontrer
au préalable que cet ensemble posséde au moins deux éléments.

Dans Cette méme cinquiéme question, les candidats ont peiné pour établir que
XN m> + SUPPOsé non vide, est un cristal. Et pourtant, il suffisait de se souvenir de
la définition du groupe orthogonal *comme p, € O(E), ona | Pylx) I=Ixl=X\.
Ordinairement, on calcule laborieusement | Py (x) |, ou plutdt son carré.

Passons directement 3 Ia quatriéme partie, comme les candidats «faibles». Cela
suppose un flair exercé (ou dévoyé) et beaucoup de temps perdu. Prenons la premigre
question. Pour prouver aisément Faxiome b.v (x) € bw + il suffisait de dire que
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P échange e; et @. et laisse les autres vecteurs de base invariants. nqnw
 ihod N isié ion : e Weyl
:.Musowm livre d’ailleurs le résultat de la troisidme question : le groupe (d . “ i

i e, @ , et posséde don
W(A,) s'identifie au groupe des permutations de au.. ral s don
(r+ 1) 1 éléments. Au lieu de cela, le candidat maladroit cherche 3 mon

— e, en distinguant les
calcul direct que p, _ ¢ (e — ¢;) estdelaforme e, — e,
i

. . . iouée 3
innombrables cas (k = i, etc.), en sorte qu’il en oublie. Cette méthode appliqué

B , estencore plus désastreuse.

: i es trans-
® D’une fagon générale, les candidats n"ont pas vu la :m,E_d géométrique d
formations et configurations dont il s’agit dans ce probléme.

3. Les notes (sur 60)
Nombre de copies corrigées : 2 382
Répartition des notes :

0 3,84 %

132 4 35,52 %
5a 8 23,65 %
9312 11,87 %
13316 8,02 %
17320 5,66 %
21324 4,35%
253 28 2,24 %
29 3 32 1,10%
33236 0,97 %
372340 0,38 %
41348 1,73 %
48 3 60 0,68 %
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