donc :
A=A, = A, :letriangle est équilatéral

m; + my + m
w? = ! 2 3 = constante

Dw

On retrouve les résultats obtenus dans la premiére partie du probléme dans

le cas A = constante.

11.8.4 LES NOTES (sur 40)

Candidats : 167 copies ; candidates : 73 copies

o 1a & 6310 113415
Candidats : 17 60 47 27
Candidates : 20 27 12 5
16220 21a26 26 a4 30 31340
Candidats : 12 3 1 0
. Candidates : 6 3 0 0

11.9 TEXTE DE L'EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

INTRODUCTION

10 Seit (€2 , f) un espace mesurable et T un sous-ensemble de la
droite réelle R ; on appelle fonction aléatoire réelle (en abrégé m.m.n..v,
construite sur ({2 , fb) et T, toute application X de T x Q dans 1a droite

réelle achevée R(=[— o0 , + o0]), telle que, pour tout ¢ de T Tappli-
cation X, définie par

(Vo eQ) Xi(w) = X(t o)
soit mesurable de (Q, ) dans (R, B) (ou B désigne la tribu boré-
lienne de R).

20 Soit P une probabilité sur (Q, &); une fa.r. X construite sur
(Q, ) et T est dite du second ordre relativement a P si et seulement si

~

(VteT) # (X,)?dP < oo
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S’il n’y a pas d’ambiguité sur P, on pourra :

— dire plus bri¢vement que « X est du second ordre »;

— noter, pour toute variable aléatoire réelle (v.ar) Y définie sur
(Q, %), et intégrable par rapport a P E (Y)= [YdP;

— noter m application de T dans R définie par
(VteT) m(t) =E(X,), et Pappeler moyenne de la far. X;

— dire que X est centrési VteT m(t) = 0;

— noter K T’application de T x T dans R qui, & tout couple (s, z),
associe la covariance des v.a.r. X, et X, et Pappeler covariance de la
far. X;

— commettre P'abus de langage consistant 4 confondre Pespace des
v.a.r. de carré intégrable et celui de leurs classes d’équivalence pour

Pégalité P presque stire ( on le notera L3(P)) .

3¢ On rappelle qu'un noyau symétrique de type positif sur un sous-
ensemble T de R est une application n de T X T dans R telle que

® (VE&HeTXT) n(st)=n(,s)

(ii) pour toute fonction réelle @ sur T nulle sauf sur un ensemble
fini de points on a

M a(s) a(t) n(s,t) > 0.

{s,1) €TxT

Soit P une probabilité sur (Q, Fb) et X une f.a.r. du second ordre
construite sur (Q , /) et T.

10 Vérifier que K (s, £) est un noyan symétrique de type positif.

2° Pour toute fonction réelle o nulle sauf sur un ensemble fini de

points de T, M a(t)X; est une v.a.r. de carré intégrable ; ’'ensemble
teT

de ces variables forme un espace vectoriel L (X, T). On appelle espace
engendré par X, pour la loi P, la fermeture Hp, (X, T) de L (X, T) dans
L*(P) [l n’y a pas de risque de confusion on notera cet espaceHp].
On appelle f.a. gaussienne une f.a.r. du second ordre telle que L (X, T)
soit formé de variables de Laplace-Gauss (toujours pour la loi P). Vérifier
que Hp est formé aussi de variables de Laplace-Gauss. Cet espace s’appelle
Pespace gaussien engendré par X.
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30 On suppose que : Yt €T  m{t) = 0.
a. Montrer que Vapplication J : Hp —» RT définie par
J(@) (¢) = E[Z X,] est injective;

b. Soit 3€ (K, T) [en abrégé & (K)] I'image de m.m. par J. Montrer
qu’on peut munir € (K) d’une structure d’espace de Ewmwﬁ n.mmm que J
soit un isomorphisme de Hp sur J€ (K) [application Wbmﬁu.m. Eﬁwmmuzo,
préservant la norme]. On notera < fr8> 5o le produit scalaire de

deux éléments f et g de I (K);
c. Soit K (s, .) la fonction définie sur T par ¢ K (s, 1)
montrer que la famille [K (s, .)];er engendre & (K), et que,
Vh e #(K) Bty = <h, Kt )>gox) -
En déduire en particulier que deux f.a.r. centrées. construites sur le

méme ensemble d’indice T et ayant méme covariance déterminent par
Pintermédiaire de J le méme espace de Hilbert.

40 Cette question consiste 3 démontrer la proposition suivante :

A tout noyau K symétrique de type positif sur T on peut associer un

espace unique 3 (K, T) < RT vérifiant les propriétés suivantes :
(i) € (K, T) est un espace de Hilbert engendré par [K(z, .)]lier
[ Vi e KT r@O=<h, Kt .)>gx

Un tel espace s’appelle 1’espace autoreproduisant associé & K.

On pourra admettre cette proposition ou la démontrer en oosmmmmnwnﬂ
Yespace vectoriel 3¢, engendré paf [K (¢, ..:,mq_. et en 4&&&»..2 que si a
et b sont non nulles sur un ensemble fini de points les fonctions

f= M a(s) K(s,.) et g= M b(z) K(t, .) sont telles que
seT teT
M a(s) g(s) = M b(t) f(t). En déduire qu’on peut munir ¥,
seT teT
d’un produit scalaire qui permet de définir 4€ (K, T) par complétion.

50 Exemples.

a Soit T={1,2, ..., n}.Décrire & (K) et donner une
expression du produit scalaire correspondant ;

b. soit T=[a,b], odomné #0 et K(s, ) = o? inf (s, 2).
Montrer que J€ (K) est égal 3

FeRT;If* ncﬁe_\*?zu&mA o et Vi,[(t) H\Aav+,\;\.* (w) du

b
muni du produit scalaire < f, g > e K = .\; S*We*(wdu .
a

II

Soit (Q, f, P) un espace de probabilité. On rappelle que deux
mesures R et S sur /b sont étrangéres si 3 Aefh: R(A)=0=S Aﬂb.v .

Soit B une sous-tribu de &b et Z un &ément de L* (2, A, P), on
notera MQM (Z) Yespérance conditionnelle de Z par rapport & B pour
la probabilité P.

Soit X une f.ar. gaussienne centrée construite sur (Q, ) et R, , et
P une probabilité sur b, on notera K la covariance de X pour P et
Hp 1’espace gaussien engendré par X dans L (Q, /b, P).

On suppose que b est la tribu engendrée par ﬁ X u teR, .

10 Soit Y € Hp, Qy la mesure de densité exp _H,mqlw ml,w.uv”_

par rapport & P ; vérifier que Qy est une probabilité sur Q telle que
la far. X définie sur (Q, &) et R, soit gaussienne pour Qy. Trouver
sa moyenne my et sa covariance Ky . Soit {Z,], o~ une suite dans
L(X, T) ; vérifier que si [Z,],cn est une suite de Cauchy dans
L2(Q, &, P) elle ’est aussi dans L?(Q, S, Qy) et réciproquement.
Comparer les limites.

20 Soient sur (Q, fb) deux probabilités R et S absolument continues
par rapport & une probabilité p. (on remarquera que R et S sont abso-
R+ mv dR ds

lument continues par rapport a —5— ) soient —— et —— les densi-

dy dp.
tés correspondantes.

a. Montrer que /\ mw mwl dp. ne dépend pas de p; on
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notera cetie asmzﬂ&%’ / dRdS ;

b. Montrer que R et S sont étrangéres si et seulement si

k ,\&w.&muow

¢. Soit @ une sous-tribu de Jo; R @ S @ et W ®

les restrictions

&W@ &m&

de R, Set pa (3. Exprimer To et
B

comme des espé-

o:»@

rances conditionnelles par rapport 3 (3. Montrer que

dRdS
,\/\&w&&m& Zz g /\

_”ob rappelle I'inégalité de Jensen : soit Y concave sur un domaine
corivexe @ de R*, soit (X,, ..., X,) un vecteur aléatoire; pour

toute sous-tribu B de Jb
® 1)
E® y(x,, ... X)<Y (E®X,,...., E X,) ] -

30 Soit Q une deuxi®me probabilité sur (Q, fb) telle que X soit
gaussienne pour Q de méme covariance que pour P, de moyenne
mq (8) = [ X, dQ et d’espace gaussien Hq.
SoitZ e L(X, T).

a. Soit ® 1a sous-tribu de Jb engendrée par Z : calculer

,\/\&wa&oa 3

b. Vérifier que si P et Q ne sont pas étrangéres, il existe une
constante C telle que : .
VZeLX,T) |[Zd0Q|< Cllz]: s
Q sont soit étrangéres, soit équivalentes. Vérifier

en déduire que P et
que si P et Q sont équivalentes : mgq € 9 (K) , -calculer dans ce cas
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40 On suppose qu’il existe un systdme orthonormal de fonctions a,

dans J€(K) tel que SHM Bia,, ou B, eR Vie[l,...,r].

i=1

Trouver 1’estimateur du maximum de vraisemblance de 0, .

I

Soit X une f.a.r. du second ordre construite sur (Q, ) et T, de
moyenne m et de covariance K pour une probabilité P. On suppose que
X (t, w)=m(t) + Y (¢, w) de sorte que la loi P, de X est complétement
déterminée par m et parla loi P, de Y. On suppose qu’il existe r fonctions

a;(t) dans I (K) telles que m = M 0;a; (9; R Vi) de sorte que
i=1

m décrit le sous-espace M de J€(K) engendré par la famille

[a1]i-1,...,r . On suppose connus P, et 1a famille @, et on désire esti-

mer une fonction f de m au moyen de X (f est & valeur dans R ). Soit
(Q, &, P, meM) le moddle statistique correspondant. On sup-

posera que Hp (X, T) = Hp, (X, T) Vm (on 1e notera H (X)),
on notera J isomorphisme défini en I, 3°, a.

On dit que U est un Estimateur Linéaire Sans Biais de f (m) [en abrégé
ELSB] si UeH(X) et E,(U)= [UdP,=f(m) YmeM.

On vérifiera que : VUe H (X) la variance de U ne dépend pas de m et
on la notera var U.

On dit que U* est un Estimateur Linéaire Sans Biais de Variance
Minimum [ELSBVM] de f(m) si var U* < var U pour tout U
ELSB de f(m).

1° a. Vérifier que VV e HX) E,(V) = <m, J(V)> 5 ()

b. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que f
soit linéairement estimable sans biais.

c. Soit f linéairement estimable sans biais, montrer qu’il existe
~ nS
un unique ELSBVM f de f. Exprimer f au moyen de I'isomorphisme J
et de V’opérateur de projection PM de 3¢ (K) sur M.
20 Soit p un entier p > r. Soit T={ 0,1, ..., p }. On désigne par A
la matrice { A;; = <a,, a; >4e (k) } et par ale vecteur de coordon-
nées a; (i = 1, ..., 7). On suppose K et A inversibles.

a. Vérifier que 0, est lindairement estimable sans biais;
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b. Si A est 1a matrice identité trouver \@* ELSBVM de 6,;

¢. Trouver m,* dans le cas général (soit B une Eﬁ.&oo telle que
t=A-? oser « = B a; B*® désigne la matrice transposée
B Bt*=A-*, on pourra p ; gn

de B).
30 On se replace dans les conditions de II, 49;trouver un ELSBVM de 6, .

v

Soit (R, b, Py, 8 € @ = R) un modéle statistique et y une probabilité

. dP
dominant P, pour tout 8 de ®, soit pg= &t..w ’

on suppose

Pe € L2(). On dit que f est estimable sans biais s'il existe U € L* ()
tel que f(0)=Eo(U)=[UdP, VO0e®. U* est dit u-efficace
si :G*:ﬁi ) < __G__bNAE ¥ U estimateur sans biais de f.

n

10 Soit R (8., 6.) = <po, » Po, > L Vérifier que R est un

noyau symétrique de type positif, décrire € (R). Soit L*(py, 0 € ©)

le sous-espace engendré par Tvm w 1e® dans L2 (p).

On notera encore J I'isomorphisme de L?(py, 0 € ®) sur € (R).

20 Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit esti-
mable sans biais. Trouver un estimateur sans biais p-efficace de f.

3% 8i p=Pg, , que peut-on dire d’'un estimateur Py efficace pour

tout 0, . Vérifier que si u=Py , 1 e 3 (R) et J{1)=1.

40 On se place dans les conditions de II, 4°;

soit 0°= (09, , 62) fixé et pu=Pg .

IR

(de fagon générale on notera 8; la coordonnée d’ordre i du vecteur 6).
2
duy

Calculer R (0%, 62) et R (, v) [0°, 8] (dérivée de R prise

au point (0°, 0)). Vérifier que

9 dPe
—_ g°, 0]=<
R [0, 0)=< 57

En déduire un estimateur sans biais de variance minimum de 6,.

(6°), po> 18 () .

Vv

Quand on observe un phénoméne et qu’on veut estimer une fonction f
on ne connait généralement pas tout le passé de ce phénomeéne, il est
intéressant de comparer 1’estimation qu’on peut faire connaissant le

Y

assé de — n 4 0 & celle qu'on pourrait faire si on le connaissait de uis
p q p P
— 0.

Si K un noyau symétrique de type positif sur Z, J€ (K) Yespace auto-
reproduisant associé. Pour tout n €N, soit Tp={-n, ..., -1, 0},
soit K, la restriction de K a T, et soit fe N H(K,, T,).

neN

a. Soit H un espace de Hilbert, [ m:uamz une suite de sous-

espaces fermés de H tels que

VneN mﬁnmﬁ.*.u et CH.H:."HAH«

neN

Soit [Z,] une suite d’éléments de H tels que Ym <n PHnm (Z,)=2Z,

neN

(PHm désigne le projecteur de H sur H,,).

Montrer que si lim |[Z,]|> <o, il existe ZeH tel que
n—» oo

|Zo —Z||—> 0 et Z,=PHEn (Z) V n .

n—->
b. Soit H, le sous-espace fermé de € (K) engendré par
[K(z,.)]

Montrer qu’il existe une suite

teTy ’
Ti:::mz , telle que

VneN f®eH,, VieT, f®(5)=F(t) et f™=Pin[f®];

en déduire que f € J€ (K) si et seulement si lim
L —> o0

:.\.:M&Qﬁf Ta) < 0.

e mow, S estimable linéairement sans biais sur Z mnw un ELSBVM
de f. Soit f, un ELSBVM de S obtenu en me considérant X que sur

T, , vérifier que f, — Mw/ mmumumﬁmv.

n-> o0
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1i. 10 RAPPORT SUR L'EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

11.10.1 THEME DU SUJET

1l sagit de la théorie des noyaux reproduisants (ARONSJAHN 1954) et de ses
applications a la statistique des processus gaussiens (PARZEW 1960). Certaines des
démonstrations demandées se trouvent dans un cours de J. NEVEU (Montréal 1969).

11.10.2 RESUME DE LA SOLUTION

Il ne s"agit que d’indications relatives & certaines questions.

Partie |

1) Pratiquement une question de cours.

2) Il suffit de remarquer que E (Xn) = E (X) et ¢2 (Xn) - ¢% (X)
gréce a I'inégalité de Schwarz et de conclure en utilisant la convergence des fonctions
caractéristiques et en identifiant les limites en loi et dans L2,

3) a) Z, orthogonale dans Hp, 2 un syst2me de générateurs constitué par

w X, Nmﬁm ,estnulle :donc E (Z; X;) = E (Z, X;) entraine Z; = Z,.
" b) 1l $uffit de transporter sur J Amwv la structure de mw en posant
<fg> =<JUf, Jlg>p .
| 8> (K [, 97 g Hy

c) Comme J(X) = K(S, +) la famille (K (S, *), s €T)) engendre
J(Hp) = ZK):<nKfs V> gy = <3 (w, anmw =

J. I (h)(t)=h (1)

L’espace vectoriel o engendré par K Amc *) est indépendant des processus
de covariance K ainsi que la norme : sa fermeture pour cette norme est donc indé-
pendante du processus de covariance K.

4) L'égalité a démontrer gtablit que <f, g > \\NQ = M af.s)g(s) =

M b(t)f(t) ne dépend pas de la représentationde f et g; comme < f,g> o
ainsi défini est bilinéaire et positive (du fait que K est de type positif) il existe une

inégalité de Schwarz : | f(t) IP=l< 7, K (2, LV%@M P<Iiy __\\WMV Kty

de sorteque =08 = f = 0. On pouvait aussi vérifier que <f, g> \\N =0
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Vg€ A, entraine f = 0 ce qui est immédiatepuisque f(z) = < f, K(z, <) >,

Cette derniére inégalité, prolongée 3 % (K) permet d'identifier % (K) aun
sous-ensemble de R 7,

n
a) #(K) = wﬁ. ACL(f) : f= = Cplf) K 1, .\M
1

si K™ existe, £ (K) = R" et <fg>='fK1g
sirang K=r Z®)~ R et <f &> estdéfini comme en 4.

1| fla) g(a)

b) le produit scalaire & considérer est —

o e \ F¥(u)g Hu)du

ot [ab] c Rt

11 suffit alors de vérifier que ’ensemble indiqué est un espace de Hilbert,

engendré par K (2, <) telque i (1) = < Kt )> &NHO ce qui est élémen-
taire.

Partie 11

Faut-il rappeler que X est gaussienne réelle si et seulement si —

2
E (expuX) = exp ,m E(X2)+2E(X) { ?

] 1
:m_Nmmmv s&@:NQDM\Hmw exp §N+M~|me (Y?) ¢,

commeu Z + YEH p Cette expression est égale 3
w2

w.xﬁ IM: mw ANNV+ amw (ZY) |ce qui indique que pour D< Z est

gaussienne de moyenne E p (Z Y) et de moment d’ordre deux E P (Z2?)

En particulier MO+ ANNV my (t) =E (X, Y)=J(Y)

1l

. Eq, (XM =E, (X)) et Ky (s1) =K (5,2)
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Enfin Ep (Z, =2, =Eq (2, — Z,,)? — (Bq &, — Z,)? etsi

Z,, est de Cauchy dans L? (P) elle I'est dans L? (Q) et réciproquement. |1 est

immédiat d’identifier les limites.

2) a) Si B est la tribu engendrée par Z , _.UBmmm de Pp (resp Qp) par Z pour
P (resp Q) de sorte que
1 x? (x—m)? | Y

dP.d = ~—— | exp —— . exp— —— 2 dx =
/\ 87 Qp R o271 P =02 7P 2

m?
exp (——
8g?

en posant m HEO (Z), 0%= Ep (Z2) Hmo (Z — m)?

b) Si P et Q ne sont pas étrangéres u\./\a:vw&Dw W\\./\&Hu&@ =c >0

Donc ImlI<cosoit | fZdQI<c II|Z ll; dans L (X, T).

u\w

Z » [ ZdQ seprolonged Hp en une forme linéaire bornée, il existe donc

W dans Hp tel que V ZeHp <W, NVEHv = [7dQ.

En particulier mq = Ep WX, € A (K).

Soit Qy = exp (W IWI Ep W2). P, Qy faitde X unefa gaussienne de

covariance K, d'espérance J (W) et fexp XdQ = [exp XdQy

donc Q et Qy coincident

aQ - 1 - 2
sur B(H) ; ainsi op = P J1 (mg) — . E [[J7 (m@)] .
1 29 zoT 1§02
4) Soit T; = J™ (a;), T; est centrée réduite et — 7P =exp d 0; T; -5 20;

.H.N. est donc estimateur du maximum de vraisemblance.
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Partie IH
E,, (X, IS\Qvnlm (Y, +m) -m(tP=K(t, ¢ svar X, est

indépendant de m donc aussi var U, VU€EH(X).
1) a) Comme m€ A (K), E, (X)=m(s)=<m, K(s .VV\\WANVH
<m, J (X,)> \Nﬁa . égalité qui s'étend 3 H (X).

b) f est estimable sans biais si

et seulement slil existe g€ Z(K) : f(m)=<m, wV\ﬁmC
o) <mg>Z(gy=<m PMg>Ig 1) et f= 371 (PMy),

-~

2)b) 0; = <m, > donc 6 = J7(a) 0= (6;),a= (a3

¢} & est une famille orthornormée dans SZ(R), or m = 9B ! o comme
J et PM sont lincaires wa.u =J1 (o) : g = J1 (Alq)
3) J( ;) = T; : on retrouve le maximum de vraisemblance.

Partie IV —

2) f estimable sans biais < fEZ(R) et MH I (7).

2) QHUQ WAQ ®0ve 1 W 2 r ox
= exp .= 0; o _ 2 _ ]
dP go AR iy | 0; W?&v W

r
R (6%,6%) =exp Z (6 —6,°) (62— 6) et
1

%m
m:. R (u,v)[6°, 0] IA gov Po) 12 (1) -

par dérivation (a justifier) sous le signe intégral, ce qui signifie que — A R)eZ(R)

etque J! AI, R) = 9p0

o1, 26, =~ (6°) de sorte que, de nouveau, m T;.

4
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Partie V

NM .
b) FEF (Ky, Ty) #f () =% C(™ () K (1;, +) sur T, soit

M = WOM.E (f) K(t;, +) sur T, (1 satistait aux conditions de I'énoncé
1

puisquesi m <mn, si t,, €T, cT,.

< £, K (1, > = £7) (1) = F (1) = 1M ()= <™, K(t,,, )>

Ainsi lIf __\\WAHA=, T,)= __\?\ =§wﬁw= ,T ) est croissante avec 7.

Alors si £ EZEK), M =P[£178(K,,, T )] et

:\. __\\waﬂsv..h:v < lIf __\\N:Av < o

si lim llf __\\WQA T ) < oo, ilexiste F dans /& (K) tel que
) n? n
£ =P [F1#(K,, T,)] etsur T, ,<F,K(1,)>=F (1) =f(1),

donc f € #(K).

11.10.3 OBSERVATIONS SUR LES COPIES DES CANDIDATS

_..mSv_‘mmmmoz dominante des correcteurs est que _.m plupart amm om:aamﬂm :.o:.ﬁ
qu’une connaissance superficielle des notions élémentaires aw la théorie amm. probabi-
lités et qu'en particulier une écrasante majorité ignore la notion de mesure image et
donc de loi de variable aléatoire.

Le probléme contenait de nombreuses questions de mmo.Bmﬁ:m m_mamzam:m
dans les espaces d’Hilbert destinées seulement & uqmum._‘m«. puis & exploiter _.mm zmw:_.
tats purement probabilistes. Ces questions ont m.a traitées avec _...._Cm ou Bo_sm. e )
rigueur et de maladresse. Dans les plus mmsu_.mm. il mmcﬁ souvent déplorer un laisser-aller
affligeant, conduisant parfois & un discours incohérent.

Dans les deux parties plus typiquement probabilistes, les omq.aamﬁm ont ..‘:szmm
d’imagination,de fantaisie : on confond variable aléatoire et fonctions déterministes,
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espace de probabilité et espace oli une variable prend ses valeurs ; bien des candidats
ont cherché la densité de Radon-Nykodim d’une mesure sur § par rapport & une
mesure sur R ! C’est vraiment 12 le point auquel il faudra s'attaquer sérieusement :
il est illusoire de prétendre étudier une théorie sans en établir solidement les fonde-
ments ; s'il est probable que la plupart des candidats sont capables de définir une
mesure image, il est manifeste qu’ils ont une totale inexpérience du maniement de
cette notion.

Signalons maintenant les principales erreurs commises.

Partie |

1} Cette question est élémentaire, on a relevé cependant quelques erreurs grossiéres :
de nombreux candidats se ramé&nent au cas d’un vecteur aléatoire et affirment alors
que la matrice de covariance est «définie positivey sans d'ailleurs que le sens de cette
expression soit bien clair, Certains essaient de grouper les termes par couples et ne
s'apergoivent pas qu’ils doublent les termes carrés, d'autres raisonnent par récurrence
sans aucune correction, quelques-uns confondent covariance et corrélation, sans
parler de ceux qui affirmentque V X,Y cov. (X,Y) = 0!

2) Beaucoup de candidats semblent avoir entendu dire que la limite en moyenne
quadratique ou en loi de variables gaussiennes est gaussienne, bien peu malheureuse-
ment I'expriment avec la rigueur nécessaire 3 un énoncé de théoréme. Parmi ceux qui
essaient de faire la démonstration,beaucoup s’obstinent & passer par la convergence en
loi et, pour les uns, affirment qu‘elle est équivalente a la convergence ponctuelle des
densités (sans se soucier d'ailleurs de son existence pour la mesure limite), pour les
autres, se livrent & quelques trafics suspects sur un logarithme douteux de la fonction
caractéristique. Enfin nombreux sont ceux qui affirment que fa somme de deux
variables gaussiennes est toujours gaussienne !

3) Une des questions 1a moins maltraitée , mais le plus souvent abordée maladroite-
ment. Presque toujours le raisonnement conduisant a I'identité des espaces auto-
reproduisants associés 3 deux fonctions aléatoires de méme covariance se décompose
comme suit : les combinaisons linéaires de fonctions K (S, *) sont identigues donc
aussi leur fermeture (sans préciser pour quelle norme !) ensuite on identifie d’une
fagon ou d'une autre les topologies.

4) 1l y avait deux points 3 bien remarquer : d’une part une fonction f de /%, peut
avoir plusieurs représentations et il importe que <f, g> \\Nw ne dépende pas de

cette représentation, d’autre part pour assurer que <f, g > est un produit scalaire
il faut vérifier que <f, f> =0 = f = 0. D'une fagon générale ces points n'ont
pas été abordés alors que certains essaient de vérifierque <f,g> =0 Vf, g /!

5) La premiére partie a le plus souvent donné lieu 2 des développements inutiles,

alors que les candidats ne distinguaient pas les cas,suivant que K est inversible ou
pas. Dans la deuxiéme partie, malheureusement entachée d’une erreur de transcription
du produit scalaire, on rencontre plus de maladresses que d’erreurs.

79



Partie Il

1) On a dit plus haut ce qu’il faut penser des erreurs monumentales rencontrées dans
cette partie.

2) Ces questions sont souvent convenablement traitées.

4) Ceci devait constituer une prime pour les candidats ayant obtenu fa forme de la
densité en 3 b, il ne s’en est malheureusement pas trouvé |

Parties I}, 1V, V

Ces parties ont été souvent abordées et particuligrement par les om:&amﬁm du
type «grappilleury qui croient rentables de traiter toutes les questions faciles de
toutes les parties. On notera surtout des négligences et des imprécisions, nous n‘en
citerons que deux :

Eniil 1) a) la majorité des candidats affirme que m = J (1), sans s’assurer que o
1 € H (X); aucun candidat n'a remarqué que J , défini comme en 1.3, est défini
3 partir de la variable centrée de sorte que

J(U) () = Mwo (UX,) qui différe de E, (UX)).

11,104 O,m.wmm VATIONS SUR LES COPIES DES CANDIDATES

Une fois de plus, il faut constater qu’un trop grand nombre de candidates .
abordent cette épreuve sans avoir de véritables connaissances en S_o:._ des probabi-
lités. Malgré la difficulté du sujet, il est inadmissible gue, sur 337 copies, I'on en .
trouve 26 blanches, 92 qui méritent la note 0 et que, sur les 219 copies restantes, il
n'y en ait que 113, soit & peine la moitié, qui sachent résoudre correctement la
premiére question qui est pratiquement une question de cours.

Sur le plan de la forme, disons que trop de candidates prennent leur copie
pour une feuille de brouillon et alignent des calculs qui n‘aboutissent & mcnc:
résultat. Une remarque concernant I'orthographe : les noms et les adjectifs semblent
&tre devenus invariants au pluriel, les articles, eux, continuant & en prendre la
marque !

Passons le probl@me en revue et signalons les principales erreurs commises,

Partie |

Nous avons déja commenté la premi&re question.

Dans la seconde, beaucoup de candidates perdent ::wﬂm:._Um fou & montrer un
résultat classique gue I'énoncé se contente de rappeler : L Am.v est un espace .
vectoriel, donc L (X, T') aussi. Pour montrer que la limite (en m. q.) d’une suite

de variables gaussiennes est elle-méme gaussienne {éventuellement ammm:m_‘mw. cela
n’a été signalé qu’une fois), on cherche trop souvent sans précautions la limite de
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la densité que I'on baptise parfois «fonction de répartitiony ou «fonction caractéris-
tique» pour les besoins de la cause. A signaler la rencontre fréquente d’une définition
inhabituelle de la fonction caractéristique sous la forme

Py (t)=E Amﬂ.ﬂnxv : les correcteurs I'ont admise.

S

A la troisidme question, l'injectivité est souvent partiellement ou mal démontrée
et I'on trouve plusieurs fois I’argument suivant :

E(ZX,) =0 =2X,=0 P.pp!

Le transport de structure qui fait I'objet du {b) ne devrait pas donner lieu &
des développements touffus : mangue de connaissances en algébre. En fait, quelques
lignes suffisaient.

De méme, la partie (c) était rapidement traitée si I'on avait bien compris (b).
Mais on ignore souvent ce qu’est une famille génératrice d"un espace de Hilbert et
I'on invoque de fagon confuse les familles sommables.

La quatriéme question était délicate. L.'égalité demandée est en général bien
traitée, le produit scalaire correctement défini, mais sa définition n’est justifiée que
dans une copie car les candidates oublient que la décomposition suivant les générateurs
n‘est pas nécessairement unique. Une seule candidate a su montrer que le produit
ainsi défini était séparant et la fin de la question, la complétion, est presque toujours
escamotée.

Enfin, le premier exemple, trés simple, aurait d& étre traité correctement quand
il a été abordé ; ce n'est malheureusement pas le cas. Le second était délicat et les
insuffisances (@ = 0) et erreurs (sur le produit scalaire) de I'énoncé ne facilitaient
pas la téche. —

Partie 1

Le début de la premiére question {montrer que ©< est une probabilité sur £2)

aurait d{i n’offrir aucune difficulté si les candidates avaient des idées claires sur les
mesures et leurs densités ; ce n‘est, hélas, le cas que de quelques-unes d'entre elles. La
suite de la question, trés difficile, n’a été traitée entidérement par aucune candidate.

Tout au plus a-t-on récompensé gquelgues copies qui avaient des idées sur la démons-
tration.

A la deuxiée question, de nouveau les lacunes en matiére de théorie de la
mesure et d'intégration apparaissent au grand jour : on écrit des densités sans s'occu-
per de savoir s'il y a absolue continuité, on met en dénominateur des densités qui
risquent d’&tre nulles, on ne sait pas interpréter la nullité d’une intégrale... La partie (c),
relative aux probabilités conditionnelles, est souvent bien vue, mais quatre candidates
seulement se donnent la peine de montrer que |'application Y considérée est concave,

Enfin, les questions trois et quatre n‘ont pratiquement été abordées par aucune
candidate.
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Parties H1, IV, V

La troisidéme partie n'était pas difficile. Aussi, une bonne vingtaine de candidates
ont-elles pu gagner des points en traitant correctement la premiére question et les deux

premiéres parties de la seconde.

De méme, les deux premidres questions de la partie 1V ont été bien traitées dans
une quinzaine de copies.

Enfin, la question (a) de la cinquiéme partie a été correctement résolue dans
huit copies ; mais il ne s'agissait pas d’une question proprement u«ovmcm:mﬁm et, .
peut-&tre, ce résultat assez classique était-il connu de certaines candidates. La question
{b), par contre, n'a été que partiellement vue, et par quatre candidates seulement.

11.10.5 LES NOTES DES CANDIDATS (sur 40)

Nombre de copies corrigées : 528 — Moyenne :7,9.
272 notes=> 7 ; 184 notes => 11 ; 131 notes = 13.

Répartition des notes par classes d’amplitude 4 :
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11.10.6 LES NOTES DES CANDIDATES (sur 40)

Nombre de copies corrigées : 337 — Moyenne : 7,6 (copies blanches exclues).
171 notes => 4 ; 119 notes => 9 ; 87 notes => 13 ; 69 notes = 15.

Répartition des notes par classes d’amplitude 5 :
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lll - EPREUVES ORALES

CANDIDATS

It1.1 - REMARQUES GENERALES

® Comme les années précédentes, les candidats ont été répartis, en fonction des

résultats de I’écrit, entre deux demi-jurys comprenant chacun une commission
d’analyse et une commission d’algébre. Une rotation des examinateurs a permis
d"harmoniser les notes attribuées par ces deux demi-jurys.

® | es modifications du programme(d'ailleurs reconduites pour 1976)n"ont causé

aucune difficulté. Dans le cas d’une legon de probabilités couplée avec une lecon
d’analyse — ce qui, en cette année d'innovation, était systématique — peu de
candidats ont opté pour la premiére ; ceux qui I’ont fait ont d’ailleurs rarement
eu & le regretter. Il va de soi que le jury se réserve le droit, pour les concours
suivants, de coupler un sujet de mécanique et un sujet de probabilités, ou deux
sujets concernant la méme discipline.

® A plusieurs reprises, un candidat s’est vu refuser la possibilité d’utiliser un cours

polycopié par les soins d’une université & I'usage exclusif de ses étudiants. Le
jury tient a préciser a cette occasion qu’il n'a nullement I'intention de «figer»
la préparation au concours, mais qu’il se doit de garantir |’égalité, au moins
théorique, des chances des candidats. || n’ignore d’ailleurs pas que les échecs
de certains professeurs en exercice sont souvent diis & leur isolement et a la
difficulté qu’ils ont de bénéficier de la préparation que certains centres dispen-
sent avec beaucoup d’efficacité, et il se félicite de I'initiative prise cette année
par le C.N.T.E. d’organiser un séminaire de préparation a ’'oral a I'intention de
ceux des admissibles qui avaient suivi son enseignement.

® Enfin, sans anticiper sur les rapports techniques qui vont suivre, le président du

jury croit devoir souligner I'importance des exercices dans I'enseignement des
mathématiques et, par voie de conséquence, dans le déroulement du concours.
Lorsqu’un candidat n'a prévu aucun exemple ni exercice dans son plan, il incite
le jury & lui proposer les siens (en restant, bien entendu, dans le cadre du sujet
traité). Loin de s’affoler, le candidat doit alors profiter de I'occasion qui lui est
donnée de faire preuve de sang-froid et d’intuition ; il va de soi quon n’exige pas
de lui la méme virtuosité que s'il s"agissait d'une question préparée et que, dans
certains cas, on admet volontiers qu’il ne fournisse qu’une partie de la solution.

Voici, & titre d’exemple, trois exercices proposés au cours d’exposés sur la
divisibilité des polyndmes, sur le théoréme du point fixe et sur les notions
d’application linéaire continue et de norme :

— Pour tout polynéme PE€ K[X], P(P(X)) —X est divisible par P (X) —X.
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