11.6.3. LES NOTES (sur 40)
Candidats (671 copies — Moyenne : 7,9/40) :

n<4 [4<n<9|9<n<14{14<n<19 [19<n<<24 [24<n<<2929<n<<34 134<<n
318 89 125 79 28 22 6 4
Candidates (342 copies — Moyenne : 6,2/40) :
n<4 [4<n<9(9<n<14114<n<19 ._OA:AML 24<n<.2929<n<<34|34<n
169 84 63 26 ) 2 0 1

1.7 TEXTE DE L’'EPREUVE DE MECANIQUE GENERALE

MECANIQUE GENERALE

Il sera tenu le plus grand compte de la présentation et de la rédaction
des copies.

2 »

Les candidats sont priés de respecter les notations de I’énoncé et
de n’employer aucune abréviation abusive.

L’unité d’angle est le radian; le temps est désigné par .

On considére un systéme matériel (X) constitué par un nombre
fini n (n > 3) de points matériels M;, de masses respectives m,
(=1, 2, ..., n) qui se déplacent par rapport  un repére absolu aﬁ
en s’attirant mutuellement en raison directe de leur masse et en raison
inverse du carré de leur distance, les unités étant choisies de telle
sorte que le coeflicient de proportionnalité soit égal 4 I'unité; ainsi la
résultante des forces qui agissent sur le point générique M, est :

=~
< m; 2

M;II.IIIVI”WZLS\

i=1 __ZLS“ __

i%i

|v
Fi=my

PREMIERE PARTIE

On suppose que le centre dinertie O du systdme matériel (2) est fixe
par rapport & (R) [ce qui ne restreint pas la généralité] et on se propose
d’étudier les mouvements de (Z) au cours desquels la figure formée
par les points M, reste semblable & la configuration initiale.

En vertu de cette hypothése, on peut poser :

OM,=A(t)s; (=12, ..., n)
S

ol les __ &: sont constants et A est une fonction positive du temps ¢

£
inconnue @ priori, supposée deux fois continiment différentiable.

La figure constituée par les points y, définis par Alu.m“ = o.uw (1<i < n)
est alors de forme invariable et on appelle (S) le solide Sictif, dit associé
4 (%), constitué par les points p,, Py -5 by affectés des masses m,,

Mys . .., My respectivement. On désigne par Oxyz (de vecteurs unitaires
>

%, ¥, z) les axes centraux d’inertie de (S), par A, B, C les moments d’inertie

de (S) par rapport aux axes Ox, Oy, Oz respectivement, par o le vecteur
rotation instantanée de (S) dans son mouvement par rapport & (R)

On introduit le vecteur Q et 1a variable v définis par :

> -

Neo=0; d=2nNd~

et on pose :

- - - - - — - .
Q=px+qy + rz ; =ax+bytez (=12 ...,n),
les a;, b,, ¢, étant évidemment des constantes.

-~

Sy

En vertu de I’hypothése de similitude, on peut aussi écrire :
A«"Q.u Mu PRPRY §v ’

lv
ol les F, sont des vecteurs constants par rapport au solide associé (S);
_on pose :

W‘u”xnluﬂl*l%.“u\l_l N.NN ’

I

© En appliquant le théoréme du moment cinétique au systéme (Z),

er que p, ¢, r, considérés comme fonctions de t, sont solutions
stéme différentie] :



dg

>N~N+Anlwv@~"ow B +(A-Cp=0;
dv d

P
CI 1 (B-A)pg=0
T

20 Montrer que le vecteur accélération I'; du point M, dans son mou-
vement par rapport & (R) est donné par la formule :

“(3)

dr?

18) vl

1= |- 1
.M.b m*+.ﬂ. &\q R

<l

+

ou Q° désigne le carré scalaire de m; m.mv le produit scalaire de %)

- [da - dQ N
etde s;, | x s; le produit vectoriel de = par s;
dr T

K R
a9 dQ dQ :
bien entendu, | — =A| — s | —— étant la dérivée
dv a ds A de A

temporelle de a par rapport & (R) .

30 Ecrire les équations obtenues en projetant sur Ox, Oy, Oz P’équa-
tion vectorielle traduisant la loi fondamentale de la mécanique pour
chaque point M.

On é&liminera de ces équations les dérivées de p, g, 7 par rapport & «©
en utilisant I, 1° et on introduira, pour simplifier 1’écriture, les notations
«, B, v définies par

B-C=¢A , C—A=BB , A-B=yC

II

Dans cette section II de la premiére partie on considére le cas oi les
n points M, sont alignés.

On suppose que la droite qui les porie est I'axe Oz, de sorte que
A =B, C = 0. On supposera r = 0 et I"on expliquera pourquoi cette
hypothése n’est pas restrictive.

10 Monirer que p et g sont constants.

Dans ce qui suit, on choisira les axes Ox et Oy pour que g = 0.

20 Que peut-on dire du mouvement, supposé possible, du systéme
®?
Calculer A en fonction de = et en déduire que ¢ s’exprime en fonction

de 7 au moyen de fonctions élémentaires (le calcul effectif de ¢ en fonction
de 7 n’est pas demandé).

© 30 Expliciter les Z; en fonction des m; et des c; .
On suppose que les masses m,, m,, ..., m, sont données.

gowﬁdn que la m&ﬂ.ﬂmnﬁ?n de ¢,,¢,, ...,c, conduit au probléme
suivant : rendre minimum

b my my

A
1<i<n, 1<j<n, i#j _a*l&_

n
e LY .
sous la condition N m; c? = constante. En déduire que le probléme

i=1

admet au moins une solution.

I
Dans cette section III de la premiére partie, on considére le cas ol les

1 points M sont dans un méme plan.

On suppose que ce plan est le plan x0y .

1° Démontrer que les quantités :

) Lo el
2 (e A 1 rq
ger tR @A) a5

2 4 &u et E.

X sont indépendants du temps.
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Deux cas sont done & examiner :

@. A=constante : montrer que ce cas n’est possible que si ’on
a en méme temps p = g = 0,

b. p=¢g =10 : que peut-on dire de la direction du plan xOy
et de r ? Calculer A en fonction de .

Que peut-on dire du mouvement, supposé possible, du systéme (Z)?

3° Les masses m,, m,, ..., m, sont supposées données.

Ramener 4 un probléme de minimum 1ié (voir II, 39) le probléme de
la détermination des points ., dans le plan 20y et montrer que ce der-
nier admet au moins une solution.

4° Examiner le cas n = 3. Montrer que le triangle formé par les
points doit &tre équilatéral.

v

Démontrer que le cas ol les n points M, ne sont ni alignés, ni
coplanaires est impossible.

[On pourra montrer, & partir du I, 3°, que si les points M; ne sont ni

alignés, ni coplanaires, p, ¢, r sont proportionnels a a\ A, puis en utilisant
les équations du I, 1°, qu’on est conduit & une impossibilité.]

DEUXIEME PARTIE

Les fonctions intervenant dans cette question sont supposées suffi-
samment réguliéres pour que soit assurée la validité des calculs.

Définitions préliminaires.
On considére le systéme différentiel :

) &y,

7 (=12, ..., n)

olt les X,; sont des fonctions scalaires des n variables scalaires
Xys gy ey Xy,

Soit f une fonction scalaire de #, , Ky covy Xy

On appelle dérivée temporelle de f par rapport au systéme différen-

Df
D:

tiel (1) et on note la fonction de %, , %,, ..., %, :

D: ) 3y
i=1

O _ v 2 x,

Soit maintenant le systéme de m équations (m < n) :
Q) Sy Ty s %) =05 falr, Xgs very %) =0; s S (®ys Xgseny %) =0

Si ces équations entrainent

0,2, ., P,

D: Dt

s

on dit que le systéme d’équations (2) est un systéme de relations inva-
riantes par rapport au systéme différentiel (1)..

[Alors toute solution de (1) qui vérifie les équations (2), pour une valeur
o de £, les vérifie pour toutes les valeurs de ¢]. .

‘. 10 Soit un systéme différentiel de la forme, dite canonique :

dg, oH dp;  H
' 2q;

dt p, dt

va Au.“ﬁu Nv ey §v

oli H est une fonction des 2n variables

915 925 --+5 Qns Py> Pas ++vs Pp-

Montrer que H est une intégrale premiére du systéme (3).

.29 On suppose dans ce qui suit que le systéme (3) admet en outre une
eldtion invariante :

.\.AQuu Q&u tre s Qﬁuﬁﬂv@ﬂu e uhgﬂ«v"o

t que cette équation (4) peut &tre résolue par rapport a p, :

Pi=9 (91592 -+ s qns Pas - > Pn)

On pose
15925 +++5s Gns Pas ...uﬁuv"
1> Gas <> Gns P (91> Gas +vvs Qns Pas ves Pr)s Pas ...wmv:v
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.e

Etablir que K obéit 4 1’équation aux dérivées partielles

oK « /¢ K
+
o X

2q; op;

2¢ 2K

op; 9gq;

©)

30 Montrer que le systéme de 2r—1 équations :

Di=9 (915 Gas ++ s Qus Pas ++ s Pn) s
2K qu
24; p;

est un systéme de relations invariantes par rapport a (3).

©)

=0; 0 (j=2,3,...,n)

p (2% D (2=
’ q; _ by
On pourra montrer que : D et D: sont
’K ’K
des combinaisons linéaires des —— et — (2=2,3,...,n)
oG O Pn

1l existe alors une famille de solutions de (3) qui vérifie les 2n —1 équa-
tions (6). Montrer que la détermination de cette famille se raméne a une
quadrature.

4° Montrer que cette famille de solutions de (3) réalise I'extremum
de H sous 1a condition £ (g, @os --+s Gns P1» Pas «+-s Pn)=0.

I

On reprend dans cette question le systéme matériel (X) du préambule
dans le cas n = 3 et on suppose que les trois points M,, M,, M, se meu-
vent dans un plan rapporté d des axes orthonormés I X, I'Y liés au repére
absolu (R). On appelle (£,, 7,), (€., M,) les composantes sur IX et

1Y des vecteurs MM, , M M, .

1° Montrer que la fonction des forces d’attraction U ne dépend que
des £,,n; (i=1, 2) et que les équations du mouvement de M, et M,
autour de M, peuvent s’écrire :

/
\ " m, ” " ud
m S =
ﬁmﬁ m, + m, + m, AspmunTSnm wv um;.
(i=1 2)
35=.| my As " +m \\v|| oU
., (N .5..i~|+|~§u +|3|u. 1M1 27 2 I
(les accents désignent des dérivées par rapport au temps).
2° On pose :
1 NJ 12 ’2
EHM 2 mi(E2+77)
i=1
1 2 2 2 2
" Smamrmy| | 2mE) o  Zmeli) -
i= i=1
oH oH
Ty = Kj=—r (=1, 2
1 nJm ; 1 05 ; v

Interpréter H et en donner 'expression en fonction des &,
T, .X* .

Nis

Montrer que les équations du mouvement de M, et M, autour de M,
peuvent se mettre sous la forme canonique [voir 1, 1°].

2
Prouver que M (£; L;—=n; ™;) est une intégrale premiére du systé.

i=1

i=1

itraire, comme une relation invariante par rapport au systéme cano-

e de solutions i deux parameétres du probléme plan des trois points
ériels s’attirant suivant la loi de Newton.

n montrera que la figure formée par les trois points reste de forme
riable et, explicitant U en fonction des &,, %;, on retrouvera des
tats obtenus dans la premiére partie II et IIL

5

3
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11.8 RAPPORT SUR L'EPREUVE DE MECANIQUE 8.3 RESUME DE LA SOLUTION

uestion I.1.

11.8.1 THEME DU SUJET Le moment cinétique absolu de (Z) au point O est évidemment constant par

On sait que Lagrange, dans un mémoire célébre, a montré que le probléme apport 2 (&) :

des trois corps se laissait résoudre élémentairement si la figure formée par les trois
points restait semblable & elle-mé&me au cours du temps. Sa démonstration était
trés compliguée (voir le tome | du «Traité de mécanique célestey de Tisserand)

et Lagrange pensait qu’il était impossible de la simplifier si I’on n'admettait pas

a priori que les trois points se déplagaient dans un plan fixe. En 1933, Carathéodory
a montré que Lagrange avait surestimé la difficulté et a donné une solution simple
et élégante de la question. C’est une solution quelque peu modifiée et généralisée e sorte que 'on a :
(voir I'ouvrage de Hamel : Theoreksche Mechanik ) qui constitue la premiére partie s . N
du probiéme. Eile ne fait appel qu’a des connaissances de mécanique et d'analyse L Ty =

du niveau du premier n<o_m“.u_u ) i uM_ mi st x (S xs) = 4

'}

La seconde partie est consacrée a la mécanique analytique. il s'agit du théorém

de Levi-Civita sur la recherche de solutions particuliéres d’un systéme canonique e qui peut s'interpréter ainsi : le moment cinétique en O du solide fictif (S)

autonome quand celui-ci posséde des relations invariantes en involution (en fait dans pposé animé de la rotation instantanée £ est constant dans &.

—

le cas particulier ou existe une seule relation invariante) et de I'élégante application 5 > >
Ona: Apx +Bqy +Crz =%

gu’en a faite son illustre auteur aux solutions de Lagrange de rotation du probiéme
plan des trois corps.

‘ @\ Q
rivant que A& v% 0, donc que A& vm + W xQ
11.8.2 REMARQUES GENERALES
] . ; L L ‘obtient les relations demandées.

167 candidats ont composé en mécanigue. Malgré une légére amélioration par
rapport a I’an dernier (due, peut-étre, a la facilité de certaines questions), les résultats
sont médiocres. N _

e théoréeme de Coriolis donne :

Aucun n’a montré que, dans les sections |1 et 111 de la premiére partie, les a2N . R d\ s d 8 R
points M; décrivaient des coniques de foyer O suivant la loi des aires. r §; + 2 w x 7 s; + T X v:: + o xl@ x As;)
De trop nombreux candidats ont parlé de rotation instantanée du systéme ( 2 ) et

] g . . ’ . ->

ont calculé son moment cinétique absolu en O comme s'il s’agissait d’un solide. t d'introduire § et T et dutiliser la formule du double produit vectoriel.
Rares sont ceux qui ont obtenu les résultats demandés dans le 1) de {a section 111 : .

. f . . sy . nd 1 -+
dela premiére partie. 1l suffisait pourtant de constater que les quantités considérées ojetant m; H,N..h P = o 5. sur Ox, 0O y Oz et remarquant que,
satisfaisaient & deux groupes de n équations linéaires & ceefficients constants et - A
que, les M; n’étant pas alignés, deux équations de chaque groupe étaient indépen- l,1),ona N
dantes. En ce qui concerne la seconde partie, les candidats, dans leur grande majori dQ2 -

. = aqrx + Brpy + Yrqz,
se sont arrétés au 2) du . dt /@

55
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on obtient : .mmmmzm:ﬁ par K leur valeur commune, on a :
1
a (<)
A 1 rq rp X; 1 k
- +o @+ ) g (1=l +— (1 +B) ;=L (i=1.2, —=— [1+ecoslpygr+6)] (€,8 = Cres)
. dr? A q i A Y10; \ m 3 m; A ﬁom _” Do ”_

L'intégrale donnant £ (7) porte sur une fraction rationnelle de cos (po 7 +6 ),

et 21 autres équations par permutation circulaire. . 1z .
donc se calcule au moyen de fonctions élémentaires.

Question 1.11

3)Ona: n
, G — ¢
Les points gm étantsur Oz, r n'a plus de signification et peut &tre pris nul. NN. = SN.N. M 1 mg le:_c. |3
2! i ¢
- j#i
1) L. 1) donne p = py = Cte , q=qo = Cte. {estalorsliéa Oxyz et paralléle
auplan x Oy ; les axes issusde O per endiculaires 3 Oz étant tous centraux . .
..n P AP perp = Ces relations m; ¢; k = — Z; s'écrivent donc :
d'inertie pour (S), on peut prendre Ox paraliéle 2 2, donc q =0.
-
2) Soit M; le point de plus grande cote. % |, résultante des attractions de M, , k 0 m me? 4+ 0 5 mpmy 0
M; ... M,, sur M; etlaxe Oz sont de sens contraire : en outre - de¢ j=q ' de; 4 e - ¢ _
nd - -+ Nn\h\
' - m._. Nu z Nu __.m.u. =N -+
= = = 4
1 A? 22 OM? On est donc ramené au probléme : chercher I'extremum de :
m; m; - i 2
. e o . . > L1  souslacondition X m; ¢; = constante.
Tout se passe donc comme si g~ etait soumis & une attraction newtonienne . . le; — e | i=1 —
. . . . . 1 -
delapartde O ; M; décrit donc une conique de foyer O suivant la loi des aires ; : 7 7
les autres HSN. décrivent des coniques homothétiques.
-
- 2 Po = . . . Les " étant positifs, il ne peut s'agir que de minimum.
(Remarquons d’ailleurs que «w = 2 = e X . La vitesse angulaire de rotation le: —¢: | ’
1Y
Po 2 22 .cest bi
de Oz est w= — ,desorteque OM?.w = p, lis; 12 = constante:cest bien
X m;c;® = Cte montre que les _mN. | sont bornés, donc aussi les _a.N. — ¢ l;
la loi des aires).
. S, . suite, X i est bornée inférieurement par un nombre strictement
Puisque ¢; = b; = 0, X; =Y; =0, les2n premiéres équations du 1,3) o, _&.I ¢ |
sont identiquement vérifiées ; les n autres s'écrivent : i mm j
n n n
a2 Hv . if quand ¥ mjc;% = Cte. L'ensemble] T m; ¢;®=Cte, T m;c;=10
X N Po”  _ Z (i=12..n) i=1 i=1 i=1
dr? A - m; ¢; ot ;
m; m;
A gompactet X _ i} _ étant continue sur ce compact sauf aux
Ce mouvement n’est donc possible que si les — ! sont égaux (voir 3°). : ipj o 'a—q
m; ci i
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points ¢; = ¢ o elle est infinie, un raisonnement classique montre que

atteint sa borne inférieure.

Remarque

Le cas ol la figure reste égale 3 elle-méme est possible.

2 2
Po =k avec k = Po
Ao

1

2

X = Cte = A, est solution de E +
dr? A

est alors constant et le mouvement de chaque M;

W = est circulaire

Po
>ou

uniforme.

Question 1.111

Danscecas,onac; = 0, Z; =0 et C= A + B qui entraine a=-1,

A-B
b=t7=Zx3F

1) Les n équations du dernier groupe de I, 3) sont identiquement vérifiées ; les autres

s'écrivent :

1
d? (—) X.
A 1 2 2 pq _
- i . 1 =) b; =t
772 +ys +xy$+yA 7) b; -

(i =1,2,.n
a( ! )

pq X Ve, ol Y
IVr' (1 +J\vﬁ~| Q.ﬂN + ﬂ (r +Nuv ﬁu”*%l

1

Les HSN. n’étant pas alignés, deux équations de chaque groupe sont siirement
indépendantes, ce qui entraine le résultat demands.

| d Ilmm + 0 IIQQ 0 ar 0
= , —-mwp=0, — — = ,
2) L1) donne 77 qr a7 1 e Ypq
2 2
- pq
donc p? 4+ g% = Cte. 111, 1) donne P Y 7 _ Cte, -~ = Cte,
2 2
+

donc P Va = (Cte

~a) N\ = Cre entraine, par Ill, 1) : g2+ 72 =Cte, 1+ p? = Cte
—>

Comme p? + g2 = Cte, ona P, q,r constants, donc £2 est lié 3 (S), et par
L8 =
W = % §2 est donc porté par un axe central d'inertie de (S).
S
Si £ estparallélea Oy (resp.Oy ), g=r =0 (resp. p =r = 0) et,

-
dapres I, 1) X; =0 (resp. Y; = 0) 7 <F ; estparalléle 3

suite aussi

qui est impossible pour des points non alignés sur Oy {resp. Ox ). Reste £2

_parallélea Oz.,donc p =q = 0.

b) Si p =q =0, & aune direction fixe dans (S).doncdans (R) ; Ia
dar
direction du plan x Oy est donc fixe dans Vespace ; en outre mmlw —-Ypqg =0
entraine r = Cte,
Les équations du |11, 1) donnent done : v
1 .
2
T PSS Yi (i=1,2.n)
dr? A m; a; m; b; T
. X; Y;
Le mouvement n’est possible que siles — et — sont
m; a; m; b;
aux {voir 3)}. Si % est leur valeur commune, ona
= [ hecosrr+a)]
-_— = — €cos (r7
A r?
Lesrelations —m; ¢; k =X ;, ~ m; bj k =y; entrainent
- sm. k -
ﬁmwu. = - VrN hN.
2
passe par O ; elle est dirigée vers O, car k = valeur de ~ quand

¢
{rv+8)= 0, est positif ; |l &; | est inversement proportionnelle a OHSNN.

gm décrivent donc des coniques de foyer O suivant la loi des aires.

Oy (resp. Ox), ce
—
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s points sont animés de mouvements circulaires uniformes de vitesse angulaire

(my + my + mg) Y2

iai k= X;,
w=1=
(cdté du triangle) ¥2

: rendre minimum

3) Il suffit d'expliciter X;, Y; et de porter dans les relations — m

“Question 1.1V
Considérons les équations du |, 3). Puisque les HSN. ne sont ni alignés, ni

coplanaires, I'un des déterminants formé avec les a;, b;, c; estdifférent de zéro;

—m; b; k = Y;. On est ramené au probléme
¢; sont donc constants.

sous la condition

3 mi; 5\
i, i  llaj—a;)* +(b; - \.\N__\N
jFi
n
z m; (a2 +b;?) = constante. es coefficients des a; , b; ,
i=1
. Enoutre 1 &, 1 3, 1 = v sontdifférents de zéro {par exemple,
4) Dans le cas n=3, en posant Sij = [(a;- .N.\u +(b ;- w\\uu / , ) )
ona: 1—a= M\\A y2dm > 0).
il vient : 3 myfas—a:) s (bi—by) S
ka; = 3 TTH! gy -y ZUOITOP pq  qr rp : -
r o : Donc . . sont constants et par suite, on peut écrire
=1 sy i=1 s 353 AT T m
jFi jFi —_ .
. 3 wo/\y.auao/\w‘ r=rog /N ( Po» Go,ro constants).
mo_ﬂ?m:ﬁ ces relations pour i = 1,2 et utilisant Z mja; =0 et
s i=1 Le relation »Pm.vn + Bg? + Cr? = Cte tiréede |, 1) entraine alors
X m; b; =0, onobtient: constant ; donc §2 et & sontliésa (S), donc sont portés par un axe
i=1 entral d’inertie. Pour fixer les idées, prenons Oz ; alors py =g =0 et
m my+my ], 1 1 ) 3} donne NN. = 0, ce qui est impossible, car les points Mj nesont pasdans
k——— - 1ok Myl —— ~ —— |5 =0 plan x Oy.
5712 $313 5712 5713
Question I1. |
1 1 - my my + L) ’ > .
m —_ = = |8 + k-5 - s, =0 3 5 i
1 3 Hp amnu i ] $3 2 hmnm 2 Ce résultat est classique.
+ o Dérivant p; = @ par rapport au temps, on obtient :
Comme s; et S, ne sont pas paralléles, les crochets sont nuls.
dpy dp dq, | T dyp  dgj d¢  dpj
| a ag @ 2, \ag, @ Tép a
Done 513 = 553 = 533 et My M, M3 estéquilatéral ;de plus dt a1 P j=z2 aj d Pj
my + my + m3
: Ainsi toute solution de (3) qui satisfait & (4) vérifie :
3H 29 9H " [dp 03H adp oH
94, 0q: Opy j=2 \9q; 0p; 9p; dq; |
61

k =
3
.m~.~.
Ao

Le cas ol le triangle reste égal a lui-méme correspond & A\ = Cte =




11 suffit d’utiliser les relations entre les dérivées partiellesde K etde H

Le systéme ( X ) est & 6 degrés de liberté ; si on prend pour paramétres
pour obtenir {5).

i:M; etlescoordonnées X,Y du centre d’inertie dans I1XY, on trouve pour
I"énergie cinétique absolue :
3) p; = @ est, par hypothése, une relation invariante.

1 2 72 .2 1 2 r 2
On trouve facilement : T 9 N.M_ mi (§;" +n; VIM\5_+§~+S.{ AN.W_SN.MN.V
D (aK\| aH K W K 9y K 93¢
Dz ldgq; Op1 | 99391 5—,\3q; 0qy dpy dq;j dpy dqy, (2 my w3) 2|+ (my o+ my + ma) (X 4 Y7)
i=1
n K oK K 9K

+ 3 -
h=2 \ 3q; dqp  3py  94; dpp dqp

Les équations de Lagrange se divisent en deux groupes. Les équations en Xet
Ysont X' = Cre, Y' = Cte, ce qui est bien connu ; les équations en §;.m; sont
celles de I'énoncé. Ainsi, pour écrire les équations du mouvement relatif de

Dérivant par rapport 3 q; la relation M; et M, autourde M3, on peut «laisser tomber» dans T le terme en

(my + my + m3) (X% +Y72).
(5) oK + M: dy oK dyp oK 0 .
. 9q, n=2 \04p dpy dpp dqp 2) Ce qui précéde donne I'interprétation de H et montre que I'on peut mettre sous
la forme canonique (dite de Poincaré) les équations du mouvement relatif.
oK oK :
on voit que le crochet est une combinaison linéaire des vl et 3 , cequi On trouve facilement :
qp Dp
. . 2 1 1 2 2
démontre le résultat. > a.w + XW + — z @ 240 3 X; 2 |l-U o
i=1 2my 2m3| \j=1 i=1 -
Il existe donc une famille de solutions de (3) vérifiant (6). On la détermine en
tirantde (6) g3, ..., 4y, D1, Dy enfonctionde g, et en portant dans _O: aalors :
dq, oH Mnu ou oU oU oU
N = Mmﬂ . €e qui donne g, en fonction de ¢ par une quadrature. i=1 AMN.XN.I i q:.v = mn 0N - ﬁ &2 mﬂn m M mmn
4) T lution de la famill | oK oK (h ww ) i
oute solution de la famille annule et —— = 2,3, ..,n) etaussi > > >
S K 3q p opp Le second membre est le momenten M3 du systéme ( F#, % , %) ;
r by s H H I 2
mlf d'aprés (5) , donc rend extremum K, c’est-a-dire réalise 'extremum de H tdoncnul, T (&5 %; — n; ;) estdonc Mintégrale premigre du moment

sous la condition f = 0.

Question 11,11 En prenant comme relation invariante f = X (§;x; — n;7;)—k=0,1a

1 Ona: U = i + 2 > 1 s ™M d'ol le résultat thode du | fournit une famille & deux paramétres ( & et la constante d‘intégration
My ™, | v, ™5 | ] urant dans I'expression de ¢; en fonction de ¢) de solutions définies par :
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8H _  f _ oH LI
— — ——— = —— 8 U =
wMN. wq:. wﬂ: wsm A
oH af oH of
——-w — =0 -w —— =0 (B)
0 m; om; dXi dX;
oli w est un multiplicateur.
. aH
Dans les équations (B), on remplace f par sa valeur, ml; par
L
d¢;  9H i
— et —— - :
o 3% par el il vient
28 o =0 ;2 =
at Lo Al A

M, et M, sont donc animés autour de M3 de mouvements circulaires de vitesse
anguldire  , a priori non constante. Donc la figure formée par les trois points
reste de forme invariable. Si on tient compte des expressionsde H etde £, les
équations (A) s"écrivent :

oU 0 oU + 0
—— —wX; = ;- wT; =
ok; ! an; !
et par suite, les équations { B } deviennent :
oU m; oU oU
— + z . 2 B, =
55 T m GE, tap, ) T bSO

et une analogue avec les 1;

On pose :

Duwﬂ m%. +5_n : Dnn Hmnn +3nn ;N HAMHIMNVN.T:‘:ISNUN.

de sorte que :
mg3 my

A,

my ms

N

et les équations deviennent :
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my + m mo 1 1
+ 7 2 le am | — - — | £E,=0
3 3 1 2 3 3 2
A, A 2 A
1 1 mMaq + mi my
m|gs- a6t Tar e R
1 2
et deux analogues avec 17, et 7,
Bien entendu, A, A, , A, restent constants.
On distingue deux cas.
1er cas — Les points sont alignés
On ne restreint pas la généralité en prenant M, entre M et M, ;
3 n A
alors Ay = A + A, et —L =L =1
Mn SN DN
Les équations deviennent : .
ms +m m ms
pwr= T2y Ry T
A3 A3 N3
1 2
miq ma + m3 mo
A, 0? = — + - -
3 3 3 -
2 A A, A

Ecrivant qu’elles sont compatibles, on obtient une équation du be degré pour

.Wb. et le théoréme de Descartes montre aisément qu'elle a une racine positive

bHD

et une seule. Dongc si les masses sont données, on obtient une famille de mouvements
3 deux paramétres : A et I'angle fixant la position initiale de la droite portant les

points.

2a cas — Les points forment un véritable triangle

£,

£

n
M,

= , de sorte que les ceefficients des mm , M; sontnuls;

Alors @
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donc :

D”DH - DN

my + my +m
w? = ! 2 3 = constante

Dw

: le triangle est équilatéral

On retrouve les résultats obtenus dans la premiére partie du probléme dans

le cas A = constante.

11.8.4 LES NOTES (sur 40)
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Candidats : 167 copies ; candidates : 73 copies

0 13 5 62310 11315
Candidats : 17 60 47 27
Candidates : 20 27 12 5
16320 213425 26 a4 30 31340
Candidats : 12 3 1 0
Candidates : 6 3 0 0

11.9 TEXTE DE L'EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

INTRODUCTION

1° Soit (Q , /) un espace mesurable et T un sous-ensemble de 1a
droite réelle R ; on appelle fonction aléatoire réelle (en abrégé m.m.n..v,
construite sur (Q , /) et T, toute application X de T x Q dans la droite

réelle achevée R(=[—c0 , + o0]), telle que, pour tout ¢ de T I"appli-
cation X, définie par

(Vo eQ) Xio) = X(t o)
soit mesurable de (Q, %) dans (R, B) (ot B désigne la tribu boré-
lienne de R).

20 Soit P une probabilité sur (Q, &); une fa.r. X construite sur
(2, o) et T est dite du second ordre relativement & P si et seulement si

~

(VteT) g: (X,)?dP <o

S’ 0’y a pas d’ambiguité sur P, on pourra :
— dire plus bri¢vement que « X est du second ordre »;

— noter, pour toute variable aléatoire réelle (v.a.r) Y définie sur
(Q, F), et intégrable par rapport a P E (Y)= [YdP;

— noter m I'application de T dans R définie par
(VteT) m(t) =E(X,), et I'appeler moyenne de la far. X;

m(t) = 0;

— noter K Vapplication de T x T dans R qui, & tout couple (s, z),
associe 1a covariance des v.a.r. X s et X; et Pappeler covariance de la

far X;

— commettre P'abus de langage consistant & confondre Pespace des
v.ar. de carré intégrable et celui de leurs classes d’équivalence pour

Pégalité P presque stire (on le notera L¥(p)) .

— dire que X est centrési ViteT

3¢ On rappelle qu'un noyau symétrique de type positif sur un sous-
ensemble T de R est une application n de T X T dans R telle que

@ (@EeTxT

(if) pour toute fonction réelle a sur T nulle sauf sur un ensemble
fini de points on a

nis,t) =nf(,s)

M a(s) a(t) n(s,¢) > 0.

(s, 8} €ETxT

Soit P une probabilité sur (Q, Fb) et X une f.a.r. du second ordre
construite sur (Q , fb) et T.

10 Vérifier que K (s, ¢) est un noyan symétrique de type positif.

20 Pour toute fonction réelle a¢ nulle sauf sur un ensemble fini de

points de T, M a(t)X; est une v.ar. de carré intégrable ; Pensemble
teT

de ces variables forme un espace vectoriel L (X, T). On appelle espace
engendré par X, pour la loi P, la fermeture Hy (X, T) de L (X, T) dans
L*(P) [s'il n’y a pas de risque de confusion on notera cet espace Hp].
On appelle f.a. gaussienne une f.a.r. du second ordre telle que L (X, T)
soit formé de variables de Laplace-Gauss (toujours pour la loi P). Vérifier
que Hp est formé aussi de variables de Laplace-Gauss. Cet espace s’appelle
Pespace gaussien engendré par X.
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