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1.5 TEXTE DE L’'EPREUVE D’ANALYSE NUMERIQUE

On se propose d’étudier différentes questions, relatives & des systémes
différentiels & retard, avec ou sans contrdle. Les notions utiles, non
classiques, sont définies dans énoncé. Pour simplifier, on considére
seulement des systémes différentiels linéaires, i coefficients constants.
Aucune considération n’est demandée sur les algorithmes qui seraient
nécessaires pour calculer, de fagon approchée, la solution de certaines
des questions posées (par exemple Q. 17).

Dans tout le probléme, les notations suivantes sont utilisées :

__ ] étant un entier positif quelconque, un élément de R! est une
colonne a I éléments. I, désigne la matrice unité & [ lignes et I
colonnes.

— Si M est une matrice carrée quelconque, tM désigne sa transposée.
— 1*(a,b; R") désigne I'espace des (classes de) fonctions d’une

variable réelle, 3 valeurs dans R!, qui sont intégrables au sens de

Lebesgue sur T'intervalle (e, b) de la droite réelle.
Soit le systéme différentiel (1) :

@ X0

dans lequel :

—AX()+BX@E-h+FQ

__ 1a variable indépendante réelle ¢ sera appelée le temps;

__ h est une constante donnée, positive (le retard);

—_ A et B sont deux matrices données, 4 termes réels cons-
tants, & n lignes et n colonnes;

__ F est une application donnée, de [0, + o[ dans R™,
localement intégrable au sens de Lebesgue;

_. X est une application inconnue, de [-h,+ o dans
R™, astreinte a &ire absolument continue pour t > 0,
et & vérifier (1) pour ¢ > 0.

1
On se donne X, e R™ et embHAlm,cwWJ.

Q. 1 Montrer que le probléme :

.mﬁo.wmw.owﬁ X satisfaisant (1), et vérifiant les conditions
initiales « épaisses » : X(0) =X, , X(t) = o (¢

tout ¢ de (—4, 0) ’ )= () pour presque
posséde une solution, et que celle-ci est. unique pour ¢ > 0

Omﬁw mwwcﬂob sera notée ) X(.; X4, ¢, F). Dans tout le probléme,
une solution de (1) sera toujours supposée correspondre 4 des conditions
initiales épaisses, du type décrit ci-dessus.

En particulier, on supposera toujours que la restriction & [— 4, 0]
de toute solution de (1) appartient 3 L*(— 4, 0 ; R").

Q.2 o_oumbm cette question, on suppose que 1’application F est de classe
‘ sur Ho., + oof. Sim est un entier positif ou nul, montrer
que lapplication t+—— X(; X,, ¢, F) est de classe 8™ sur
Ho::w », + oof. Comment ce résultat est-il modifié si on ajoute
Phypothése : ¢ est de classe 8% sur [—A, O ?

(£ entier donné > 0).

oy s . .
Q.3 Montrer qu’il existe une fonction unique, K, de variable réelle :
\ »* by - )
ur—> K(u), olt K(u) est une matrice a termes réels, a n lignes

et n colonnes, vérifiant les conditions suivantes :

Kw)=0 pour <0
K@ =1,
u+——> K(u) est fonction absolument continue pour z > 0
dX(u)
&l:”ﬂ?&>+mﬁzl$w pour u >0
On notera que, pour 0 < u < &, 1’équation différentielle matri-
cielle, vérifide par K, se réduit 3 E = K(u)A
du )

Si X est une solution de (1), et si ¢ est positif, évaluer, de deux fagons
et en déduire

t
différentes, 1’intégrale ,\, K@E—-s) .I&IWE ds,
0 s

Pexpression de X (¢ ; X F
" H » ¢, F) au moyen de K formul
noanoun des symboles mmb&mummouv. Y (s formule obterue



34

I

Dans toute cette partie I du probléme, on prend, dans @) :

Ft) =0 pour t>0.

Soit p un entier positif donné.
Soient Y, € R* et embg —h, 0 ; W:v
SiX(.; Y,, ¢, 0) est la solution de (1) correspondant aux conditions
initiales épaisses Y,, ¢, on pose,
pour t€f0, k] et je{1,2... ,D}:
X, =X+ (i-1)k; Yo, @, 0)

Pour chaque t€[0, A], X (t) désigne le vecteur de mﬂv.:
dont les n premidres composantes sont celles de X,(¢), les n sui-
vantes sont celles de X,(f), ..., les n derniéres sont celles de

Xp(2) -

Q.4 Montrer que, pour t€]0, A[, X vérifie un systéme diffé-
rentiel de 1a forme (2) :

aX
@ L)

—AX(t)+B® (2)

ot A et B sont deux matrices constantes & pn lignes et pn colonnes
(2 déterminer), et ot ® a la signification suivante :

tefo, A, o (t) désignele vecteur de R?" dont les

Pour chaque Jons Tos

n premitres composantes sont les composantes de @(t—k),
toutes les autres composantes sont nulles.

Dans ces conditions, montrer I'équivalence des problémes (%,) et
(2,) suivants, dans chacun desquels Y,, Y,, ..., Y, sont (p+1)
vecteurs donnés de R*:

(®£,) On cherchegpeLl!(—%, 0 ; R"™) telle que la solution :

X(.; Yy, @, 0) de (1) vérifie les conditions :
X(jh; Yy, ¢, 0)=Y, pour j=0,1,2, ...,p

(2,) On cherche ¢ € L'(—-#, 0; R") (c’est-d-dire : on cher-
 che mwv telle que la solution X de (2), absolument conti-

nue sur [0, k], qui vérifie la condition initiale :

Y, | "y, ]
~ .M.H .&. a
X(0)=| - e , vérifie aussi la condition finale X (A) = | - —
- %.ﬁl 1| B %.ﬁ )

Le systéme différentiel (2) sera dit complétement contrélable si, a
tout couple de vecteurs Z,, Z, de R?™, on peut faire correspondre
une fonction ® (batie, comme il a été indiqué dans Q. 4, & partir
d’un éément p de L'(— &, 0; R")) telle que (2) posséde au moins

une solution ng définie sur [0, %] et vérifiant les conditions aux limites :
X0 =2z, Xh)=2,.

On notera qu’une condition nécessaire et suffisante, pouf que (2) soit
complétement contrdlable, est que 1’application : .

h
® Tl,\, elh=2 B @ (s)ds
[}

soit une surjection de L* (—~ %, 0 ; R*) sur R”" ,

Q.5 Montrer que, pour que (€,) posséde au moins une solution —
et ce, quels que soient les vecteurs Y,, Y,, ..., Y, — il est
nécessaire et suffisant que (2) soit complétement contrélable.

I

Dans toute ceite partie 111 du probléme, on suppose encore que, dans
(1), on prend F(t) =0 pour t > 0. On munit R" de son produit
calaire usuel, pour lequel la base canonique est orthonormée; on note
(v, v') le produit scalaire des vecteurs v et v'.

7 étant un réel positif, on dira que (1) est dégénéré i Pinstant ~
‘il existe g, vecteur non nul de R", tel que, pour toute solution
(.5 X,,9,0) de (1), le vecteur X(7; X,, @, 0) soit ortho-
nal & q.



Q.6 Montrer que, si (1) est dégénéré a Vinstant =, alors :

d’une part T > h
d’autre part (1) est dégénéré & tout instant postérieur & 7.

On dira alors que (1) est dégénéré a partir de Pinstant <.

N. B. — La résolution de Q. 6, de méme que celle de Q. 7 et Q. 8,

peut se faire sans utilisation de la matrice K, introduite en Q. 3.

n=3,

Q. 7 Exemple de dégénérescence. On prend
telles que :

«, B, y,d sont quatre constantes réelles,

ay=2, p¥=—2.

On envisage le systéme différentiel (ot %, ¥, z sont des fonctions incon-
nues, 3 valeurs réelles) :

dx(t) _ _ody(e) _ . dz(t) _
dt |.Q‘.v~ANVu |Ia|&wl l@NQv..T%.RA« Pv« dt ..IWQ\Q Pv .
2,
Montrer que, pour toute solution, on a d M“.‘ M& =0 pourt>2.

En déduire que le systéme différentiel est dégénéré a partir de Iinstant
¢ = 2. En considérant une solution particuliére convenable, montrer
quil n’y a pas dégénérescence avant Pinstant ¢ = 2.

Q.8 On étudie ici une généralisation de Pexemple précédent (et on
pourra s'inspirer de la méthode suivie en Q. 7) :

On prend
h=1:; n=mn,+n,+n; ol Ry, Ny, 7g sont trois entiers positifs

- H

A, B, B, ® sont des matrices rectangulaires données, & termes réels
constants :
# a n, lignes et n, colonnes;
® a n, lignes et n, colonnes;
© a n, lignes et n, colonnes;
@ a n, lignes et n, colonnes.

Ces quatre matrices vérifient les conditions :
=21, @Sﬂlmm.a

2

On envisage le systéme différentiel :

X, (®

7 =5 X, ()
dx
2l _gx,0+eX, 0~
X,
IIMN«'AWVI =X, (t—-1)

A

. .
ott les inconnues X,, X,, X, sont des fonctions 4 valeurs dans

n .
R*:, R"a, R"s respectivement.

g@ﬁuﬁ. que ce systéme différentiel est dégénéré exactement a partir
de Pinstant ¢ = 2.

On revient au systéme différentiel (1) général (mais avec F(t)=0
pour t > 0) et on réintroduit la matrice K (cf. Q. 3) et sa transpo-
sée 'K, en vue de résoudre Q. 9 et Q. 10.

Q.9 . Montrer que, pour que (1) soit dégénéré i partir de I'instant <,
il est nécessaire qu’il existe g, vecteur constant non nul de R7,
tel que tK(t)g =0 pour tout ¢ > 7 (ce qui implique en parti-
culier que K(¢) soit singuliére pour ¢ > <).

Inversement, si existent ¢’ fini positif et g, vecteur constant non nul
mm R", tels que *K(t)g = 0 pour tout ¢ > «’, montrer qu’alors (1) .est
dégénéré « au moins » 3 partir de I’instant 1’ + % (« au moins » signifiant
que (1) peut &tre dégénéré a partir d’un instant antérieur & ' + A).

Q. &%. De Q. w., .mmm&um que, pour que (1) soit dégénéré a partir d’un

instant mﬂF il est nécessaire que la matrice B soit singuliére. Mon-
< P , .

trer, & I'aide d’'un contre-exemple simple, que cette condition

nécessaire n’est pas suffisante.

Q.11 Mz woﬁw Z Mo R™ sera dit accessible & V’instant ¢ > 0, pour le
systéme (1), s’il existe une solution X(. ; X;, ¢, 0) d
que X(; X,, ¢, 0) =27 A o0 @2 0) de (s telle

Montrer que Pensemble des points de R™, accessibles 4 1’instant ¢
pour le systéme (1), forme un sous-espace vectoriel E(t) de R™.

Montrer aussi que, pour que (1) soit dégénéré i partir de I'instant T,
faut et suffit que la dimension de E(t) soit inférieure a n.



Q.12 On considére (1) ol A est la matrice nulle, et ol la matrice B
est singuliére.
Montrer que, s’il existe un vecteur constant g, non nul, de R, qui
soit orthogonal, pour ¢ > 1, & toute solution de (1), il s’ensuit :

g orthogonal 3 ImB
ol ImB= {UeR"| U=BV, VeR" }

En déduire que le systéme (1) n’est jamais dégénéré quand la matrice A
est nulle.

Q. 13 De Q. 12 déduire le résultat suivant :

Si A et B commutent (pour la multiplication des matrices), alors (1)
n’est jamais dégénéré.

On désire étudier maintenant un délai & la dégénérescence, c’est-d-
dire obtenir que celle-ci n’ait pas liew avant un instant donné T, lors-
qu’on choisit convenablement le retard h, les matrices A et B restant

Jfiznées.
Q. 14 Soit le systéme différentiel (3), & retard nul :

dY(z)

3 S =4 +B)Y()

ou A et B sont les matrices qui paraissent dans (1).

'Y est une application inconnue, absolument continue, de [0, + oo
dans R™.

Montrer que (3) n’est jamais dégénéré.

X, étant un vecteur de R™, on envisage la solution Y(. ; X,) de (3),
qui est telle que Y(0; X;) =X,. On envisage aussi la solution
X(. ; X5, 0, 0) de (1), qui correspond aux conditions initiales épaisses :
X, 0.

|| || désigne la norme euclidienne des vecteurs de R”, et la norme

correspondante des matrices 4 n lignes et n colonnes, i termes réels.

Avec cette norme on a donc :

||AU|| < ||A]|. ||U]| pour tout UeR"

Si T est un réel positif, montrer qu'on a, pour 0 <t < T :

| X(¢:X,, 0,0) =Y(;X,) || < k| X I-1|B _TW.H,:_>__+:m__+__>+w_:

Q.15 S5iT est donné positif, montrer qu'il existe H (T) positif tel que,
pour hel0, H(T)], le systtme différentiel (1) ne soit pas
dégénéré avant I'instant T. On pourra procéder comme suit :

Soit {X,, X;, ..., X, } une base orthonormée de R™. Pour
chaque t > 0, posons X;H)=X(; X;,0,0) (j=1,2, ...,
n). X(.; X;, 0, 0) est la solution de (1) qui correspond aux condi-
tions initiales épaisses X;, 0.

Montrer que, pour % inférieur ou égal 4 une certaine valeur H(T),
on a, pour tout t € [0, T] :

det (X, (), X,(0), ..., X,()) #0.

v

On reprend (1), ou F n’est plus une fonction donnée & priori, mais un
controle, c’est-d-dire qu’a chaque instant ¢ > 0, on peut choisir la valeur
F(z), de fagon que la solution de (1), correspondant aux conditions ini-
tiales épaisses X, , ¢, satisfasse, si possible, une condition finale donnée
(laquelle est & satisfaire au bout d’un temps fini; mais ce temps fini
n’est pas forcément donné i 1’avance).

Ce contréle F est astreint & satisfaire les conditions a et b :

a. Pour chaque T fini positif, la restriction de F 4 [0, T appartient
al(0, T; R").

b. F(t) € Q pour presque tout ¢ positif, olt Q est un compact convexe
donné de R™, contenant le zéro de R™.

On dira que le systéme (1) est contrélable & la fonction nulle, i partir
es conditions initiales épaisses X,, ¢ (avec X, # 0) si on peut trouver
un contrdle F, vérifiant a et b, auquel soit associé un instant ¢, fini
ositif, tel qu'on ait :

X(t; X,, 9, F) =0 pour tout ¢ > tp .

.46 Etude d’un exemple : n=~h=1, Q=[-1,+ 1}



L’équation différentielle (1), qui est une équation différentielle scalaire, 11.6.2. RESUME DE LA SOLUTION ET OBSERVATIONS

est ici : Les questions de la premiére partie avaient des solutions immédiates, si on

prenait d'abord la peine d’examiner ce qui a lieu pour t € [0, 2 |, et si on

procédait ensuite par recurrence sur m, pour chacun des intervalles [ m 7, (m+1)h]
Si I est de classe 20 sur 0, + oo [ et si de plus ¢ est declasse@ X sur | - h,0 [, alol
X (*; X, ¢, F) est 2 la fois de classe @™ sur |mh, + oo , et de classe

Em+h+1

&Iwwvl —x(t—1) 4+ f@)  (f est le contrdle) .

Montrer que, si on prend les conditions initiales épaisses : x(f) =1

pour —1<t<0, il est impossible de ramener x & la fonction
nulle, en un temps fini. sur |mh, (m + 1) k[, pour tout m entier positif ou nul.

aire, si on prend les conditions initiales épaisses : x () = Dans la seconde partie, on demandait, en Q — 4, d'écrire (1) sous la forme
Au contraire, 1 p

«éclatéey (2).

8 N

pour —1<t<0, indiquer un choix du contréle f, qui raméne

4 1a fonction nulle en un temps fini. Q-5 est la premiére question du probléme offrant quelque difficulté. La

condition énoncée est évidemment suffisante. Montrons qu'elle est aussi nécessaire.
~

Par hypothése, quel que soit (Y, Yy,..., Yp), (Z5) a au moins une solution X
laquelle vérifie

Q.17 Revenant au cas général, on suppose qu’il existe des contrdles
F, vérifiant a et b, et tels que X(; X,, ¢, F)=0 pour
t >ty (X, est supposé non nul).

I3

Pour X, et @ fixés (X, # 0), on peut ainsi, & chacun de ces contrdles F,
*  associer le premier instant ¢z, auquel X(.; X,, ¢, F) est ramenée
3 la fonction nulle.

K= ehAh £ (o) + \;N elh=s) KB & (5)ds
[

It suffit donc de montrer que : (Y, Yy, ..., Yo)> X (1) - P2 X (0)
Montrer que, parmi ces contrles F, il en existe un qui est oﬁwz.:mr
c’est-d-dire qui raméne X & la fonction nulle en un temps minimum

est une surjection de R(P+1/7 g RPT
(3 partir des conditions initiales épaisses fixées X,, ¢).

o

Or, la matrice e ha est réguliére, et on voit aisément que I'application linéaire, de

11.6 RAPPORT SUR L’EPREUVE D’ANALYSE NUMERIQUE (P+1)n gans ROV (Yo, Yy, ... Yo) > ePA X (1) — X (0) est de rang pn.

11.6.1. THEME DU SUJET

Le probldme d’analyse numérique, proposé cette année, s'écartait de I'étude
des procédés algorithmiques, pour attirer I'attention des jeunes mathématiciens sur
des branches de I'analyse appliquée qui sont actuellement en plein développement
et ont de plus en plus d'applications dans certains laboratoires de sciences expéri-
mentales : la théorie des équations différentielles & retard, d’une part ; la théorie du
contrble, d’autre part,

‘La troisigme partie du probléme était consacrée au phénoméne de la dégénéres-
cence, pour le cas de systémes différentiels linéaires homogénes, 4 coefficients
nstants, a retard constant. La signification de ce phénoméne est claire : pour
rtains de ces systémes différentiels, pour ¢ =7 (et plus généralement pourt = 7)

7

e solution est forcément dans un certain sous-espace vectoriel strict de R”.

La premiére partie de Q-6 a été résolue dans de nombreuses copies ; mais on ne
e que trés peu de réponses satisfaisantes a la seconde partie de Q-6. I est pourtant

Beaucoup de candidats ont été surpris par ce genre de probléme, si on en ple d’observer que, si 0 est une constante quelconque, supérieure 3 7, etsi X

juge par le nombre de copies blanches ou presque nulles. Le principal reproche,

L tne solution queiconque de (1) homogene, alors X est une atitre solution, oti on
qu’on peut adresser & la grosse masse des candidats, c’est que, devant une situation

Xopar : X(t) =X (t+0-1)
c: (X(1),q)=0, ,

41

nouvelle, ils ne savent pas adapter leur connaissance des mathématiques, et perdent
tout sens de la rigueur, voire méme tout bon sens.

40




. Les conditions.

¢’ est-a-dire (X (0), ¢) = 0, ce qui démontre la proposition en vue
de régularité imposées a MN pour ¢ € |- h, 0] (cf. Q-1} exigent que, dans le raison-

nement précédent, on prenne 6 — 7 0.

’

&N
Dans Q-7, on suggérait d'étudier &INW. Un calcul simple montre que
d?y(t)
.V.I =0 pour t > 2,cary estalors de classe &2.0n remarque que ce
dr?

résultat est encore valable pour presque tout ¢ dans [1,2]. Carx,p, z existent

d’x d%y

de?’

d*z
dr?

dx dy dz istent [0,1];et
—,——,—— existent p.p. sur [0, 1] ;e
dt dt dt PP

dy

existent p. p. sur [1,2]. Comme T est une fonction absolument continue de
t

o 20 l-._~o ’ ’
p.p. sur | ] ar

t 2 1,ils'ensuitquona y(t) =a+ b ¢ pourt=1,olaeth sont deux

constantes qui dépendent de la solution particuliére envisagée. |1 s'en suit

2
— <+ ¢ pour t2>1, oli c est encore une constante qui dépend

x(t) =oat +ab 5

dy (¢t
de la solution considérée. Ensuite, la relation Bz (1) HI.WMI\-I v x(t— 1) donne,
(t—1)?
pourt=>2 : Bz(t)=b — vy [aaft-1) +qul + ¢ } ouencore :
b 12

Onadonc: Bz(t) =2y(t)~yx(t) pour t 22, et pour toute solution. C'est la
relation de dégénérescence cherchée,

il n'y a pas dégénérescence avant I'instant ¢ = 2, car la solution particuliére,

qui correspond aux données initiales épaisses ; x=0, y= 1, z= 0 pour —1<? <0

vaut,pour 1<t <2 : 5
xa\ulewﬂ. —a(t= 2 ()= —2(t=); 2(t)= 8t — = (t— 1P,
Les degrés de ces trois polyndmes en (¢ — 1) sont différents deux a deux. Il est donc
impossible de trouver trois constantes A, &, ¥, non simultanément nulles, telles
quonait : Ax(t)+ u y(t)+ vz(t) = 0 pourtoutz de [ 7, 2], ol T serait un

élémentde [1, 2[.

42

Ces méthodes se généralisent aisément 4 Q-8. En particulier, pour ¢ 2> 2, toute
solution du systéme différentiel vérifie la relation : % X(t)=2X,(t) - X, (1).

En général, il y a donc dégénérescence par rapport & plusieurs vecteurs de R”,
linéairement distincts.

Q9 : X(t; Xy,0,0) =K (1) Xo.Donc, VX, € R”, ona, pour t=> 1
K1) Xo,q) =(X,."'K(t)q) = 0.Donc 'K(t)q = 0 pour > r.
La fin de Q-9 se traite 4 Iaide de :

X(t; Xo,9,0) =K(1) Xo +‘\MM K(t—s—h) B y(s)ds, dou:

K(r+h; Xo,9,040) = (X0, (' + W) + [ (Bofs) Kr'- 5)q as.

d 'Ky .

. Q-10 :Pour t > 0,0na:
| dr

='A'K(t)qg +'BK(1-n)q *

- Si (1) dégénére 2 partir de I'instant T, on a donc : B 'K (t—h)qg =0 pourt> 7
. Si B est régulidre, il s’en suit tK (t)q =0 pour t 2 7 — h. On reporte cela
dans (*) et, par le méme raisonnement, on en tire : tK (t)q=0pourt=71-2h

On continue jusqu’a obtenir : t

K(t)q =0 pour t = 7 — kB, ot k est un entier
positif tel que 7 — kh € [o, h [ . Ce résultat est absurde car K (t) ne peut étre
singulidre pour 0 <t < &, Donc, si B est réguligre, (1) ne peut dégénérer. Le omm\

U B est nulle,montre qu'il ne suffit pas que B soit singuliére pour que (1)
dégénére.

1..est immédiate et a été convenablement traitée dans de nombreuses copies.
e sert de lemme & Q-12. On montre aisément que, si (1) dégénére, alors il existe

Premier instant de dégénérescence. Considérons :

(t)
=B X (t-h) ot B estsinguliére.Si ce systéme différentiel dégénare

instant 7, ona,pour t € |7, 7 + A [ :d’une part

d X(t)
dt

déduit : g orthogonal 3 I'mB.

lement a partir de |’

k) = R"; d'autre part A .Qv = (BX(t-hj,q)=0



d X(t)

o =(BX(t-1h)q)

.q)

Elle montre que, pour ¢ == 0 et pour chaque solution X de (1), le produit scalaire

On reprend la relation, valable pour ¢+ > 0 : A

(X (t), q) aune valeur indépendante de ¢ . Cette valeur est nulle, puisque

(X(t),q) = 0 pour t 2> 7. Ce résultat est absurde, puisqu’il implique dégénérescenc

de (1) 3 partirde ¢ = 0. Cela résout Q-12. Q-13 se déduit de Q-12 par le changement

d'inconnue : Y () eIA X (t). Q-14 se traite & I'aide de calculs classiques. La

résolution de Q-15 utilise le résultat démontré en Q-14, et la continuité d'un détermi-
nant par rapport a I'ensemble de ses termes. Passons a la quatriéme partie. La seule
Elle n'a été

traitée correctement dans aucune copie. En voici une solution : il convient de ne

question, 2 la fois délicate et un peu longue, du probléme, était Q-17.

s'occuper que du cas ol I'ensemblie des F — vérifiant a et b et tels que
X(t;Xp, $,F) =0pour t =1 — estinfini.

~

Posons £

inf te. 11 existe une suite wm.im de contrdles vérifiant a et b,
m

telsque X (z; X,, 9, m,Sv = 0 pour = tg  isuite telleque f¢ 47 pour

m —> + oo, On peut supposer fg <t +h VYm.On aalors:

F,,(t) =0 pour t = t 4+ 2h, Ym.Chacun de ces m.S est dans un borné fixe
de I? (0,7 + 2h; R™) (espace de Hilbert pour son produit scalaire usuel).

11 existe donc, d’une part Fe1? (0, T + 2h; R"), dautre part une sous-suite
extraite de wm.sm (sous-suite m_:.o: notera encore wm_im pour simplifier les

notations), tels qu’on ait, pourtout U E€ L2 (0,7 +2h; R?):

T+2n

) (Fyp, (s), Ufs))ds ~ %, + 28 F (s), Uls) )ds pour m—> 400

Prenons. W\Q =0 pourt>+2h

~

F satisfait la condition @ . Montrons qu’il satisfait aussi b.

£, étant un convexe fermé de w\w est I'intersection d’une famille de demi-espaces

44

fermés, dans I'espace affine associé a R” I existe donc une famille waQ M de réels,

aeEA
et une famille WEQM ae@ de vecteursde w.a. telles que, si x € mw:, alors une

condition nécessaire et suffisante pour que x soitdans £ s'écrive :

(% yq) < co, VOEQ
Soient fy et € telsque 0 <1, <ty +€ <7 + 2h

Prenons U =y Yo OU ¥ est un vecteur quelconque de la famille introduite plus

J

haut, et X la fonction caractéristique de [4, 29 + € ].

~

to+ €
F(s)ds, y,

\

J

to+ €
Pour m = 4 oo, o0na : \. Fo(s)ds,yy |

1) o

. N.O.Tm o~
On en tire .ho F(s)ds,y,| <ec,.Vaea

1 ,\.No+m
€ t,

0

~

Donc : F(s)ds€ Q2.

lls'ensuit : F (2 € Q pour presque tout ¢ de [0, + 21 ].

~

Finalement, F satisfait bien g et b, donc est un contrdle admissitile.

On montre, pour terminer, que : X (z; X,, S.w«v =0 pourt =>7.

Ona,eneffet : X(1; X,, 0, F)—X (¢ Meﬁmsvuh, K (1-s) [F(s) - Foofs)]a

our ¢ = 0.

ot : X (t; X5, 0, F) =lim

m-—>+4oo

X (t; Xo,9,F,,) pour £ >0.

s'en suit aisément la proposition en vue,

On ne s'étendra pas sur les sottises écrites par trop de candidats ou candidates :
sont & peu prés les mémes que celles qui ont été relevées dans les rapports des
cours des années antérieures.



11.6.3. LES NOTES (sur 40)
Candidats (671 copies — Moyenne : 7,9/40) :

n<4 |4 <n<9(9<n<14{14<n<<19 [19<n<<24[24<n<29{20<n<<34 |34<n
318 89 125 79 28 22 6 4
Candjdates (342 copies — Moyenne : 6,2/40) :
n<4 14 <n<9|9 <n <14{14<n<<1919<n<<24] 24<n<<2029<n<<34 | 34 <n
159 84 63 26 7 2 0 1

1.7 TEXTE DE L’'EPREUVE DE MECANIQUE GENERALE

MECANIQUE GENERALE

1l sera tenu le plus grand compte de la présentation et de la rédaction
des copies.

. z

Les candidats sont priés de respecter les notations de 1’énoncé et
de ’employer aucune abréviation abusive.

L’unité d’angle est le radian; le temps est désigné par :.

On considére un systéme matériel (X) constitué par un .bosug.m
fini n (n > 3) de poinis matériels M;, de masses respectives m;
(=1, 2, ..., n) qui se déplacent par rapport i un repére absolu Am@
en s’attirant mutuellement en raison directe de leur masse et en raison
inverse du carré de leur distance, les unités étant choisies de telle
sorte que le coefficient de proportionnalité soit égal 4 P'unité; ainsi la
résultante des forces qui agissent sur le point générique M, est :

— ~ S\ ——
Fi=my —> |3 MM,
71 || M

e

PREMIERE PARTIE

On suppose que le centre d’inertie O du systéme matériel (2) est fixe
par rapport & (R) [ce qui ne restreint pas la généralité] et on se propose
d’étudier les mouvements de (L) au cours desquels la figure formée
par les points M, reste semblable & la configuration initiale.

En vertu de cette hypothése, on peut poser :

OM,=A()s;, (i=1,2, ..., n)
S

ott les __ *: sont constants et A est une fonction positive du temps ¢
inconnue @ priori, supposée deux fois continfiment différentiable,

La figure constituée par les points y, définis par O]t'.” =s5(1<i < n)
est alors de forme invariable et on appelle (S) e solide fictif, dit associé
a (%), constitué par les points p,, B2y -5 Uy affectés des masses m,,
My, -+ ., My, respectivement. On désigne par Oxyz (de vecteurs unitaires

> > >

%, ¥, z) les axes centraux d’inertie de (S), par A, B, Cles moments d’inertie
'

de (S) par rapport aux axes Oz, Oy, Oz respectivement, par w le vecteur
rotation instantanée de (S) dans son mouvement par rapport 3 (R)

On introduit le vecteur Q et la variable © définis par :

a;

¥ e dt = ¥d

et on pose :

— - - - — - - R
Q=px+qy +rz ; =ax+bytcz (=12 ...,n),
les a;, b;, c, étant évidemment des constantes.

-

St

En vertu de ’hypothése de similitude, on peut aussi écrire :

= 1

w.muﬂmm (i=1,2, ..., n) »

:v
ott les F; sont des vecteurs constants par rapport au solide associé (S);
~on pose :

—

Fi=X,x+Y,y+ 7,2,

U les X, Y,, Z, sont des constantes.

I

© En appliquant le théoréme du moment cinétique au systéme (Z),

nirer que p, g, r, considérés comme fonctions de T, sont solutions
téme différentie] ;
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