1re partie : Confusion entre «forme définie» et «forme non dégénéréey ;
confusion entre les propositions :

V(x,y) EQ §(xy)>0;V(xy) ER 7(xy)>0
[ Ou bien il fallait ici étudier directement la notion non classique de forme ration-
nelle, ou bien il fallait évoguer une propriété équivalente a la densité de Dn
dans R? ]; oubli de la condition >0 (u' > 0 étant triviale) ; oubli du cas
particulier u =1 ; affirmation tranquille du fait que les restrictions de la forme g
du 4° aux sous-espaces de dimension 2 engendrés par (T, T2,), (T2, m3) et (m3,mMq)
satisfont aux conditions du 1° : abus (involontaire ? ) consistant 3 écrire (m>0)
3 la fin d’un raisonnement prouvant simplement (m >0) ; impossibilité, parfois bien
déguisée, de passer de la conclusion du 5° a) au résultat du’5° b).

2e partie : Extension non motivée aux modules de résultats sur \es vectoriels, essen-
tiellement Vinvariance du cardinal d’une 7—base ; confusion entre GL,; ( Z) et
ensemble des matrices de M, (Z) admettant un inverse... dans GL,(Q):
substitution d’un énoncé vague et généralement faux aux constructions effective-
z z 2 =] 2 . P o] .

ment demandées par I’énoncé du 4° : démonstrations optimistes du b par confusion

P P . T . Y . o
entre réseau et sous-réseau ; oubli de la vérification du caractére borné de 2 aub .

3e partie : Définition floue de W au 1° ; bluff dans la preuve de I'égalité
(LNL),=Lg +L’ , difficile & démontrer directement (mais conséquence
triviale de "égalité duale).

Be partie : Oubli des conditions ad — bc > 0, ac +bd >0 dans l'utilisation des
résultats du | 3°b.

11.2.3. LES NOTES (sur 60)
- Candidats : {1 587 copies)

0 7,13 % 25328 2,97 %

132 4 41 % 29232 1,14 %
53 8 19,57 % 33436 0,88 %
9312 9,47 % 37440 0,38 %
13216 7.32% 41344 0,32%
17420 5,62 % 45 2 48 0,26 %
21a24 2,90 % 49 4 60 0,63 %
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* Candidates : (870 copies)

0 66 262430 43
14 5 259 31a3b 31
6a10 135 36340 15
11a1b5 119 412350 16
16220 103 51360 4
212425 79

11.3 TEXTE DE L'EPREUVE D'ANALYSE

ANALYSE

Durge : 6 heures

Préambule

Les propriétés suivantes de la fonction T’ pourront étre utilisées sans

&mSom@&E\?oa“. elles n’interviennent pas dans la premiére partie du
probléme.

m@: s un E.ua_uum complexe; on note Re(s) sa partie réelle, Im(s) sa
partie imaginaire. Pour Re(s) > 0, on pose : :

+ o
T'(s) = % et 151

<O

La fonction I' est holomorphe dans le demi-plan Re(s) > 0. Elle se
mwo.monmm en une fonction méromorphe dans € dont les poles sont les
entiers négatifs ou nuls. Ces pdles sont simples, et le résidu de I' au

point s= —p, (p € N), est MH\M_WM .

Si s n’est pas un pdle, on a : I'(s + 1) = s I'(s), et : I'(s) # O.
Soient 6,, 6, des nombres réels tels que 6, < o,, et m un entier positif;
on a :Wvﬂs_ tm T(s + it) | = 0, uniformément pour ¢ élément de
[6,, 6.

Enfin, si ¢ et x sont des nombres réels strictement positifs, on a :
. et = 1 ‘Jaum T(s)ds ,

2iw v Re(s)=¢

2

1



la droite Re(s) = c étant orientée dans le sens des ordonnées crois-
santes. (Cette convention d’orientation est comservée pour toutes les
intégrales analogues apparaissant dans le probléme).

Si z est un nombre complexe non nul, on note Arg(z) I'unique déter-
Emnmﬂobm@w,mnmzaoammu@&m@@ﬁ.ﬂmﬁwMlﬂ.ﬁroﬂoﬂﬁomm"

Log(z) = Log | z | + i Arg(z), puis, pour tout nombre complexe a :
2% = Qaﬁom (=),

Dans tout le probléme, ® désigne 'ensemble des nombres complexes
dont la partie imaginaire est strictement positive.

Scit ) un réel strictement positif; une fonction f définie dans & est

dite périodique, de période A, si, quel que soit z €%, on a :

S+ =r@.

PREMIERE PARTIE

10 Soit f une fonction définie dans €, holomorphe et périodique de
période A
’ a. Démontrer qu'il existe une fonction g, définie et holomorphe
dans ’ouvert :
{z]zeC e 0< |z| <1},

telle que
%.Amﬁau;v ".\ANV .

b. Soit z, = %, + iy, €. Pour ne Z, on pose :

¢

() o = m ‘,ao+> flt+iy vmlwmﬂ.aA«:T&\o:N&N .
(3 Vf Jx 0

0

Démontrer que a,, est indépendant de z,, et que
+ ¢
@ f@= 3 ageer
ne=-—ow

la convergence de cette série étant uniforme sur toute partie compacte
de @. La fonction f est dite holomorphe (resp. méromorphe) & Pinfini
si 1a fonction g est holomorphe (resp. méromorphe) en zéro; donner les
conditions sur les a, pour qu’il en soit ainsi. Dans la suite, on dira que
les a,, sont les coefficients de Fourier de f.

¢. On suppose qu'il existe deux constantes positives ¢ et p telles
que, quel que soit z = x + iy € ¥, avec ¥ < 1, on ait

3 | fle+iy)| <ecy* .
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Démontrer que

@ s lalr] <t

o .
2° a. Soit p > 0. Montrer que la suite u définie, pour n = 1, par

n!
(e+1) (p+2) ... (p+2) ... (p+n)

u, =nf

est bornée.

AOb pourra utiliser Ia série de terme général Log g:iv .
N&»ﬂ

b. Soit
(@), .,

MUOWHHHP HOW Q:O .

©) sup | @, | 0P < +
neN*

et I'on considére I’application £, de € dans C, définie par

+ o .
A@v .\.ANV = M Q:mﬂqgn;.
n=0 «

Montrer que f est holom.
orphe et que (3) est vérifiée pour un
convenable de la constante positive c. ’ ° veleur

Montrer que, pour tout réel y strictement positif, on a

tim | f(t) —a,|=0.

t->4 o

DEUXIEME PARTIE

Soient A un réel strictement positif et (an), . o une suite de nombres

complexes. On suppose qu’il existe ...
’ . e > o ﬁ@ﬂ e m t z .
définit f par (6), et I'on pose, pour Re(s) > p .m? 1, ) soit vérifée. On

2@~ Tew. 0)=(T) T

1° a. Montrer que ¢ est holomorphe pour Re(s) > e+ 1.

b. Montrer, avec soin, que
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»+ w0

®(s)= ‘ -1 (f(it) —a,) dt pour Re(s)>p+1,
e O
et Qﬂdﬂ<m?m3¢5f pour « > P -+ 1ety> 0, ona
-1
fliy)—ao = 5 [ 2@ () ds
Re(s)=a

¢. Montrer que s @ (s) est bornée sur toute « verticale » du demi-
plan Re(s) > ¢ + 1.

90 Sojent ¢ et k des réels tels que _ m._ — 1 et £k > 0. On suppose
que ® posséde les propriétés suivantes Al et B] :

al. Notant © Pensemble des complexes distincts de 0 et de k,1afonc-
tion @ admet un prolongement holomorphe 3 ®, et ce prolongement,
. ;s /
noté encore @, vérifie : (Vs € ©) (D@)=c@k —)).
. 1 =
[B]. La fonction s —> @(s) + @, 5 +3 5
tion entiére de s, et est bornée sur toute bande « verticale ».

a. Soit o un réel tel que & > p + 1et x> k. On note U la partie
de C, ensemble des complexes s tels que

E— o < Re(s) < a et | Im(s) | > 1

v se prolonge en une fonc-

*

Montrer que s ®@(s) est bornée sur la frontiére de U, puis que
5% O(s) est bornée dans U.

[On pourra utiliser le résultat précédent et considérer, pour tout

,

a >0, la fonction s —> ¢as® 5> O(s); on rappelie Pénoncé :
Principe du maximum : Soit V un ouvert borné de C. Soit g une
fonction définie et continue dans adhérence de V et holomorphe dans

V. Si 2V désigne la frontidre de V, on a sup | g(z) | =sup |&(d [1-
zeV zedV

b. Pour tout réel y, strictement positif, on pose :

)= [y @) ds o JO)= %ie@&
Re(s)=k—a Re()=a

1 -
Montrer que L(y) =¢ ¥ *J Aw\v et expliciter J(y) — 1(»)-
c. Déduire de b. que f posséde la propriété suivante :

=) )

&

wo, Conservant les notations du paragraphe précédent, montrer que si f
wo.m,.q&mm la propriété [T}, alors @ posséde les propriétés (Al et [Bl. (On pourra
utiliser P’expression de ®(s) obtenue en (II 1°5.) et faire intervenir le
point 1 de P’intervalle d’intégration.)

®ANVH M mmﬂ.amn
nel

a. Calculer, pour t réel strictement positif et y réel, I'intégrale

+ 5 i
.\, e— X mlwwﬁdﬁx dx

oW

40 Pour tout élément z de €, on pose :

(On pourra utiliser, sans la démontrer, 1’égalité I' Amv H/\ ql.& .
N

b. Pour ¢ réel strictement positif et x réel, on pose :

P (x) = M e~ T (x+mn)%
nel

Prici La mo:o@m.vz ¢ est une fonction périodique de la variable réelle x.
réciser sa série de Fourier et montrer que celle-ci converge vers {¢.

En déduire 1’égalité 0(it) = z 0 Al Mv .
/\M it
’ ’ 3\ 1
¢. Dans T’hypothése Ay =2,k= 5’ €= 1 }et en choisissant —

une suite (a,) _  convenable, montrer que 6 posséde la propriété [Cl.

d. Pour tout complexe s tel que Re(s) > 1, on pose :

C(s) = 3 n-s
1

n=

Déduire de étude " . )
. précédente certaines propriété
fonction . propriétés de la

TROISIEME PARTIE

On pourra E.Emmﬁ sans démonstration, le résultat suivant : lorsque
| ¢ | tend vers P'infini (¢ réel), on a :

. . 1wl
WS_HJAQ+5:M,@M@% _:wiq =1,
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uniformément pour o appartenant i une partie compacte de R.

° Soi es nombres réels vérifiant o, < o, U (resp. V)
la Wmuwmzww % Mmmmm% par les inégalités 6, < Re(s) < o, et |Im(s) | > 1
(resp. o, < Re(s) < o, et Im(s) > 1). B

Soit h (resp. ) une fonction définie et r&oaﬁﬁw@ au 405:““»%@ m.wod.
(resp. V). On suppose qu’il existe des réels positifs o, B,, B, tels que :

sup | A(9) |1 < + 0
selU

\ sup _“_nmg_quu.+N.nv_A+oo (j=1,2).

It] =1

sup | Us) [ el < + 0
seV

resp.

{
\ sup nl_@_xq.ﬂ.+5_A+oo (Gj=1,2). |
S

Soit L la fonction affine telle que : L{s;) = B;» G=1,2).

Démontrer qu'il existe un réel M tel que, quel que soit ¢ € [0y, 6,]s
on ait :
sup | ¢|~M0 | h(c+it) | <M (resp. sup =L | L(o+it) | < M).
=1
|t} =1

(On se raménera & démontrer le résultat concernant V et I, puis, en

S Hi.wv 2 N l@ llOv

divisant / par la fonction ~ , on se raménera au cas ot : B, =B, =0).
On reprend maintenant les notations et hypothéses de la deuxiéme

partie.
La fonction f vérifie [C] et n’est pas constante.

Soit m un entier strictement positif tel que ap, # 0.
k-1
Soit Z une primitive de s 2 m® ¢(s), dans le quart de plan :

Re(s) > 0, Im(s) > 0.

2
90 On donne des réels o,, o, vérifiant : 0 < 6, < 0, et ww% saog
V 1a partie de G définie par : o, < Wm.@ < o, et Im(s) > 1. Montrer
quil existe o« > O tel que Z(s)e=>'s! soit bornée sur V.

30 Soit ¢ un réel tel que 6 > p + 1. Démontrer que, pour a réel,

. . E+1
on a :supit @ _ Z(c + it) _ < + oo si, et seulement si : ¢ > +

t21 2
4° a. Démontrer que, quel que soit ¢ réel, il existe a > 0 tel que

_mﬂw [t]7%|e(c +it)| < + .
t] >1

(On utilisera 1a question 1° en prenant o, strictement supérieur, en
particulier, 3 p 1, et : 6, = k— 5,).

b. Démontrer que, pour o réel (¢ > p + 1) et z &lément de <,
ona:

1 NEANE
F@)—a,= mm\ f D(s) ds .
Re(s)=¢c

¢. Evaluer l'intégrale suivante, pour z élément de &

1 z\~*¢
o .\ Al Ols) ds

Re(s) =}

.

On suppose désormais que les coefficients de Fourier de £ (I 1° b.)

. o k41
sont réels, qu’il existe B € | 0, |Wl tel que, lorsque u tend vers O par

valeurs strictement positives, u® | f(e*) | reste borné et qu'enfin la

fonction ¢ n’a qu'un nombre fini de zéros sur la droite Re(s) =

2

1-2
5° a. Démontrer que i 2 @(s) est réel pour Re(s) = m

3’ et que,

lorsque u tend vers O par valeurs strictement positives,

+S ml_ .\n
:a ‘. mn Am uv __ G Aw +~.n & Homnmwowbm.

b. En déduire que, lorsque T, réel, tend vers + oo ,
. [T K Eoo. :
T-# \.o ;2 ‘ ] Aw +§v dt reste borné.

¢/

. k.
¢. Démontrer que : sup¢~*® “N wu_la _ <4 o0.
=1 |

.. Quelle conclusion peut-on tirer des calculs précédents ?
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6° Les notations sont celles de la derniére question de la deuxiéme
partie.
a. Etablir, pour z élément de €, Pégalité :

s

_
p N,m ;/n_
.lll m
mﬁ» z @.v et

- n=— &

im A=+ va 4

b. Démontrer que la fonction ¢ a une infinité de zéros sur la droite

Re(s) = W

i1.4 RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE

11.4.1. REMARQUES GENERALES

+ I'étude d'un fragment de la théorie de Hecke. Aprés
partie explicitait le lien entre formes automor-
n exemple (fonction zéta de Riemann). La
ines hypothéses, I’existence d'une
on du probléme suivait exacte-

Le probléme proposai
une partie préliminaire, la amcxmmaw
phes et séries de Dirichlet et donnait u
dernitre partie faisait démontrer, modulo nmzm .
infinité de zéros sur la «droite critique». La rédacti
ment Varticle original de Hecke {cf. aussi le livre n._m Ogg m. y o
Les candidats qui ont traité correctement la premiére partie (resp. _mm. Mﬂw _n.._‘c:
miéres parties) ont eu une note voisine de la moyenne (resp. du maxim :

seul candidat a abordé valablement la derniére partie.

Comme on le constate & la lecture des tableaux statistiques,. 3 peine un can-
didat sur cing a été capable de démarrer le probléme. Méme en tenant ooavwwm_‘m_‘
d’un certain pourcentage de candidats n'ayant pas pu (resp. _umm.<o:_5 se u“mu
sérieusement, ces résultats, comparables & ceux des années Emmmn_w:ﬁmm. son et
extrémement décevants. On pourrait, une fois de plus et, & vrai dire non sans q

i invoquer la classique «nullitéy <
H_Mm_u"‘w __NMM._.:m:an“:mcmmmm:ﬁm. En effet, les textes vqo_u.ﬂvm.mm. sont om__.ﬂmm :,.mﬂm_osum
mais, au moins dans leur premidre moitié, guére plus a_m_n__m,m n_._m es mc_mv_mm w
d’examen de maftrise. Force est donc de oo:mﬁmﬁm_‘ que des étudiants omﬂw ol
traiter une question & l'issue d’un cours de maftrise _,...m: ..63 .U_:m omﬂm m“ Mzmcq
aprés. Bien entendu le jury, composé en majeure Um...ﬁ_m aw:mm_m:m:ﬁw . u s %: e ,
sait fort bien qu’un étudiant, méme regu m<mn." mention, :.m quelquefois mmMSm
que superficiellement le programme de maftrise. Toutefois une _M_MEB. %_m:m_ .
rapide, des rapports des années u«mnmamzﬂmmu ‘Bo_._nma que les pro _.:mm : amw
de I'agrégation ne nécessitent pour étre d.m_ﬁmm.nc une Uo:dm oo::m_mmm:osamm w
techniques de base (premier cycle) et des um_&m.m m_mam:\nm:.m.m des uqou_,m
maftrise. On ne saurait trop conseiller aux candidats de revoir ces questions en
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ur les formes automorphes).

des candidats mais cette «explicationy

détail, de connaftre de fagon précise les énoncés des principaux résultats, de faire

si, obnubilés par V'oral, les candidats négligeaient la préparation de I’écrit. Un
rééquilibrage semble indispensable et ne pourrait étre que payant.

candidats de certaines «séries» ignoraient jusqu'a la notion méme de fonction
analytique...

11.4.2. REMARQUES PARTICULIERES

Premiére partie

1e) a) b) Ces deux questions constituent un exercice classique qui est proposé,
voire résolu, dans la plupart des cours d’analyse complexe. Le a) était immédiat a
condition d’avoir des idées précises sur le logarithme complexe. Posant

@N\N\ — NNN.qﬂN\Vr

on note tout d’abord que u est une application surjective de Psur le disque unité
pointé D etque u(z;) = u(z,), si et seulement si, z; — z, est un multiple entier
de \. f étant périodique, de période A, ceci prouve I'existence d’une fonction g
vérifiant la condition de I’énoncé, Pour prouver que g est holomorphe, il faut utiliser
I'inversibilité locale de la fonction u ¢'est-a-dire de la fonction exponentielle. Le plus
rapide est évidemment de citer le théoréme d'inversion locale pour les fonctions

I'existence, dans tout disque ne contenant pas I’origine d'une détermination holo-

que la détermination de Log z donnée dans le préambule permet de prouver I"holo-
morphie de g , sauf sur un rayon, puis utilisent, soit le théoréme de Moréra, soit une

> deuxiéme détermination pour terminer. Ces solutions, plus compliquées a rédiger,

ont rarement été parfaites, De toutes fagons, ceci ne concerne qu’une minorité de

.copies ; les autres offrent un raccourci caricatural de I'impréparation des candidats.

L'existence (purement ensembliste) de g n’est pratiquement jamais complétement
démontrée. Dans de nombreuses copies, la périodicité de f n'est pas utilisée, Certains
affirment que u est bijective ou n’hésitent pas & écrire des phrases du genre «u est
jective et périodigue donc...». Dans au moins la moitié des cas, on apprend que

og z est holomorphe dans D . Signalons enfin les nombreuses tentatives d’esbroufe
x. & est holomorphe car u et f le sont...) et les invocations magiques (fibré, faisceau
‘onction multiforme, d’—cohomologie...).

Le b) a donné lieu a moins d’erreurs. Dans une proportion notable des copies,
onmontre que les @, sont les coefficients de Laurent de g et on cite, plus ou moins
ectement, les propriétés du développement de Laurent. Les imprécisions provien-
-toujours de la notion de convergence uniforme, notion qui semble floue pour
des candidats. Peu de candidats signalent que I'image, par u, d'une partie
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(ou de refaire) un certain nombre d’exercices standards etc... Tout se passe comme

Comme cas limite d’'impréparation les correcteurs ont eu {"impression que les

analytiques (¢’ est toujours non nul, donc...) ; de fagon équivalente, on pouvait utiliser

morphe de Log z. Quelgues rares candidats ont procédé ainsi. D’autres remarquent—
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compacte de_ZP est une partie compacte de D ; ¢’était pourtant indispensable. Une
proportion non négligeable de copies ne donne pas la condition pour que g soit
méromorphe ; on atteint Ia la limite des connaissances de certains candidats...
Enfin notons gu'il était possible de prouver Vindépendance des @y, par un raisonne-
ment direct & partir du théoréme de Cauchy.

Cette question était triviale ; il suffisait, dans la formule définissant a, de
prendre x, =0 et ¥, = 1/in | et de faire la majoration évidente.

2e) a) Outre quelques copies délirantes, au sujet desquelies il serait peu chari-
table d'insister, cette question a donné lieu aux erreurs habituelles : utilisation des
équivalents pour évaluer une somme, fautes de calcul etc... 11 est inadmissible que des
candidats 2 V'agrégation ne sachent pas traiter un exercice banal de premiére année
de premier cycle.

b) De nombreuses copies démontrent I'holomorphie de f de fagon assez
satisfaisante : mais bien peu remarquent que {6) converge uniformément dans tout
demi-plan de la forme Re(z)=a > 0 ; ¢'était pourtant utile pour la suite. Pratique-
Bmm; aucune copie n’établit la majoration (3). 11 fallait majorer | ay | & I'aide de (5),
puis nP & l'aide de a) et enfin reconnaftre le développement de {1 -+ x)}@ ;clest
probablement sur ce dernier point que les candidats ont achoppé. Cela n'est pas trés
grave ; en revanche, les erreurs commises dans la toute derniére question de cette
partie sont plus inquiétantes. En effet, pour trouver la limite demandée, la plupart
des candidats passent & la limite» terme 3 terme dans la série. Certains ne donnent

pas la moindre justification, d’autres invoquent la convergence uniforme sur tout

compact... 11 fallait, pour pouvoir appliquer le théordme de la double limite, vérifier

que la série donnant f (it) — a, convergeait uniformément au «voisinage de V'infini »
n.m..ﬁ.w.&«m. par exemple pour > 1. D’autres solutions étaient possibles ; on

pouvait, c’était le plus simple, revenir & &.

Deuxiéme partie
1e) a) Cette question facile a été assez souvent bien traitée. Certains candidats

ont, vainement essayé de se ramener au cas des séries entiéres. On se demande bien

pourquoi.

b) Le calcul formel a été fait par la plupart des candidats qui ont, & juste

titre, pensé qu’il leur en serait tenu compte. En revanche, la justification brille par
son absence dans la quasi-totalité des copies. Elle était pourtant facile & condition de
connaftre le théoréme {de Lebesgue) d'intégration terme a terme d'une série de

fonctions. A quelques exceptions prés, ce n'était pas le cas des candidats. Les correc-

~e

HQC—W sont _mm Qm constater annee a —Wm annee que les N:Q QN Q:O_ n
r U D — Ci [ s i ent ces
m
n—_mo_w_—_mm Q un usage constant eti QC Q N
_m sont Qm moins en moins m__ﬂ__:m W _ 14 — ence.
—:Cn__m Qm Q:m Q:Q _mm _CWH_—_QNH—O_—M —m:nm—m_w"Qm Aﬂo_:m_mm:om :::o::m Sut HOCH

C BUNO ...v IS — SC
Dcm e AQ a —Wm —l ont ét m< rement
Ol t ou __ ant I'e 1Ol H U Q—Ummmcm~ on N...v nt e m S W

c) Cette question n'a pas posé de problémes,

2¢) a) On voit ai 2

ol Mo m<o: aisément que s* ¢(s) est bornée sur la frontidre de U. Montrer
s _‘=_m dans Uest beaucoup plus difficile. Comme U n'est pas borné, on

as appliquer directement fe princi i :

principe du maximum. On i

o bt P . ent . pouvait procéder

it : on applique le principe du maximum a la fonction wﬁ.n ¢(s)dans i

e

domaine i i
dor ._uoSm. intersection de U avec la bande horizontale | Im(z) | <
it ensuite tendre n vers Vinfini, puis ¢ vers 0 s

2e) b) D i
e .“ n“. ,m Mo:._c:w:x candidats ont essayé d'établir |'égalité ; ils posent
=k - oll ds’= — ds;j i \
1 el s o o ds;il mvumq.mz un signe — qui leur a posé bien des probiémes
Mo o ) pte de la convention d’orientation des «verticalesy certains i‘ont *. it
oup d’autres escamotent i . )
purement et simplement le si !
calcul ou méme déclarent que, puisque O e

commode... 1,0na € = — €,ce quiest

_Im __: Qm _m Q:an_o: M et _m Q:an_o: “w ont mﬂm U en tra $ par ies rares candi-

4e) a étai i
) a) et b) étaient indépendants de ce qui précade ; ici encore, [a plupart des

c) et d) étaient évidents.

25328 3,55%
292332 1,98%
33436 1,09%
37 a40 0,89%
41 3 44 0,95%
45 3 48 0,48%
49 a2 60 0,82%
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® Candidates (803 copies) :

0 258 26430 37
12 5 162 31235 19
6a10 92 36340 14
1215 92 41350 19
16220 57 51260 14
21225 39

11.5 TEXTE DE L’'EPREUVE D'’ANALYSE NUMERIQUE

On se propose d’étudier différentes questions, relatives 2 des systémes
différentiels & retard, avec ou sans contrdle. Les notions utiles, non
classiques, sont définies dans Pénoncé. Pour simplifier, on considére
seulement des systémes différentiels linéaires, 3 coefficients constants.
Aucune considération n’est demandée sur les algorithmes qui seraient
nécessaires pour calculer, de fagon approchée, la solution de certaines
des questions posées (par exemple Q. 17).

Dans tout le probléme, les notations suivantes sont utilisées :

__ ] étant un entier positif quelconque, un &ément de R! est une
colonne & I &léments. I, désigne Ja matrice unité a [ lignes et [
colonnes. .

__ i M est une matrice carrée quelconque, *M désigne sa transposée.

— 1 (a,b; R!) désigne I'espace des (classes de) fonctions d’une
variable réelle, 3 valeurs dans R!, qui sont intégrables au sens de
Lebesgue sur I'intervaile (a, b) de la droite réelle.

Soit le systéme différentiel (1) :

1) X0 _Ax@+BXE-HHFO

dans lequel :

—_ 1a variable indépendante réelle ¢ sera appelée le temps;

b est une constante donnée, positive (le retard);

__ A et B sont deux matrices données, a termes réels cons-
tants, & n lignes et n colonnes;

—_ F est une application donnée, de [0, + o[ dans R™,
localement intégrable au sens de Lebesgue;

— X est une application inconnue, de [—h,+ oof dans
R*, astreinte 4 8tre absolument continue pour ¢ > 0,

et & vérifier (1) pour ¢t > 0.
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I
On se donne X,eR" et gpeL'(—A, 0; R") .

Q. 1  Monirer que le probléme :

%mmrwnoraw X satisfaisant (1), et vérifiant les conditions
initiales « épaisses » : X(0) =X, , X(t) = o (¢
Entale o Spuses os X(f) = @ (¢) pour presque

posséde une solution, et que celle-ci est. unique pour ¢ >0

Omﬁw mwwcﬁos sera notée ) X(.; X5, ¢, F). Dans tout le probiéme,
une solution de (1) sera toujours supposée correspondre 3 des conditions
initiales épaisses, du type décrit ci-dessus.

En particulier, on supposera toujours que la restriction & [— &, 0]
de toute solution de (1) appartient 3 I* (- %, 0; R™).

Q.2 @Mumbm cette question, on suppose que T’application F est de classe
sur uo.... + oo[. Sim est un entier positif ou nul, montrer
que Papplication t— X(¢; X,, ¢, F) est de classe 6™ sur
uwaw » + ®f. Comment ce résultat est-il modifié si on ajoute
Ihypothése : ¢ est de classe 8% sur |—A, O] ?
(k entier donné > 0).

.

> K(m), ol K(u) est une matrice 3 termes réels, & n lignes
et n colonnes, vérifiant les conditions suivantes :

Q.3 Montrer qu’il existe une fonction unique, K, de variable réelle :

Kw)=0  pour u<0

K@) =1,

#+—» K(u) est fonction absolument continue pour u > 0
dK(u)

‘NmINWA:V>+WA:|\~vw pour >0

On notera que, pour 0 < u < b, Péquation différentielle matri-
dK

AS
— = K(u)A.

Si X est une solution de (1), et si ¢ est positif, évaluer, de deux fagons

cielle, vérifiée par K, se réduit a

. - ¢ dX
différentes, I’intégrale 'h K(—s) Il&%. ds, et en déduire

. Pexpression de X (¢ ; X
S , ¢, F) au moyen de K (la formul
contient des mua:wowow mwm:&mnmmouv. Y (la formule obtenue



